Analizis 1 BSC 2011.03.31
1. zarthelyi, megoldasok.

1. feladat. Tekintsik az

A:{%—IQGR:JJEH,—FOO)}

halmazt. Korldtos-e A, van-e neki mazimuma, minimuma? Mi az A halmaz szuprémuma
és infimuma?

Megoldas: A A halmaz elemei a kovetkezd alakra hozhatdk:
3\/5—1_§_6f—2_§ 6y/z+15-17 3 (_ 17 )_ B 17
2y +5 2 6Jr+15 2 6/x+15 2 6 +15/ 4y/z +10
A fenti alakbdl, rogton leolvashatd, hogy ha = > 4, {gy /xr > 2 ezért a médsodik tort
pozitiv, igy , a halmaz minden elemére igaz, hogy:
s__ 1 3
2 4/z+10 2
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(Ve >4) (1)
vagyis 5 a A-nak egy fels6 korldtja. Beldtjuk, hogy ez egyben a legkisebb felso korlat is.
Ehhez elég megmutatnunk, hogy:
3
Ve>0 JacA: a>§—5.

Rogzitsiink egy pozitiv e-t és keresiink olyan alkalmas x > 4 valds szdmot, melyre:
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Ilyen x € [4, +00) van, példdul = := (E) +4 = 1622 +4. Ezzel beldttuk, hogy supA = 3

3
A fenti (1) egyenlétlenség alapjan vildgos, hogy 3 ¢ A ezért nincs legnagyobb elem.

Mivel A elemei (1) alakiak, lathatd, hogy ez akkor a legkisebb, amikor a mdasodik tort
a legnagyobb, azaz ennek nevezdje a legkisebb. Ez pontosan akkor teljesiil, ha z = 4.
Formalisan: V z € [4, +00)
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Ezzel belattuk, hogy minA = 9 és ez egyben a legnagyobb alsé korlat is. Tehat infA = 9
O
2. feladat. [Invertalhato-e az

- _J 22+1, ha —1<2 <0,
a)  fl)=la=3+z+5| (xeR), b  flr)= { 53z, ha 0<z<1
fiigguény? Ha igen, akkor adja meg a Dy-1, Ry-1 halmazokat és az f~1 figguényt.

Megoldas:

a) Mivel f(3) = f(—5) = 8 ezért f nem invertalhatd.

b) Az invertdlhatésdg definicigjdbol kiindulva hdrom esetet fogunk megkiilonboztetni:
1. Ha x1 # x2 € [-1,0], akkor

f(xl) - f(IQ) = 21‘1 + 1- (2502 + 1) = 2(.171 - Ig) # 0,
1



azaz, ez az 4g invertalhté. Ebben az esetben Ry, = f([—1,0]) = [-1,1], ugyanis: ha
' -1

x € [-1,0], akkor y = 2z + 1 € [-1,1] és forditva, ha y € [—1,1], akkor Ja = yT

[—1,0], amelyre y = f(z).

2. Ha 1 # x5 € (0, 1], akkor

flz1) — f(ze) =5 — 321 — (b — 3x2) = 3(x2 — x1) #0,
azaz, ez az g is invertdlhats. Ebben az esetben Ry, = f((0,1]) = [2,5), mert: ha
1
x € (0,1], akkor y = 5—3x € [2,5) és forditva, ha y € [2,5), akkor F = = §~(5—y) € (0,1],
amelyre y = f(z).

3. Ha x; € [-1,0] és x5 € (0,1] ilyenkor nyilvdn (z; # x2) , akkor f(z1) € [—1,1] és
f(z2) € [2,5). Mivel ezek diszjunkt intervallumok, ezért ilyenkor is invertalhaté az f.

A hérom esetet figyelembe véve, kapjuk, hogy f invertdlhaté és:
Dy = Ry = [-1,1]U[2,5),

illetve
Ry =Dy =[-1,1],
tovabba:
1
) —(z—-1), ha-1<z<1
Fia)=471
g-(5—x), ha 2 <z < 5.
O
n-(n—1)

3. feladat. Vizsgdlja meg az ( > sorozatot monotonitds, kvdzi monoto-

2n+1
nitds (azaz eqy indextdl kezdve monoton) és korldtossdg szempontjabal.
Megoldas: Jeldlje (x,,) a fenti sorozatot. Képezziik az egymast kovetd tagok kiilonbségét:

m+1)n n-(n—1 n-(n+1-2n+2)
Tn4l — Tn = on+2 - on+1 = on+2 =

(3=
:%<0<=>xn+l<xn<:>n24.

Az els6 6t tagot is figyelembe véve, kapjuk, hogy:
r9=0 = :L'1:O<IE2:1<:C3:§ = z4:§>x5:£,
4 8 8 16
azaz, a sorozat nem monoton, de a 4. indextél kezdve szigorian monoton cstkken (kvazi
monoton fogy). Ebbdl kapjuk, hogy : 0 < 241 <z, < 24 = %, (V4 <neN). Az els§
Ot tagot is figyelembe véve adddik, hogy:

3
ngn§§7 (VneN)
vagyis az () korldtos sorozat. OJ
4. feladat. A hatarérték definicidjanak felhaszndlasdval hatdrozza meg a

kovetkezd hatdrértéket:

, 14+n—4n?
i (L)
3n2+5n+4
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Megoldas: Elészor is, nézziik meg mi lesz a hatdrérték. Mivel a — kritikus eset,

00

ezért emeljitk ki a domindns tagokat, a szdmldléban is és a nevezben is n2-et, majd
egyszerisitsiink vele:

—An?4+n+1  —4+14 % 4

—= (n— ).

T B2t bn+d 3+34+ 4 73

A definicié szerinti bizonyitdshoz rogzitsiink egy € > 0 szdmot és becsiiljiik a sorozat
valamely tagjanak eltérését a hatarértéktdl az alabbi mdédon:

+4‘ ’74n2+n+1+4‘ ‘—12n2+3n+3+12n2+20n+16
T —| = _— —_ = —
3 3n?2+5n+4 3 3(3n?+5n+4)

. 23n+419 23n + 19n - 42n 14

— =—x
3(3n2+6n+4) ~3Bn2+6n+4) ~9n2 3n -

14
A fenti becslések teljesiilnek minden olyan n € N-re, melyre n > 1 és n > 3
€

Osszefoglalva a fentieket:

4 14
EIA:fg,V€>O dng = {§]+1€N:Vn>no,n€N:
x+é<&<—14 <e
" 31 T 3n T 3ng

xan’:

4
tehat a sorozat konvergens és hatarértéke —3 O

5.feladat. Tekintsuk a kovetkezo sorozatokat:
3—2n3 3"
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a) Léteznek-e a lim(z,) illetve lim(y, ) hatdrértékek? Ha igen szamitsa ki dket.

Ty

b) Léteznek-e a lim(x, + y,) illetve lim(z,, - y,) hatdrértékek? Ha igen szamitsa ki
Oket.

Megoldas:

a) (1) A lim(z,) most - tipus, a domindns tagok kiemelésével, kapjuk, hogy:
00

lim(z,) = lim ——%" 2 — Jim (n2n_> TV Sk
1 1 5—0
n'(5——> 5_ =
n n

1 3

Itt felhaszndlva, hogy: lim(n?) = 400, lim (—) = lim <—3> = 0 és a hatarértékekre
n n

vonatkoz6 miiveleti szabalyokat (Osszevonds, szorzés, osztds) adédik —oo.

(2) A lim(y,,) most s tipus, a dominans tagok kiemelésével, kapjuk, hogy:
00
" n 1 1
() ) v e
e ey

4 4

lim(y,) = lim

3\ I\n
A geometriai sorozatokra tanult tétel értelmében: lim <Z) = lim < — 4_1) = 0,

mert ezek geometriai sorozatok, amelyeknek a hanyadosai ¢ = — illetve ¢ = ——

a (—1,1) intervallumba esnek. Felhasznélva tovdbba a hatarértékekre vonatkozd
miiveleti szabalyokat (Osszeadds, szorzds, osztas) kapjuk, hogy lim(y,) = 0.
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b) (1) Mivel a kapott hatarértékek dsszege —oo + 0 értelmezhetd, ezért
lim(z, + y,) = lim(x,,) + lim(y,) = —o00 + 0 = —oc.

(2) A szorzatra vonatkozé tétel most nem hasznalhatd, mert a —oo - 0 szorzat nem
értelmezheto, ezért tekintsiik a kovetkezo alakot:

3
; - 2 E_Q 3\" 1
(i) = Tim (- ) - () ) =
5— = 1+ (- 3)
n 4
Sy
™ n3 1 -2 1
:lim(n2-<§>>~n3 . :0.0_._:
4 51 H(_})” 5—0 140
n 4

Itt felhasznaltuk, hogy lim(n* - ¢") =0, ha k € N és q € (—1,1) tetsz6leges.

3
Most k =2 és ¢ = 7 Tehat 3 lim(z,, - y,,) = 0.



