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Linearis algebra (A, B, C)
5. el6adas
(vazlat)

A = [a],..,a,] € R™" B = [by,...by] € R"** esetén keressilk az AX = B
matrixegyenlet X € R"** megoldasat X = [xy,...,X;] alakban:

AX =B <~ A[Xl, ...,Xk] = [bl, ,bk] — [AXl, ...,Axk] = [bl, ,bk] <~

A fenti alakok esetén az AX = B megoldhatosidganak sziikséges és elégséges feltétele
tehat az, hogy mind a k darab (azonos méatrixiu) linearis egyenletrendszer megoldhaté
legyen, azaz, hogy by, ...,bg € Span (ay, ..., a,) teljesiiljon. Eredményeinket alkalmazzuk
abban a kiilénosen érdekes esetben, amikor a B, illetve a D helyén egységmatrix van.
DEFINICIO: A € R™*" esetén:

az AU) egy jobb oldali inverze az A-nak, ha AU e R™*™ &s AAU) =1, ;

az A®) egy bal oldali inverze az A-nak, ha AP e R"*™ &s AP A =1,;

az A~! kétoldali inverze A-nak, ha bal oldali és jobb oldali inverze is A-nak.
Tudjuk, hogy A = [ay, ...,a,] € R™*" esetén az AX = I,,, = [eq, ..., €,,] megoldhatdsaga-
nak sziikséges és elégséges feltétele: eq,...,e, € Span(ay,...,a,). Ez (hisz eq,...,e,,
B R™-ben) <= Span (eq,...,e,) € Span(ay,...,a,) <= R™ C Span(ay,...,a,) <
R™ = Span (ay,...,a,), hiszen Span (a;,...,a,) & R™ nyilvanval6. Eme trivialitas biz-
tositja, hogy R™ = Span (ay, ...,a,) <= dim R™ = dim Span (ay, ..., a,) [az m dimenzi6s
R™ m dimenzids alterének egy béazisa L R™-ben, s 3/1 szerint dimenziényi elemszamu L
bazis is R™-ben|. Ezzel mar be is bizonyitottuk a kovetkezd tétel (1) allitasat.

TETEL: A € R™*" esetén:

(1) FAD = p(4) = m;

(2) FA® = o(4) = n;

(3) FA ' = p(A)=m=n=3TA® F AU &s egyenlsk = I! A"

[Az (1) allitast mar bizonyitottuk. Ebbél adodik a (2) allitas, mivel 3A®P) «—= F(AT)0),
A (3) allitasbol még bizonyitando rész: 3 AP 3 AU) esetén vizsgaljuk AP AAV)-t:

AW =T1,A0) = (AP A)AW) = AP (AAD) = AP, = AP) ]

Vizsgéaljuk most négyzetes matrix inverzének numerikus meghatarozasat elemi ba-
zistranszformacidval A = [aj,...,a,] € R"*" esetén:

Ha o(A) < n (amikor nem tudunk minden a-t bevinni a bazisba), akkor # A1
Egyébként viszont gondoljunk arra, hogy most az Ax; =e; (i = 1,...,n) azonos matrixi
linearis egyenletrendszereket kell megoldanunk, s ezt egyszerre is tehetjiik: csak most
egy b helyett n darab lesz, éspedig ey, ..., e,. Legyen tehat a kiindulé (dupla) tablazat a
kovetkezd (méatrixos jeloléssel):
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Most végezziink elemi bézistranszformaciot a szokdsos modon (mindig a, — €46), a jobb
oldali részen 1év§ e, ...,e,-nek persze mindig csak az 1j koordinatéit szamoljuk. [Ha
elézetesen nem hataroztuk meg a rangot, az sem baj, innen is kideriilhet o(A) < n, csak
akkor némi felesleges munkat is végeztiink.] Ha o(A) = n, akkor minden a-t be tudunk



vinni a bazisba, de nem biztos, hogy az eredeti sorrendben!!! Ekkor még sorcseréket kell
végezniink, hogy a bazisban aq, ..., a, legyen a sorrend.
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Itt az I,, kontrollméatrix jelzi, hogy mar jo a sorrend. Aki (egyébként takarékos modon)
nem irja ki a bevitt vektorok koordinétait, esetleg megfeledkezhet a sorcserérsl. Aki
ellenérizni, hogy a kapott X maétrix tényleg kétoldali inverze-e a négyzetes A-nak, annak
eleg AX és X A koziil az egyiket kiszamolni, hisz a tétel alapjan: Ha egy négyzetes
métrixnak van egyik oldali inverze, akkor az mésik oldali is!
A négyzetes matrixok kozott tébb olyan matrix tipus van, amely valamilyen szamolas
elvégzését megkonnyiti.

A 0 ... 0
0 X .. O

A kovetkezd n x n-es matrix neve diagonalis matrix: | . . .| . Itt a nemnulla
0O 0 ... A

elemek csak a féatloban lehetnek (egy elem akkor van a f6atloban, ha a sorindexe és az osz-
lopindexe megegyezik), de a f6atloban is lehetnek nullak tetszéleges szamban. Az n x n-
es diagonalis matrixokkal konnyd szamolni, mert két ilyen diagondlis matrixot Ggy lehet
Osszeszorozni, hogy a megfelels diagonalis elemeket, 6sszeszorozzuk. Mas matrixoknal ez
nem ilyen kellemes, de mégis oOriiliink, ha az alak legaldbb félig olyan, mint a diagonalis-
nél. Egy négyzetes méatrixot fels6 hdromszog méatrixnak szokéas hivni, ha a f6atloja alatt
mindeniitt nulla van. Az alsé haromszég matrixban pedig a f6atlo felett van mindeniitt
nulla. A € R™™" esetére megemlitiink még néhany specialis fajtat: A szimmetrikus, ha
AT = A; A antiszimmetrikus, ha AT = —A; A projektor matrix, ha A2 = A; A nilpotens
métrix, ha van olyan k pozitiv egész, melyre A¥ = 0; A invertalhaté matrix, ha van
kétoldali inverze.

A métrixok rangjaval kapcsolatos vizsgélatok soran kideriil még becslés 6sszeg és szorzat
rangjara is. A 5. gyakorlat 6. feladatabol kovetkezik pl., hogy A, B € R™*"™ esetén
o(A+ B) < o(A) + o(B). A 4/4 oldali tételbdl kovetkezik, hogy A € R™*", B ¢ R**k
esetén o(AB) < o(A). Igaz ennek a parja is: o(AB) < o(B) |biz: 0(AB) = o((AB)T) =
o(BTAT) £ o(BT) = o(B)].

Mindeddig csak R feletti vektortereket és matrixokat néztiink, legf6képpen azért, hogy
elkeriiljiik a komplex szamokkal kapcsolatos esetleges nehézségeket. Rovidesen azonban
hasznalnunk kell C (a komplex szamtest) feletti matrixokat is, itt az alkalom hozzéaszokni.
Hasznaljuk egy a + bi alaka (a,b € R) komplex szam konjugaltjat: a +bi = a — bi. A
kovetkezs definicioban a matrixunk elemei komplex szdmok lesznek, ezért az indexeknél
keriiljiikk az ¢ hasznalatat. (A méatrixmtiveletek a korabbi mintara definidlandok.)
DEFINICIO: A € C™*" esetén az Amatrix adjungaltja: A* € C"*™, melyre minden
sz0bajovs j,k-ra j[A*], = m

A 4/2 oldali tétel mintajara igazolhat6 a kovetkezd tétel.

TETEL (Az adjungalas kapcsolata a matrixmiiveletekkel):

A, BeC™" = (A+ B)* = A* + B

AEC, AcCm™" = (AA)* = NA*;

AeCmn BeCF = (AB)* = B*A*.



Mar a rangtétel bizonyitasaban is szerepelt az a megjegyzés, hogy oszlopcserétél nem
valtozik meg az oszlopvektorrendszer rangja. Igy R"-ben teljesiil r(ai,as,as, ...,ay) =
r(as,ap,as, ...,ax), st Span (a;,as,as,...ax) = Span (ag,ay,...,a;) (tehat az alterek is
megegyeznek, nemcsak a dimenziojuk). A csere tehat an. rangtarté atalakitas. Hasonld
tulajdonsagt még egy vektor szorzasa nullatol kiilonboz6 valos szammal; egy vektorhoz
egy masik vektor hozzdadasa (de a masik vektor megmarad); egy vektorhoz egy mésik
vektor szamszorosanak hozzdadéasa (a masik vektor megmarad). Mindezek hasonléan
bizonyithatok (a megfelels alterek megegyezését igazolva). Az elsG, masodik vektorra
fogalmazva részletes bizonyitas nélkiil 6sszefoglalva:

TETEL (rangtarté atalakitasok): aj,...,a; € R*, A€ R, A #0, k > 2 esetén
r(ag,as,...,a) = r(ay,as, ..., a), r(Aag,ag, ...,a;) = r(a, as, ..., ax),

r(a; + ag, ag, ...,ax) = r(a, as, ..., ax), r(a; + Aag, ag, ...,a;) = r(ag,as, ..., ax).
Ha adott egy nullméatrixtoél kiilonbo6zd matrixunk, akkor véges sok rangtarté atalakitassal
(oszlopokra is, sorokra is szabad) szép alakra hozhatjuk: Keresiink egy nemnulla elemet,
s ha sziikséges, sorcserével és oszlopcserével a bal fels§ sarokba vissziik. Ezutan az els6
oszlopot megszorozzuk a bal fels6é sarokban 1év6 szdm reciprokaval, majd az els6 oszlop
alkalmas szamszorosat hozzdadva a tobbi oszlophoz, az els6 sort a masodik elemétdl
kezdve végig nullava valtoztatjuk, majd ugyanezt megtessziik az els¢ oszloppal, azutan
ugyanezt végezziik az els§ sor és elsd oszlop elhagyasédval megmaradé matrixon (ha ez
nullmatrix, akkor maéris szép az alak), és igy tovabb. Jelentse a ~ jel azt, hogy az
el6tte 1évé matrix véges sok rangtartd (és mérettarto) atalakitas segitségével az utana
lévé matrixsza alakithato. Tehat:

TETEL: A € R™*" g(A) =7 > 1 esetén A ~ L0

0 0

Bizonyitas nélkiil kozoljiik ezen tételnek egy kiilondsen hasznos valtozatat:

A e R™ ™ o(A) =r 2 1 esetén vegyiink egy I, egységmatrixot a soros atalakitasok
kezdématrixaként, egy I,, egységmatrixot az oszlopos atalakitasokhoz (m = n esetén két
I. 0
0 0
els6 soros atalakitast az I,,-en, a kovetkez$ sorosat mar az [,,-bsl kapott matrixon és
igy tovabb, az utolsé eredmény legyen S; az els6 oszlopos atalakitast az I,-en hajtjuk
végre, a kovetkez6t az I,-bdl kapott matrixon és igy tovabb, az utols6 eredmény legyen
P. Ekkor S és P invertalhaté matrixok, melyekre

I, 0
sap— [ 9]
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I,,-et); ezutén az A ~~ [ } e R™*" 4talakitassorozatbol rendre hajtsuk végre az

Emlékeztetd:

Geometriai vektorok hajlasszoge: ~v(a,b) € [0,7]. A parhuzamossag definicioja ter-
mészetes, de az egysikasaggal vigyazni kell! Az a, b, c, ... geometriai vektorok egysikiak,
ha elhelyezhettk (felrajzolhatok) egy sikban. Geometriai vektorokra igazolhato:

aj C)<:>a1 20; al, az Oﬁal H ag; aj,ag,as O(:>a1,ag,ag egysikl’lak;
aj L<=a; #0; aj,as L <= a; ffay; aj,as, a3 L <= aj,ay, az nem egysikiak;
k>4= aj,ag,..ay; 0.

DEFINICIO: Geometriai vektorok skalaris szorzata: ab = |a||b|cos~(a, b).

A skalaris szorzat miveleti tulajdonsagai, kapcsolata a skalarral valé szorzassal és az
Osszeadéssal (tetszéleges a, b, ¢ geometriai vektorokra és A € R-re BIZONYITHATOK):

ab = ba (kommutativitas); ab=0<=a.lb;
alt

A(ab) = (Aa)b = a(Ab) (skalar kiemelhetGsége); (ab)c # a(bc), cc = |c|? = 0;



a(b+c) = ab + ac, (b + c)a = ba + ca (disztributivitas).

[[A bizonyitas az alabbi segédtételek révén torténhet.

1.St.: |e| =1, a tetsz6leges = 3la,,a,, : a, | e, a, Le a=a,+a,,.

2.5t.: |e| =1, a tetsz6leges = a, = (ea)e.

3.5t.: |e| =1, b, c tetszbleges = (b+c¢), =b, +c,, (b+¢)y =Db,y + .

Az a-val parhuzamos e-t véve, a 3. Segédtételt és (haromszor) a 2. Segédtételt alkalmaz-
va el6szor (e(b+c))e = (eb)e + (ec)e, majd e(b + c¢) = eb + ec adodik, amit alkalmas
skalarral kell még megszoroznunk. Végiggondolandé kézben, hogy mely disztributivita-
sokat hasznaltuk fel (jogosan?)!]]

A (t6bb tagra is igazolhato) disztributivitas és a skalar kiemelhet&ségének felhasznalasé-
val a skalaris szorzat kiszamithaté a koordinatakbol. A kozépiskoldban méar megszokott
jeloléssel: Ha i, j, k paronként egymasra merdleges egységvektorok (és un. jobbrendszert
alkotnak, bar erre most nincs sziikség), akkor ezek bazist alkotnak a geometriai vektorok
korében, és

aq B1
[alijx= ||, [Plijk= |05,

as B3

azaz
a=aii+azj+aszkésb=p1i+ B+ B3k
esetén
ab = o161 + asf + a3fs,

tovabba

a]* = aa = af + a3 + a3 és [b[* = bb = 5 + 35 + 5.
Ha még feltessziik, hogy a, b # 0, akkor a hajlasszogiiket kiszamithatjuk az i, j, k rend-
szerbeli koordinatakbol:

a1 81 + agfBr + a3
Vai+a3+a3/6]+ 53+ 33

DEFINICIO: Az a, b, ¢ nem egysikt geometriai vektorok ebben a sorrendben jobbrend-
szert alkotnak, ha — kozos kezdGponttal felrajzolva Sket, a kezdGpontban az a és b
sikjara emelt merdlegesen (mint forgastengelyen) — a c-t tartalmazo féltérbdl nézve po-
zitiv irdnyu, 0° és 180° kozotti forgatéassal vihetjiik 4t az a/|al-t a b/|b|-be.
DEFINICIO: Az a és b geometriai vektorok VEKTORIALIS szorzata:

ax b VEKTOR (,a kereszt b”):

1./ |a x b| = |a[[b|siny(a, b);

2./axb .l a,b;

3./ |a x b| # 0 esetén a, b,a x b jobbrendszer.

A vektorialis szorzat mitveleti tulajdonsagai, kapcsolata a skalérral valé szorzéssal és az
osszeadassal (tetszbleges a, b, ¢ geometriai vektorokra és \ skalarra BIZONYITHATOK):
axb=0<+= a| b;

b x a = —a x b (alternalis vagy antikommutativitas), igy a }f b esetén b x a # a x b
(tehat a vektorialis szorzat nem kommutativ);

A(a x b) = (Aa) x b =a x (Ab) (skalar kiemelhetGsége);
ax(b+c)=axb+axc,(b+c)xa=Dbxa+cxa (disztributivitas).

[[A disztibutivitas bizonyitasa a koradbbi harom segédtétel felhasznalasaval torténhet,
kiegészitve azzal, hogy |e| = 1 esetén tetszéleges a-ra a,, = (e x a) X e, ezt pedig az e
irdnyabol nézve +90°-o0s forgatassal atvihetjiik e x a-ba (ezzel keriilhetd el a bizonyitandd
allitas felhasznalasa).||

cosvy(a,b) =



