2011. majus 5.

Linearis algebra (A, B, C)
11. eladas
(vazlat)

Igértiik, hogy elégséges feltételt adunk SB létezésére a kiilonbozs sajatértékd sajatvek-
torok fiiggetlenségének igazolasa révén. Ezt matrixok sajatvektorainak vizsgalatakor is
megtehettiik volna, id6 hidnyaban halasztottuk, most viszont a linearis transzformacidkon
gyakoroljuk inkadbb (matrixokra hasonld a megfogalmazas és a bizonyitas is).

TETEL: Legyen ¢ € Hom(R",R"), tovabba u;,uy,...,u; € R" sajatvektorai ¢-nek,
tovabba A1, A2, ..., A\ € R a megfelel§ sajatértékek, melyek paronként kiilonbo6zdk.
Ekkor ui,us, ..., u; linearisan fiiggetlen sajatvektorrendszer.

[Bizonyitas (k szerinti teljes indukcioval): A k = 1 eset nyilvanvalo, hisz egy sajatvektor
nem lehet nullvektor. Ha mar tudjuk, hogy k — 1-re igaz az allitas (igy uy, ug, ..., ux_1
L), tegyiik fel, hogy u;,us, ..., u; O. Ekkor uy linearisan fiigg uj, ug, ..., up_1-t6l: uy =
Zf;f aju;. Ebbdl o(uy) = 25;11 a;p(uy), tehat A\guy, = 25;11 a;Aju;, masrészt uy =
SoT1 ey miatt Agup = Y571 Ay, A Ay, kétfele elallitasabol azt kapjuk, hogy
0= Zf;ll a;(Aj — Ap)uj. Mivel ug,ug,...,uy—1 L, az adddik, hogy j = 1,...,k — 1-re
a;(A;j — Ag) =0, csakhogy itt \; — A\ # 0, tehat j =1,...,k — 1-re o; = 0, azaz u; = 0,
ami ellentmond annak, hogy uy, sajatvektor.|

KOVETKEZMENY: Ha a ¢ € Hom(R", R") linearis transzformécionak n darab paron-
ként kiilonb6z46 sajatértéke van (ahol n = dim R™), akkor létezik R"-ben SB, azaz a ¢
sajatvektoraibol allo bazis.

Sajnos, a fenti eredményben az n darab (azaz dimenzionyi) kiillénb6z6 sajatérték létezése
az SB létezésének csupan elégséges feltétele: Tetszoleges x € R™-re e(x) = x definicival
e € Hom(R™, R™), melynek minden 0-t6l kiilénb6z6 R™-beli vektor sajatvektora az 1
sajatértékkel, tehat van SB, viszont az 1 az egyetlen sajatérték.

A 9/1 oldalon szerepelt mar olyan megfogalmazés, hogy "legyen V' vektortér a K felett (az
1/3 oldali 10 tulajdonsag megfelelGjével)” az euklideszi terek altalanos targyalasa céljabol.
Egyébként viszont a zarthelyik konnyitésére tébbnyire R"™ szerepelt, ami félrevezets képet
is eredményezhet a kés6bbi tanulmanyok szempontjabol: R™-ben nem volt probléma a
bazis kereséssel, a bazisok elemszamanak Osszehasonlitasaval, mivel volt benne véges
generatorrendszer. Az altalanosabb targyalas sok nehézséggel jar, de legalabb a kezds
lépést tegylik meg iranyaban, legalabb R felett: Ezentul legyen V' vektortér R felett (az
1/3 oldali 10 tulajdonsag megfelelGjével).

DEFINICIO: Az R feletti V vektortér dimenzibja:

0, ha V = {0};
dimV = ¢ egy tetszéleges B elemszama, ha V # {0} és van véges G V-ben;
00 egyébként.

Megjegyezziik, hogy a definici6 harmadik része szamossagfogalom ismeretében finomit-
hat6 |B|-ra, azaz baziselemhalmaz szdmossagara.

Ha tekintjiik az R — R fiiggvények szokasos R feletti vektorterét [V = {f|f : R —
R}, f,g € V esetén tetszéleges z € R-re (f + g)(x) = f(x) + g(x), A € R, f € V esetén
tetszoleges x € R-re (A\f)(z) = A\(f(z))], ebben a polinomfiiggvények alterét (az 1/4 oldali
definici6 kiterjesztésével), errél konnyen belathatd, hogy nincs véges generatorrendszere
(Osszeadas és skalarral valo szorzas soran a fokszam nem néhet), igy dimenzidja co.



Féaraszto és idGigényes volna most a korabbi definiciokat és tételeket kiterjeszteni a kicsit
altalanosabb esetre, de legalabb a linearis leképezéseknél tegyiik meg ezt, hiszen itt még
hatra van pl. az izomorfizmus vizsgalata egyes vektorterek kozott, ami igy hatarozottan
izgalmasabb lehet.

DEFINICIO: Legyen Vi és Va vektortér R felett, ¢ : V; — Va.

¢ vektortérhomomorfizmus [vagy homogén linedris leképezés, vagy

linearis leképezés, vagy mdvelettarto leképezés +, \--ra|, ha
1./uveV=plu+v)=pu)+ev);

2./ XeR, ueVy = ¢p(Au) = Ap(u).

Ha egy lineéris leképezés, azaz vektortérhomomorfizmus netan bijektiv, akkor vektortér-
izomorfizmusnak hivjuk.

Az egyértelmi kiterjesztési tétel bizonyitésa az &ltalanosabb esetben hasonléan térténhet,
de legalabb mondjuk ki:

EGYERTELMU KITERJESZTESI TETEL: Legyen V; és V5 vektortér az R felett;
dim V; =n > 0; eq,...,e, bazis Vi-ben; wq,...,w,, tetszbleges vektorok V5-ben. Ekkor
1 : Vi — Vi vektortérhomomorfizmus, melyre ¢(e;) = w; (i = 1,...,n).

DEFINICIO: Ha ey, ..., e, bazis Vi-ben; fi, ..., f,, bazis Vo-ben; ¢ : V; — V; vektortérho-
momorfizmus, akkor a ¢ maétrixa az e;f béazisparban

P15 = [[p(en)]r, -, [p(en)]e] € R™X.

A definiciobol adédik, hogy tetszéleges x € Vi esetén [o(x)]s = []%f[x]e.

Kiilénosen fontosak lesznek azok a linearis leképezések, amelyeknél V3 = Vo = V., ezek
a V vektortér LINEARIS TRANSZFORMACIOi. Ilyenkor megéllapodunk abban, hogy
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V-ben, ¢ : V — V lineéris transzforméacio, akkor [¢]® et [p]ee.

DEFINICIO: Legyen Vi és Vs vektortér R felett; Hom(Vi, V) jelélje a Vi-b6l Vi-be
képez6 vektortérhomomorfizmusok halmazat.

o, € Hom(Vy, V) esetén legyen ¢ + ¢ : Vi — V5 agy, hogy u € Vi-re (¢ + ¢)(u) =
p(u)+1Y(u). A € Rés p € Hom(Vy, Va) esetén legyen A\p : Vi — V; gy, hogy u € Vj-re
(Ap)(u) = A(p(u)).

Ko6nnyen lathato, hogy az imént definialt 6sszeg és szamszoros is Hom(Vi, V)-ben van,
tovabbé azt is, hogy Hom(Vi, Va) vektortér az R felett a fenti miveletekre.

DEFINICIO: Legyen V; és Vi vektortér R felett; o € Hom(Vy, Va).

¢ képtere: ZIm et {V|[v eVaJueVj p(u) =v'};

© magtere: Kerp < {x|x e Vi o(x)=0"7}.

Konnyen igazolhato, hogy Zm ¢ < V5 és Ker ¢ < V. Nyilvanvalo, hogy Im ¢ =V, < ¢
sziirjektiv. Mivel o(x) = ¢p(y) © p(x —y) =0 & x —y € Ker ¢, ezért az is igaz, hogy
¢ injektiv < Ker p = {0}.

TETEL: Legyen Vi és Vs véges dimenzios vektortér R felett. Ekkor
Vi =2 Vo< dimV; = dim Vs.

[Bizonyitas: Legyen dimV; = n. Az n = 0 eset trividlis mindkét irdnyban. Tegyiik fel,
hogy n > 0.

=: J¢ € Hom(V1,V3), mely bijektiv. Legyen e, ..., e, béazis V;i-ben. Allitds:
@el),...,gp(en) bazis Vo-ben. |[[biz: G: Legyen v/ € Va. ¢ szﬁrjektiv@ miatt Ju €
Vi @ v = p(u). Ezt a bazissal felirva: u = uje; + ... + u,e,, igy a két miivelettartéast
felhasznalva v/ = p(uje; + ... + upe,) = urp(er) + ... + upp(ey,). L: Tegyiik fel, hogy



ice
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ice
Sticky Note
Egyik irány


arp(er) + ... + anp(e,) = 0'; azaz p(a1e1 + ... + aye,) = 0 = ¢(0). A ¢ injektivitasa
miatt ae; + ... + aye, = 0, igy mar minden «; = 0.]]

: Legyen eq,...,e, bazis Vi-ben, fi,....f, bézis Vio-ben. Az egyértelmi kiterjesztési

tel alapjan 3! € Hom(Vl,Vg) melyre ¢(e;) = f; (i = 1,...,n). Allitds: ¢ bijektiv.
[[biz: sziirjektivitds: Legyen v/ € V,. Ezt felirhatju S bazisaval: v/ = Gif1+...+,.f, =
Brp(er) + ...+ Bnp(en) = o(fre1 + ... + Bnel{ Dinjertrvitds: Tudjuk mar, hogy ¢ injektiv
& Kerg = {0}. Tegyiik fel, hogy x € Kery, igy ¢(x) = 0. x felirdsa a bazissal
X = r1€1 + ... + T,e,. Tehat 0 = p(r1e1 + ... + zpe,) = vr0(€1) + ... + () =
x1fy + ... + z,f,, igy mar minden z; = 0.]] Igy a ¢ mar vektortérizomorfizmus.|

MENZIOOSSZEFUGGES: Legyen Vi és V5 vektortér R felett, ¢ € Hom/(Vi, Va).
a V1 véges dimenzios, akkor dim Zm ¢ + dim Ker ¢ = dim V.
(Itt ¢ rangja: r(¢) = dimZm ¢ ; ¢ defektusa: d(p) = dim Ker ¢.)

|Bizonyitas: Legyen dimV; = n. Az n = 0 eset most is trividlis. Tegyiik fel, hogy
n > 0. Legyen k& = dim Ker < k < n esetén vesziink egy ay, ..., a; bazist er p-ben,
ez L a Vi-ben, igy kiegészithets bazissa: ag,...,a oo, bp_i bazis Vi-ben. Allitds:
l@(bl),...,w(bn_k) bazis Zm p-ben. [biz@l: Im ¢ elemei p(u) alakiaak, ahol u € V.
t a bazissal felirva és beirva: p(u) = praga; + ... + agag + f1by + ... + Bp—rbp_k) =
al@(al)+@Oék90(ak)+51%0(b1)+---+ﬁn—k90(bn—k) = Bip(b1)+ ...+ Bn_re(bn_k). L:
Tegyiik fel, hogy y1¢(b1) +...+Yn—rp(bn_x) = 0'[(Dkkor p(v1bi+...+vn1bn_x) = 0,
tehat y1b1 4+ ... +vn_kbn_x € Kerp, igy v1b1+ ... FVn_bn_k ai + ...+ 0ray alaka,
emiatt mar minden v = 0.] A k& = 0 esetben a-k nélkiil ugyanigy dolgozhatunk a V}
tetszoleges by, ..., b zisaval. A k = n esetben Ker ¢ = Vi, igy Zmyp = {0'} ]

SZORZASTETEL: Legyen Vi, Vs és V3 vektortér R felett, dimenziéjuk rendre n,m, s
(pozitiv egészek); eq, ..., e, bazis Vi-ben; fi, ..., f,, bazis Vo-ben; g, ..., g bazis Vi-ban;
o € Hom(Vi,Va), v € Hom(Va, Vs )| Dkkor

[Wo] % = [y]"8[p]*".

1o [p(en)]s, .oy [p(en)]e] € R™*™.

(€:) = ig‘[@]?;ffj-
=00

A mésik két esetre felirva ennek megfelelGjét, azt kapjuk, hogy

|Bizonyitas: Emlékezziink vissza a definiciora: [p
Igy minden sz6bajovs i-re

V)

¥(f;) = t[@b]?ggt» (V) (e:) Z [l Bge,

Z SOl ) E =30 el S ]

t=1 \j=1 t=1 \j=1

A bazissal valo feliras egyértelmiiségét felhasznalva, a g tthat(’)it vizsgalva:

tel® =30 t[z/)]g;gj (0], ez pedig épp a szorzatmatrix t-edik sordnak i-edik eleme.|
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Linearis transzforméaciok esetén most azt nézziik meg, hogyan valtozik a maétrix, ha a
bézist valtoztatjuk.

TETEL (UJ BAZISRA VALO ATTERES): Legyen V vektortér R felett; dim V = n > 0;
e, ..., e, bazis V-ben; €], ..., e, bazis V-ben. Ekkor 3 !Hom(V, V) :7(e;) =€) (i =
1,...,n). Legyen D = [r]®. Ekkor D invertalhato, és tetszéleges ¢ € Hom(V, V') esetén

[p]® = D '[g]°D. ®

[Bizonyitas: Mivel ey, ...,e, is, és €],...,e/, is bazis V-ben, az egyértelmd kiterjesztési
tételt két szereposztasban is hasznalhatjuk, igy 3! 7, v € Hom(V, V) : 7(e;) = €, ~(e})
=e; (i = 1,..,n). Igy v(7(e;)) = v(e}) = e; minden i-re, tehat y7 = ¢, ahol € a V
identitasa: £(v) = v Vv € V-re. A szorzastételt hasznalva (minden béazis helyébe e-t

irva): [y]®[7]® = [y7]® = [¢]® = I, tehat D = [7]® invertalhat6. ¢ € Hom(V, V) esetén

minden sz6bajove i-re @
pler) =D slelfes, wlel) =3 lelf el wlr(en) =3 sl¢If r(ey),
Yp(r(eN) =7 [ D_ilele r(e;) | =D sleldv(r(e;) = ;[4I5 e;

’

el = [rer]® @meme =D~ [¢]°D ]

Ez a tétel magyarazza meg, miért olyan hasznalhat6 fogalom a matrixok hasonlésaga.
Korlatja viszont az R, ami adott a V-vel egyiitt; viszont ugyanilyen tétel igazolhato
C feletti vektorterekre is. Bebizonyithato, hogy minden A € C"*™ hasonl6 a C felett

v~ 1 0 .. O
0O v+ 1 .. 0
egy blokk-diagonélis métrixhoz, melyben a diagonéalisbeli blokkok | @ = :
0 00 ... 1
0 0 0 ... v

alaktak (a méret és v € C valtozhat, hisz a 7-k épp a sajatértékek eme specialis felss
haromszog matrixban), amelyekkel még mindig tiirhetGen lehet szamolni. A fenti blokk
neve Jordan blokk, az ilyenekbdl Gsszerakott, A-hoz C felett hasonlé blokk-diagonalis
méatrix az A Jordan-féle normalalakja. A "ttirhetGen lehet szamolni” kifejezés arra utal,
hogy egy blokkdiagonalis matrix N-edik hatvanyat a diagonalisbeli blokkok N-edik hat-
vanyra emelésével szamolhatjuk ki, ahol most alkalmazhaté a binomidlis tétel, mert fel-
cserélhetd matrixok 6sszegét kell hatvanyozni: ha az iménti Jordan-blokk £ x k-as, akkor

v 1 0 .. 0 Yy 0 0 .. 0 010 .0
0 v 1 .. 0 0 v 0 .. 0 001 .. 0
SR = e EE R . |, ahol az els6 tag vI,
000 .. 1 000 .. 0 00 0 1
000 .. v 00 0 .. ~ 00 0 0

igy felcserélhet6 a mésodik taggal.
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Legyen K = R vagy K = C, tovabb4 V vektortér a K felett (az 1/3 oldali 10 tulajdon-
sag megfelelgjével). Korabban egy skalaris szorzatnak nevezett (x,y) : V xV — K
fiiggvényre teljesiiltek a kovetkez6k minden x,y,z € V és A € K esetén:

1/ %) = 06 y); i

2./ (Ax,y) = AMx,y); 2./ (x,Ay) = Ax,y);

3./ (x,y+z)=(x,y) + (x,2); 3.y +2z,x) = {y,x) + (z,x);

4.a/ (x,x) mindig (valés és) nemnegativ;

4b/ (x,x) =0 <= x=0.

A 9/1 oldalon csak 1./, 2./, 3./, 4.a/ és 4.b/ szerepelt kdvetelményként, a tobbit ezek
felhasznalaséaval igazoltuk. Tekintsiik most n taga linearis kombinécidk skaléris szorzatat
(9/4 mintajara majd ey, ..., e, béazisban lesz érdekes, de ONB helyett csak B):

(Z rje;, Z Yrey) = Z Z z;Yk (€5, ex)
j=1 k=1

j=1k=1

konnyedén adodik 2./, 2./, 3./ és 3’./ felhasznéalasaval. Tehat linearis kombinaciok
skalaris szorzatanak fenti kiszamolasdhoz 4.a/ és 4.b/ egyaltalan nem kellett, s az 1./ is
csak a 2./ és 3./ igazolasdhoz kellett korabban. Most az Osszesen 7 darab kévetelmény-
b6l fogunk 4-et kiemelni: a skalaris szorzat olyan altaldnositasait vizsgaljuk, amelyekre
a fenti szamolas szintén elvégezhets 2./, 2°./, 3./ és 3’./ megfelelGjének feltételezésével.
Az alabbi definiciéban a szamozas a korabbiakkal val6 6sszehasonlitast szolgélja, ne hia-
nyoljuk az 1./-et (majd lesz késébb meglep&en kétarca szerepben).

DEFINICIO: Legyen K = R vagy K = C, tovibba V vektortér a K felett (az 1/3 oldali 10
tulajdonsag megfelelGjével). Az A(x,y) : V x V — K fiiggvényt V-n értelmezett (K-t6l
fiigg6en valos vagy komplex) bilineéris fiiggvénynek, bilinearis alaknak, vagy bilinearis
formanak hivjuk, ha teljesiilnek a kévetkez6k minden x,y,z € V és A € K esetén:

2./ ADx,y) = XA(x,y); 2./ Alx, Ay) = N A(x,Y);

3./ Alx,y +2z) = A(x,y) + A(x, z); 3./ Aly +2,x) = Ay, x) + Az, x).

|Az elnevezések hasznalata elég kaotikus, a masodik és harmadik elnevezéssel néha arra
utalnak, ha az értékek nem egyszeriien K-ban, hanem egy K feletti vektortérben vannak.]
Némi cserebere aran eme 4 kovetelmény akar igy is irhato:

2./ AOxy) = MA(x,y); 2./ Ax,\y) = AV A(x,Y);

3. Ax+1z,y) =Axy) + Az,y); 3./ Ax,y +2z) = A(x,y) + A(x,2z).
Ezeket szoktak roviden tugy fogalmazni, hogy az A(x,y) rogzitett y mellett az elsG val-
tozoban linearis leképezés, mig rogzitett x mellett a masodik valtozéban (a konjugalés
miatt) "masodfaju” linearis leképezés.

Ha az A(x,y) : V x V — K a V-n értelmezett bilinearis alak, akkor a V-beli ey, ..., e,
bazis linearis kombinaciéit helyettesitve:

n n

A wie;, Y urer) =Y > x;TAle), ex),
j=1 k=1

j=1k=1

ami igazdn motivilhatja bilinearis alak e bézisbeli matrixdnak bevezetését:
DEFINICIO: Legyen az A(x,y) : V x V — K a V-n értelmezett bilinearis alak, tovabba
e1,...,e, bazis V-ben. [A]® € K"*", éspedig minden sz6bajove j, k esetén (a i, =) ;[A|S =

Alej,ex).



Igy az el6bbi kifejezés a kivetkezs formaban is irhato:

n n
E zje;, E Yrer) = E E TjYkOjk,
specialisan
n n n n
A(E r;e;, E xkek) = E E T;Txak,
j=1 k=1 j=1k=1
ugyanez K = R esetén
n n
E Ti€y, E xkek = E E TiTrajk
= j=1k=1

alakot 6lt. Ez ugyanigy néz ki, mint a 9/4 oldalon a szimmetrikus matrixhoz rendelt
kvadratikus alak, de hol van most a szimmetria? Ujabb elnevezésre ad alkalmat, ha az
1./ megfelelGje is érvényes egy bilinearis alakra:

DEFINICIO: Legyen az A(x,y) : V x V — K a V-n értelmezett bilinearis alak. Azt
mondjuk, hogy az A Hermite-féle bilinearis alak (K = R esetén a szimmetrikus
bilinearis alak kifejezés is hasznélatos), ha x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y).

Vérszemet kapva, menten definidlhatunk a bilinearis alakunkhoz tartozé kvadratikus
alakot is, itt azonban nem art az 6vatossag, kiilonosen definitségi kérdéseknél!
DEFINICIO: Legyen K = R, az A(x,y) : VxV — R pedig V-n értelmezett szimmetri-
kus bilinearis alak (tehat most minden x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y)).
Ekkor az A-hoz tartozdé Q kvadratikus alak: Q : V - R; Q(x) = A(x, x).
DEFINICIO: Legyen K = C, az A(x,y) : V x V — C pedig V-n értelmezett bilinearis
alak. Ekkor az A-hoz tartozé kvadratikus alak: Q : V — C; Q(x) = A(x, x).

Meglep6 lehet, hogy az 1./ megfelelgje az utobbi definicioban nem szerepel! Valoban
nincs ra sziikség, majd egész méas szerepe lesz a komplex esetnél. ElGszor a valos eset-
ben vizsgaljuk meg, hogy ott viszont mire j6 a szimmetria. Tekintsiik V = R? esetén

a trividlis bazisban {8 8}, illetve [_(1) H matrixd bilineéris alakokat, el6bbi per-

sze szimmetrikus, utoébbi nem! Viszont a Z?Zl Zizl xjxrar kifejezés mindkét esetben
mindig nullat szolgaltat. Ha tehat a nem szimmetrikus esetre is kiterjesztenénk a defini-
ciot, kiilonboz6 bilinearis alakokhoz tartozhatna azonos kvadratikus alak. Szimmetrikus
bilinearis alakokra szoritkozva azonban igazolhato, hogy a kvadratikus alak értékeibdl
egyértelmtien kovetkeztethetiink az 6t szolgaltato bilinearis alak értékeire.

TETEL: Legyen K = R, az A(x,y) : V x V — R pedig V-n értelmezett szimmetrikus
bilinearis alak (tehat most minden x,y € V esetén teljesiil: 1./ A(y,x) = A(x,y)).
Ekkor az A minden értéke kifejezhets az A-hoz tartozé Q kvadratikus alak alkalmas
értékei segitségével.

|Bizonyitas: Most A(x +y,x+y) = A(x,x) + A(x,y) + Aly,x) + A(y,y) = A(x,x) +
2A(x,y) +A(y,y), tehat Q(x+y) = Q(x) +2A(x,y) + Q(y). Ebbdl A(x,y) kifejezhets
Q értékeivel.



A legfontosabb tételek, szovegkozi allitasok felsorolasa, utanuk (ha bizonyitas
is volt) a bizonyitas helye: el6adas/oldal.

OSSZEFOGLALAS (az R"-beli komponensenkénti &sszeadas (+) és valds szam-
mal vald szorzas (\-) tulajdonsagai):

I./)1. + : R" x R® — R", azaz Va,b € R"-hez hozza van rendelve egy a + b € R";
I./)2. Va,b € R" b+ a=a+ b (kommutativitas);

I./3. Va,b,c e R” (a+b)+c=a+ (b+c) (asszociativitas);

I.L/4. 30 e R” : VaceR"” 0+a=a(=a+0) (,nullvektor” létezése);

I./5. Vae R" 3(—a) e R" : (—a)+a=0(=a+ (—a)) (,ellentett” létezése);

IL./1. A : Rx R™ — R", azaz VA € R,a € R"”-hez hozza van rendelve egy Aa € R";
IL/2. VA, pe Rjae R™  (Ap)a = A(pa) (,asszociativitas”);

IL/3. VA, p e Rjae R" (A4 p)a= Aa+ pa (els6 disztibutivitas);

II./4. VA e R,a,b € R® A a+b)= Aa+ Ab (mésodik disztributivités);

II./5. Vae R la=a.

1/1-3.

TETEL: by,...,by BV(ZR")-ben, acV = 3lay,...,ar €R : a=ajb; + ... + ayby.
2/1.

TETEL: Ha V < R" és by,...,by € V olyan, hogy Va € V Ilay,...,a € R : a =
a1bi + ... + agbyg, akkor bq,...,b; bazis V-ben.

2/1.

TETEL (ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO): Legyen V < R"; by,...,b, bazis
V-ben; acV; a=ab;+ ..+ aibg; ¢ régzitett, 1 <i< k. Ekkor
bl,...,bi_l,a, bi+1,...,bk bazis V-ben <~ (%) 750

2/1.

TETEL: Legyen k = 1; a;,as, ...,a, € R". Ekkor az a; +as + ... + a; egy tetszdleges
zardjelezése = ((...((a; +a2) +a3) +...) + ax_1) + ax.

2/2.

TETEL: Va,beR*"3!x e R" :a+x = b.

2/2.

TETEL: k > 2, ay, ...,a; € R" esetén

a,...,a 0= Ja;, ami linearisan fiigg az ay,...,a;_1,a;41,...,a; vr-tdl.

2/3.

TETEL: aj,...,a;,b € R?; ay,...,a; L és aj,...,a;,b O esetén b linearisan fiigg
az ai,...,ap-tol.

2/3.

TETEL: Tetszdleges ) # A ,C” R™ esetén W(A) < R”, tovabba A ,C” W(A).

2/3.

TETEL: {W; <R", Wy, SR"} = W, N Wy < R™.

2/3.

TETEL: 0 # A ,S” R™ esetén Span (A) = W(A).

2/4.

TETEL: Ha V < R"; V # {0} és V-ben van véges generatorrendszer, akkor
létezik bazis V-ben, s6t barmely véges generatorrendszerbdl kivalaszthatd
bazis.

2/4.

KICSERELESI TETEL: Ha V < R"; ay, ...,a, V-beli L; by, ...,b,, G V-ben, akkor
a) dJje{l,.,m} : bja, .., a;L B) k=m (azaz |L| £ |G]).

3/1.



TETEL: Ha V < R”; By, B, bazisok V-ben, k pozitiv egész, |Bi| = k, akkor B, is
véges és |By| = k.
3/1.
TETEL: V < R" esetén V-ben létezik véges generatorrendszer, tovabba V-
ben barmely linedrisan fiiggetlen rendszer kiegészithetd V bazisava.
3/1.
(Linearis egyenletrendszer:)
3 megoldas <= b oszlopaban a (vesszs) e-k soraiban csupa 0 41l vagy ez a rész
nincs (azaz minden e = 0 vagy r = m). Ha ez a feltétel teljesiil, akkor pl.
iy, =di,...,x; =d., tébbi = 0 egy megoldas. a;,...,a; bazis Span (ai,...,a,)-
ben, r(ajy,...,a,) = r. A megoldasszam: 0 vagy 1, ha r = n; 0 vagy oo, ha r < n.
3/3.
TETEL: A € R™*" esetén [,,A = A és Al, = A.
4/1.
TETEL (A transzponalas kapcsolata az eddigi miiveletekkel):
A, BER™" = (A+B)" = AT + BT;
AER, AcR™" = (AA)T = \AT;
AeR™" BeR"™F = (AB)T =BTA".
4/2.
TETEL: A € R™*™ | B € R™**2 O ¢ R*¥3Xs esetén
J(AB)C <= {n1 =ngy és kg = k3} <= JA(BC)

-

\
(AB)C = A(BC).

4/2.
TETEL: A € R™*™ B e R™*k2 O ¢ R"3*F3 gsetén
E|A(B—|—C) < {n1 =ng =n3 és ko :kg} <= dAB + AC

\
A(B+C) = AB + AC.

4/2.
TETEL: A € R, A € R™*", B € R"*F = \(AB) = (AM)B = A(AB).
4/2.

!/
(Linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa:) Tetsz&leges x = [Xff” 1 € R"-re

!
Ax:b<:>A2de<:>[[er] |:Xffr 1 :d<:>X;’:d_DXZ—T7

amivel megkaptuk az &ltalédnos megoldast: x|/ . komponensei a szabad (vagy fiig-
getlen) valtozdk, x/. komponensei a kétdtt (vagy fliggs) valtozok.

4/4.

TETEL: Legyenek C = [cy,...,c,] & D = [dy,...,d;] ebben a sorrendben 6sszeszo-
rozhatd R feletti matrixok. Ekkor p,(CD) =< o,(C).

4/4.

TETEL: Tetszdleges R feletti A matrixra g,(A) = o4(A) [ezentil = o(A), az A
rangja; a o helyett hasznalatos p vagy akar r is].

4/4.

[Folyt. kov.]





