2011. szeptember 12/14.
Linearis algebra (A, B, C)
1. elGadas
(vazlat)

A kozépiskolaban a vektorok Gsszegének és valos szamszorosanak (skalarszorosanak) ko-
ordinatairdl tanultak alapjan definidljuk az oszlopokba rendezett valos szamhérmasok
Osszegét és valds szamszorosat:
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a3 yas

Az oszlopos irasmod az alkalmazasokat konnyitheti meg. Az oszlopok elemei vagy kom-
ponensei [keriiljiik a koordinata szohasznalatot, mert félreérthets| valos szamok. A
skalarokra a gordg betts jelolés sem lehet kovetkezetes, mert linearis egyenletrendszernél
(LER) a latin kisbetiik hasznélata a szokésos.

r+y+z = 3
2v+3y+42 = 9
3z +4y+ 5z = 12
esetén
1 1 1 3
a=|2|,b=|(3]|,c=1[4|,d=1|9
3 4 5 12

jeloléssel olyan x,y, z valos szdmokat keresiink, melyekre
ra+yb+zc=d

teljesiil. Ranézésre latszik, hogy a4+ b +c¢c = d, igy x1 = 1,41 = 1,21 = 1 biztosan
megoldas. Van azonban mas is, pl. xzo = 0,y2 = 3,20 = 0, s6t végtelen sok is van
[belathato, hogy x = z,y = 3 — 2z alakt az Gsszes megoldas|, ennek oka az, hogy most
a+ c = 2b. [Az is igaz, hogy az els6 két egyenlet Gsszeadasaval adodik a harmadik.|

A fenti 6tlet hasznalhat6 tobb ismeretlen esetén is:

a1171 + a1272 + a1373 + aury = by

a21%1 + A22T2 + 2373 + a4ty = b

a3 1 + azeT2 + a3z3r3 +azqry = b3
b1 a1 a12 a13 a14
b= |by|,a = |a2|,a = |ax|,a3= |ax3|,as=|axu
b3 as ass ass as4

valasztéassal r1a; + zoas + r3a3 + r4a4 = b az atfogalmazas. Az igazi gond az, hogy mit
tegyilink 3-nal t6bb, mondjuk n egyenlet esetén (az ismeretlenek szadma maradjon 4):

a11T1 + a12T2 + @133 + aary = by
a21T1 + a22%2 + G23%3 + a2uTs = b

Ap1T1 + Ap2T2 + Ap3T3 + ApaTs = by



Az el6bbi mintdjara probalkozhatunk a kovetkezd Griiltséggel:

ail ai2 ais aiq b1

a1 Q22 a23 az4 bo
T + 2o + x3 —+ x4 = ]

an1 An2 an3 An4 bn

A baj az, hogy nem volt sz6 "hossz” oszlopok szamszorosarol, igy a definidlatlan dolgok
Osszege is értelmetlen. A jobb oldalnak viszont tudunk értelmet adni: ez egy (oszlopba)
rendezett valds szdm n-es, vagyis R™ egy eleme. Két ilyen rendezett valés szam n-
es pontosan akkor egyezik meg, ha az oszlop megfelel§ helyein ugyanazok az elemek
vagy komponensek allnak (csak koordinatat ne mondjunk, mert az most értelmetlen).
A bal oldalra is ilyen n komponensii oszlopokat kellene gyartanunk, az R™-en kellene
miiveleteket definidlnunk, a kévetkez6 miiveletek az el6zmények alapjan természetesek.

DEFINICIO: Legyen n régzitett pozitiv egész szam, tovabba
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A ER, e R" esetén legyen A = e R™.

a, Ly L A,

Ezzel latszélag mar minden 6riiltség értelmet kapott, de ez nem egészen igaz: A négytagi
Osszegben nem volt zardjelezés! Persze, ha az imént definidlt R"-beli 6sszeadés asszoci-
ativ, akkor nincs baj. Valoban, ez visszavezethets a valos szamok Osszeadasanak asszo-
ciativ voltara.
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s ennek mintijara igazolhatd, hogy R™-ben egy négytagi Osszeg is tetszdlegesen zarod-
jelezhet. Ezzel mar értelmet nyert az 1/2 oldal tetején 1évs egyenlet, azaz egy darab
R™-beli egyenlet a korabbi n darab egyenlet helyett. Itt illik megjegyezni, hogy az
R"-beli 6sszeadds nemcsak asszociativ, hanem kommutativ is, melynek bizonyitasara

a; b1
) . | P
a val6s szamok Osszeaddsanak kommutativitidsa hasznalhato: A e R
Op Bn
ay b1 ay + B B1+ a1 b1 aj
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Most nézziik meg, mikor lehet megoldas az 1 = x9 = x3 = x4 = 0 : viladgos, hogy
pontosan by = by = ... = b, = 0 esetén (ilyenkor szokis homogén lineéris egyenletrend-
szerr6l beszélni). Ekkor a megfelels R™-beli egyenlet jobb oldalan egy csupa nullabol
allo rendezett valos szam n-es szerepel. Ez az 1/2 oldalon definidlt 6sszeadasnal mindent
helyben hagy:

o 0 o o1
Q2 0 o )
e R" esetén o Bl B
(67% 0 (679 Oy
A csupa nullabol all6 rendezett valos szam n-es tehat ugy viselkedik itt, mint a k6zépis-
0 aq
0. . Q2
koldban a vektoroknal a nullvektor! Ha erre bevezetjiik a 0 = | . | jelolést, | . | € R”
0 an

helyett pedig azt irjuk, hogy a € R", akkor az el6bbi észrevétel sokkal kisebb helyet foglal
el: a € R" esetén 0 + a = a. Rogton vérszemet is kaphatunk, kénnyen ellenérizhetd,
hogy egy rendezett valés szam n-es komponenseinek ellentettjeibol allo n-es eljatssza az
ellentett szerepét:

—Q aq 0
—Q (0% 0

+1 =1/
—Qp (679 O

az a ellentettjének szokisos (—a) jelolésével ez roviden igy néz ki: (—a) +a = 0. Itt
természetesen vetddik fel a kapcsolat a —1-gyel valo szorzassal, latjuk, hogy a € R”
esetén (—1)a = (—a). Vizsgalhatjuk tovabb, mi minden vihet6 at a kdzépiskolai vektoris-
meretekbdl, pl. az Gsszeadas és a skalarral valo szorzas (mindkét) disztributiv kapcsolata
itt is érvényes, csak most a bizonyitasnal a valds szdmok Osszeadasanak és szorzasanak
disztributiv kapcsolatira lehet hivatkozni. A valés szdmok szorzasanak asszociativitasat
is hasznalhatjuk egy ,asszociativitds’-szerd kapcsolat igazolasahoz. A rovid a,b,c,...
jelolések felhasznalasaval érdemes rendszerezni az eddigieket.

OSSZEFOGLALAS (az R"-beli komponensenkénti &sszeadas (+) és valds szam-
mal vald szorzas (\-) tulajdonsagai):

I./)1. + : R*" x R® — R", azaz Va,b € R"-hez hozza van rendelve egy a + b € R";
I./)2. Va,b € R" b+ a=a+ b (kommutativitas);

I./3. Va,b,c e R" (a+b)+c=a+ (b+c) (asszociativitas);

I.L/4. 30 € R” : Yae R" 0+a=a(=a+0) (,nullvektor” létezése);

I./5. Vae R" 3(—a) e R" : (—a)+a=0(=a+ (—a)) (,ellentett” létezése);

IL./1. A : Rx R™ — R", azaz VA € R,a € R"”-hez hozza van rendelve egy Aa € R";
IL/2. VA, pe RiaeR” (Au)a= A(pa) (,asszociativitas”);

I./3. VA, p e RraeR™ (A+ p)a= Aa—+ pa (els6 disztibutivitas);

II./4. VA e R,a,b e R" A(a+ b) = Aa+ Ab (méasodik disztributivitas);

II./5. Vae R* la=a.

A kozépiskolai vektormiiveletek tulajdonsigaira gondolva, azt, hogy az R™-beli 6sszeadas
és valos szdmmal vald szorzas rendelkezik a fenti 10 tulajdonsaggal, gy fogjuk mondani,
hogy R™ vektortér [vagy linearis tér] R felett. Ezentuil, ha R™-et irunk, az R feletti
R™ vektortérre gondolunk a komponensenkénti miveletekkel, elemeit pedig vektoroknak
fogjuk hivni. Sziikségiink lesz majd arra, hogy az R™ egy adott W részhalmazarol el
tudjuk donteni, hogy rendelkezik-e a fenti tulajdonsagokkal R felett az R"-beli mtiveletek



megszoritasaira nézve. A megszoritasokkal kapcsolatok gondokat a kdvetkezs egyszert
definicioval keriiljiik el:

DEFINICIO: W altere R"-nek [jeldlése: W < R"]|, ha teljesiilnek:

1. P#AWCR"” 2. abeW =at+becW 3. NéeRacW = dacW.
Az alterek egyéb tulajdonsagainak vizsgalatarol késébb lesz sz, most a 10 kiemelt tulaj-
donséaggal kapcsolatban megjegyezziik, hogy pl. ! kinédlkozik I./4-be és 1. /5-be, hisz barki
be tudja bizonyitani, hogy az 1/3 oldalon megadotton kiviil nincs mas elem a kivant tu-
lajdonsaggal. Mivel valos szamok szorzata csak ugy lehet 0, hogy valamelyik tényezé 0,
leolvashato, hogy A € R, a € R™ esetén \a = 0 < A = 0 vagy a = 0. Most Osszeadast
és skalarral valo szorzast tartalmazo kifejezéseket szeretnénk vizsgalni, nem szeretnénk
azonban a zarojelezéssel bajlodni (most a gyakorlatok igényei fontosabbak), majd késébb
az 1./3. felhasznalasaval potlolag igazoljuk, hogy az Gsszeg tetsz6legesen zardjelezhetd.
Kényelmi szempontbdl még megallapodunk a kévetkezében: a\ = Aa.

DEFINICIO: Legyen k > 1; aj, ay, ..., a, € R" [vektorrendszer, réviditve: vr; a rend-
szer” arra utal, hogy a vektorok kozott lehetnek egyenlSk, akir mind egyenls lehet];
A, A2, Ak €ER. Az Ay, ..., a vr Aj, ..., \; egyiitthatés LINEARIS KOMBINACIOJA
A1ag + Aoas + ... + A\gag. Az eredmény egy R"-beli vektor. Az ay,...,a; vr TRIVIALIS
LINEARIS KOMBINACIOJA: Oa; + ... 4 0ay. Barmely vr trivialis linearis kombinaciéja
=0.

DEFINICIO: Az aj,ay,...,a; R"-beli vr LINEARISAN OSSZEFUGGO (roviditve:
0), ha 3 A\, A2, ..., A\ € R, nem mind 0, melyekre A\ja; + A\pas + ... + A\pa;, = 0 (azaz, ha
a vektorrendszernek létezik nullvektort ad6 nemtrivialis linedris kombinaci6ja).
DEFINICIO: Az ay, ay, ...,a;, R"-beli vr LINEARISAN FUGGETLEN (réviditve: L),
ha {1, fo, o, i € R;pyay + pp@ + ... 4+ ppag =0 = pg = po = ... = py, = 0} (azaz,
ha a vektorrendszernek CSAK a triviédlis linearis kombinécioja ad nullvektort).

A masodik fogalom az el6z6 tagadasaként adodik, azért részleteztiik mégis, mert veszé-
lyes: sokan hajlamosak = helyett <=-t gondolni, pedig ut6bbi minddssze annyi, hogy a
trivialis linearis kombinacié nullvektor.

Most méar lathatjuk a hasznat az eddigieknek: tetszéleges rogzitett n pozitiv egész esetén
R™-ben taldlhatunk n elemi linearisan fiiggetlen vektorrendszert. Olyan példat valasz-
tunk, ahol a szamolés trividlis, szinte latszik.

1 0 0
. 0 1 0
Legyen €1, es,...,€, € R" a kovetkezS: e =|.|,e2=|.|,...,e,=|.
0 0 1
Tegyiik fel, hogy {1, o, ..., i, € R; p1€1 + o€ + ... + ppe, = 0}. A komponensenkénti
M1 0
Osszeadas és skalarral valo szorzas szerint ekkor | . | = | . |, ebbdl pedig kovetkezik,
fin 0
hogy p1 = ps = ... = uy, = 0. Belattuk tehat, hogy eq, es, ..., e, L. S6t, még azt is észreve-

hetjiik, hogy R™ minden elemét elallitjak linearis kombinacidojukként (az egyiitthatok a
komponensekbdl adodnak). Ennek alapjan ezt a specialis tulajdonsagu vektorrendszert
bazisnak hivjuk, s majd R™ trivialis bazisaként emlegetjiik. Altalanosabban:

DEFINICIO: V < R” esetén legyen by,...,b, € V. A by,...,b, BAZIS (réviditve: B)

V-ben, ha L és a V minden vektorat eldallitjak linearis kombinacidjukként.



