4. óra
Ekvivalenciareláció fogalma
Egy x halmazon értelmezett R homogén (x halmazon van értelmezve) binér (kétváltozós) reláció akkor ekvrel, ha: tranzitív, reflexív, szimmetrikus
Pl.: X={a sík egyenesei}, R=párhuzamosság ={(e,f) | e∥f}
R tranzitív (∀e,f∈X ∃g: e∥f ∧ f∥g ⇒ e∥g)
R reflexív (∀e∈X: e∥e)
R szimmetrikus (∀e,f∈X: e∥f ⇔ f∥e)
Ekvivalenciaosztály
Ekvivalens elemek egy halmazba foglalása.
Minden egyenes halmazában az egymással párhuzamos egyenesek részhalmazba foglalása.
Két egész szám kongruens modulo 10, ha (x-y)|10 (x-y osztható 10-zel) másképpen: x és y ugyanazt a maradékot adja 10-zel osztva x≡y (mod 10) 17≡27 (mod 10) -3≡7 (mod 10)
14≡2 (mod 12) 14:00 = du 2:00
x=ℤ R={(a,b): a≡b (mod 10)} Összesen 10 ilyen "maradékosztály" van: {…-3, 7, 17, 27…}, {…-2, 8, 18…}, {…0,10,20…}
Osztályozás
Adott X halmaz, azon egy "nagy írott O" osztályozás X-en, ha O elemei X részhalmazai, melyek páronként diszjunktak, és uniójuk az X. ∪O=X (Mindent lefed, de mindent csak egyszer.)
Halmaz, melynek elemei is halmazok.
x=ℤ R={(a,b): a≡b (mod 10)}-ra O={{…-3, 7, 17, 27…}, {…-2, 8, 18…}, {…0,10,20…}…}
∀X halmaz ∀X-en értelmezett ekvrel (~) létrehoz egy osztályozást, ahol O={X~|x∈X xRx} 27 fölé ~…
Elemből a hozzá tartozó kupacokat megkapjuk.
Minden osztályozáshoz tartozik egy ekvrel: R=∪{y×y|y∈O} ahol y az osztályozásból egy osztály
Ekvrel-hoz tartozó osztályozáshoz tartozó ekvrel az eredeti, és fordítva. R→O→R vagy O→R→O esetén a bal és a jobb R vagy O egyenlő.
{x~|x∈X} osztályozás, mert:
Uniójuk X: x∈x~ x~={y|y~x}… (???)
Páronként diszjunktak: z∈x~ TODO\n y~ ⇒… x∈w w∈y~ … (???)
Relációból jövő osztályozásból reláció készítése
Osztályokon belül legyen mindenki relációban. 
x y akkor legyen relációban, ha x és y osztálya megegyezik (Ez reflexív, szimmetrikus, és tranzitív.)
Részbenrendezés
X halmazon értelmezett homogén binér reláció részbenrendezés, ha tranzitív, reflexív, és antiszimmetrikus.
Pl.: X=ℕ, R="≤" = {(a,b)|a,b∈ ℕ, a≤b}  tranzitív, mert … reflexív, mert … antiszimmetrikus, mert …
(Írott) P(X) = X hatványhalmaza
Pl.: R="⊆"={a,b|
{1,2,3} részhalmazai: {1,2,3} {1,2} {2,3} {1,3} {1} {2} {3} ∅ 
Hasse diagram: Reflexivitást nem jelöljük. Nyíl iránya lentről felfelé megy, a nyílnak nincs is nyílvége, csak egy vonal. Tranzitivitás, ahol kitalálható, nincs jelölve. (nyilakon végiglépkedve eljutunk, akkor tranzitív)
Pl.: X=ℕ R=osztója={(a,b) | a osztója b}
Részbenrendezés esetén x és y viszonyára 4 lehetőség van:
x≤y ∧ x≠y (xRy) 
y≥x x≠y
x=y
nem összehasonlítható (Pl 2 és 3 nem összehasonlíthatóak, ha R=osztója; {1} és {2}, ha R=részhalmaza)
Részbenrendezett halmaz
R részbenrendezés X-en, akkor X az R relációval egy részbenrendezett halmaz. x≼y ("csicsás kisebb egyenlő")
Összehasonlítható, ha (x≼y y≼x)
Teljes rendezés, ha dichotom is.
Minden része is részbenrendezett, a reláció megszorításával.
Ha ez a rész teljesen rendezett, akkor lánc.
≼="osztója" ≼ \n {1,2,4,8}×{1,2,4,8} R=osztója, "megszorítjuk" az 1,2,4,8 halmazra.
(1,1) (1,2) (1,4) (1,8) (2,2) (2,4) (2,8) (4,4) (4,8) (8,8) teljesen rendezett, mindent mindennel össze tudunk hasonlítani, tehát lánc. Hasse diagramja függőlegesen lentről olvasva: 1→2→4→8
Diagonális
Ix (I = identikus) x,x x∈ X egyenlő vele
Szigorú
R\"egyenlőség" (kivesszük az egyenlőséget a relációból)
Gyenge
≤ → szigorítjuk → <
< → gyengítjük → ≤
x-en ≤ vagy ≼=részbenrendezés, hozzá tartozó szigorúbb reláció a < vagy ≼ Ez irreflexív (mert kivettük az egyenlőséget) és tranzitív. Ebből következik, hogy szigorúan antiszimmetrikus.
≤ → < szigorú részbenrendezés
Szigorú részbenrendezéshez tartozó gyenge reláció részbenrendezés.
Ha a részbenrendezés dichotom (vagyis teljes), akkor szigorú részbenrendezés trichoton, vagyis (teljes) szigorú rendezés.
	részbenrendezés
	→ szigorítjuk →
	szigorú részbenrendezés

	tranzitív
	←gyengítjük
	tranzitív

	reflexív
	
	irreflexív

	
	
	szigorúan antiszimmetrikus

	≤
	
	<

	ha dichoton
	
	akkor trichoton

	akkor dichoton
	
	ha trichoton


X rr halmaz x y z elemei esetén x≤y≤z, akkor az y: x és z közé esik.
x z zárt intervallum: [x,z] x≥ y≤
]x,z[ y|x<y y<z nyílt intervallum
x-hez tartozó kezdőszelet: ]←,x] mindazon elemek halmaza, amik ≤x-nél.
Pl.: osztókra: [3,12] 3,6,12-ből áll
Pl.: osztókra: [2,12] 2,4,6,12-ből áll ([x,y] esetén x többszöröse, y osztója)
Pl.: ]←,x] 12 osztói: 1,2,3,4,6,12
Pl.: [1,0] minden szám (mert a 0-nak minden osztója)
Kicsi/nagy
Adott X részbenrendezett halmaz.
x ∈ X legkisebb, ha minden más elemnél kisebb v egyenlő.
x elemek minimálisak, ha nincs nála kisebb elem (azért nem ugyan az, mint a legkisebb elem, mert nem teljes rendezés)
A minimális gyengébb, mint legkisebb pl.: X=ℕ\{1} R=osztója minimális=prímszámok legkisebb nincs.
x legnagyobb, ha minden elemnél ≥ nagyobb egyenlő
x-ek maximálisak, ha nincs olyan y ami kisebb
Részbenrendezés ismétlés
Ha reflexív tranzitív és antiszimmetrikus. (⊆)
Ha még dichoton is, akkor teljes. (≤)
Rendezés (??? title rossz?)
X halmaz ≤ részbenrendezés rajta ⇒ X egy rrh (részben rendezett halmaz) neki részhalmaza Y, x eleme
(X,≤) RRH
x az Y alsókorlátja, ha ∀y∈Y x≤y
Ha van ilyen x, akkor az Y halmaz alulról korlátos.
Ha x≥y, akkor 
(???)
Ha az alsó korlátok között van legnagyobb, akkor az az infimum (alsó határ).
Ha a felső korlátok között van legnagyobb, akkor az a supremum (felső határ).
X=ℝ, ≤ RRH (teljes részben rendezett halmaz)
Y={pozitív számok}
-7 Y-nak alsó korlátja, felülről nem korlátos.
Legnagyobb alsókorlátja (infimum) a 0. (Nem eleme Y-nak, de attól még lehet infimum.)
Részbenrendezett halmaz felső határ tulajdonságú, ha minden nemüres felülről korlátos részének van felső határa. (ℝ igen, ℚ nem.)
Határból csak egy van, korlátból több is.
Pl.: Y={√2-nél kisebb q-k (vagyis négyzete kisebb, mint 2)} felülről korlátos halmaz, de nincs szuprémuma. (legkisebb felső korlátja) ℚ-ban. (ℝ-ben lenne.)
Magyarázat: ℚ "lyukacsos" pl hiányzik belőle a √2.
Jólrendezés (jólrendezett)
Nemüres halmaznak mindig van legkisebb eleme. (Nincs végtelen hosszú szigorúan csökkenő lánc benne.)
Például az (ℕ,≤) ilyen.
ℤ nem jólrendezett, mert -1 -2 -3 tudjuk folytatni…
ℝ+ sem jólrendezett, mert 1 ½ ¼ tudjuk folytatni…
Lexikografikus rendezés
[bookmark: _GoBack]X, Y rrh (részben rendezett halmazok)
Ha X és Y teljesen vagy jól rendezett, akkor X× is az. (Direkt szorzat)
Pl.: AC azért előzi meg az AF-et ABC sorrendben, mert A=A, de C≤F. (Ez kiterjeszthető hosszabb szavakra is.)
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