2. óra
Elkezdjük a tankönyv feldolgozását. Logikai alapok:
Predikátumok
Világról modellt alkotunk (matematika segítségével).
Elemi (tovább már nem bontható, atomi) kijelentéseket teszünk a világról. Ez a predikátum.
Az összetett (nem elemi) kijelentések a formulák.
Alapigazságok az axiómák.
Axiómákból logikailag levezethető állítások a tételek.
Minden predikátum értéke IGAZ (↑) vagy HAMIS (↓) lehet.
A predikátum a legegyszerűbb formula.
Ha két formulánk van (pl.: a, b) a ∧ b, ¬a, a⇒b mind formulák, és igazságuk csak a-tól és b-től függ.
Predikátumok jele: E(x) (Egyenes az x) Formátuma: Állítmány(alany)
Logikai jelek
∧ és
∨ vagy
¬ nem (tagadás)
⇒ implikáció (Ha az elé írt kifejezés igaz, akkor a mögé írt is igaz.)
⇔ ekvivalencia (akkor és csak akkor)
⊕ kizáró vagy (XOR)
Logikai formulák
Predikátumokból, logikai jelekből és kvantorokból épül. Pl.:
E(x) egyenes
P(x) pont
I(p,e) p illeszkedik e-re. (Pont rajta van egy egyenesen.)
E(e) ∧ P(p) ∧ I(p,e) (Vagyis: e egyenes, p pont, és p illeszkedik e-re.)
Igazságtáblázatok
↑IGAZ, ↓HAMIS
A táblázatokban bal oldalon van az a, felül a b.
És
	a ∧ b
	↑
	↓

	↑
	↑
	↓

	↓
	↓
	↓


Vagy
	a ∨ b
	↑
	↓

	↑
	↑
	↑

	↓
	↑
	↓


Implikáció
	a ⇒ b
	↑
	↓

	↑
	↑
	↓

	↓
	↑
	↑


Tehát: Hamis feltételből bármi következik!
Ha egy szám prím, akkor 1-nél nagyobb. ⇔ Minden prím 1-nél nagyobb. ⇔ Nincs olyan prím, ami nem nagyobb 1-nél.
Tehát, ha A ⇒ B, akkor ¬(A ∧ ¬B) Tehát A igaz, B nem igaz. (A:= prím. B:= nagyobb, mint 1)
Ekvivalencia
	a ⇔ b
	↑
	↓

	↑
	↑
	↓

	↓
	↓
	↑


Kizáró vagy
	a ⊕ b
	↑
	↓

	↑
	↓
	↑

	↓
	↑
	↓


Negálás
	¬a
	↑
	↓

	↑
	↓
	↑


Kvantorok
Univerzális kvantor, minden ∀
Egzisztenciális kvantor, létezik ∃
Használat: ∀x(Formula x-szel)
Minden egyenesen van pont: ∀e(E(e)⇒∃p(P(p) ∧ I(p,e)))
Mindenre, ami egyenes, van olyan pont, ami illeszkedik rá (az egyenesre).
A (∀x(F)) formulában, az F-ben szereplő x változókról azt mondjuk, hogy az ∀ kvantornak a hatáskörében van.
Egy változó előfordulása kötött, ha kvantor hatáskörében áll, különben szabad.
Ha egy formulának van szabad változója, akkor nyílt formula. Különben zárt.
Szólás vs Közmondás (unofficial Predikátum Kalkulus)
Ha egy mondatban van szabad szó, akkor szólás. Különben közmondás.
Májusi eső aranyat ér. (Kötött, tehát közmondás.)
Addig jár a korsó a kútra, amíg el nem törik. (Kötött, tehát közmondás.)
Rossz fát tett a tűzre. → x, y, z tett rossz fát a tűzre. (Nyitott, tehát szólás.)
Coq – bizonyítást segítő program.
Halmazok vizsgálata
Axiomatizálható – Halmazokról megfogalmazott axiómák alapján mondanak ki szabályokat.
A halmaz alapigazság, nem tudjuk definiálni. Nyelvi definíciója: Kupac.
Jele: {1,2,3}
Halmaz megadásának lehetőségei:
{1,2,3}
{1,2,3…}
ℕ (természetes [0∈ℕ])
ℤ (egészek)
ℚ (racionálisak)
ℝ (valósak)
{n∈ℕ|n>5} (Azok a természetes számok, melyek nagyobbak 5-nél.)
{2n|n∈ℕ} (2n alakú természetes számok. Vagyis {0,2,4,6…})
Elemek sorrendje nem számít: {1,2,3}={2,3,1}
Elemek duplikáltsága nem számít: {1,2,3}={1,1,2,2,2,2,3,3} (továbbra is 3 elemű halmaz marad)
A halmazelmélet legfontosabb predikátuma az eleme. (∈) pl.: 1∈ℕ; x∈A
Az is predikátum, hogy valami halmaz, de ez nem fontos (mert csak halmazokkal dolgozunk) és nincs jele.
Meghatározottság axiómája: Két halmaz egyenlő ⇔ (akkor és csak akkor) ha ugyanazok az elemei.
Részhalmaz
Részhalmaz: A és B halmazra, A ⊆ B, ha A minden eleme B-nek is eleme. ∀x(x∈B⇔x∈A)
Valódi részhalmaz: , ha A⊂B, de A≠B.

A egyenlő B akkor és csak akkor, ha A részhalmaza B-nek és B részhalmaza A-nak.
Üres halmaz
Létezik egy olyan halmaz, melynek nincs eleme.
Jele: ∅ (Áthúzott kör.) ∅={}
Az üres halmaz elemeiről bármit mondhatok. Az üres halmaz elemeire minden igaz.
A {∅} az egy egyelemű halmaz, melynek egyetlen eleme az üres halmaz. {∅}≠∅
Minden A halmazra, az ∅ részhalmaza az A-nak. ∀A(∅∈A)
Ha A∈∅, akkor A=∅.
Unió
Adott A és B halmazok. A⋃B elemei = (vagy A-nak, vagy B-nek elemei)
Tulajdonságai ∀A,B,C (minden A, B, C halmazra):
A⋃∅=A
Kommutatív: A⋃B=B⋃A
Asszociatív: (A⋃B)⋃C=A⋃(B⋃C) 
Idempotens: A⋃A=A
A⊆B ⇔ A⋃B=B
Uniós bizonyítások
Meg kell fejteni a szereplő fogalmak jelentését.
A⋃∅=A
Bizonyítandó: ∀x(x∈A⋃∅⇔x∈A)
x∈A⋃∅ ⇔ x∈A ∨ x∈∅
x∈A ∨ ↓
x∈A
A⋃B=B⋃A (kommutatív)
x∈A⋃B ⇔ x∈A ∨ x∈B ⇔ x∈B ∨ x∈A
(A⋃B)⋃C=A⋃(B⋃C) (asszociatív)
x∈A∪B ∨ x∈C ⇔ x∈A ∨ x∈B ∨ x∈C ⇔ x∈A ∨ x∈B∪C
A⋃A=A (idempotens)
x∈A⋃A ⇔ x∈A ∨ x∈A
A⊆B ⇔ A⋃B=B
A-nak nincs olyan eleme, ami B-nek nem eleme.
¬∃x(x∈A ∧ x∈B) Nincs olyan x, amire igaz, hogy benne van A-ban és B-ben is.) ???
Metszet
A⋂B azon elemek halmaza, melyek A-ban is és B-ben is benne vannak.
∀x(x∈A⋂B ⇔ (x∈A ∧ x∈B) Minden x-re igaz, hogy x akkor és csak akkor eleme A metszet B-nek, ha x eleme A-nak és x eleme B-nek is.
Metszet tulajdonságai
∀ A, B, C
A⋂∅=A
kommutatív
asszociatív
A⋂A=A idempotens
A⊆B ⇔ A⋂B=A
Disztributivitás metszet és unió között
A⋂(B⋃C) = (A⋂B)⋃(A⋂C)
A⋃(B⋂C) = (A⋃B)⋂(A⋃C)
x∈A⋂(B⋃C) ⇔ x∈A ∧ (x∈B ∨ x∈C) ⇔ (x∈A ∧ x∈B) ∨ (x∈A ∧ x∈C) ⇔ x∈(A⋂B)⋃(A⋂C)
Halmazrendszer metszete, uniója (kettőnél több halmaz)
Adott A halmaz, melynek elemei is halmazok.
∪A=H={x | ∃H∈A, x∈A}
∩A=∩H H∈A = {x|∀H∈A:x∈H}
(???)
A={{1,2},{2,3},{1,0}}
∪A={0,1,2,3}
∩A=∅
Halmazok különbsége
A\B (=A-B)={x|x∈A x∉B)
Szimmetrikus differencia (Δ)
Szimdif, szimmetrikus különbség
AΔB={x|x∈A xor x∈B} x pontosan egyiknek eleme.
=(A\B)∪(B\A)=(A∪B)\(A∩B)
Komplementer
A⊆X (X a világ összes dolgainak halmaza)
A-nak az X-re vonatkozó komplementere:
A'=A fölülvonás=Ac={x∈X|x∉A}=X\A
∀ A, B halmazra igaz: (X=teljes halmaz)
1. Acc = A
2. ∅c = X
3. xc = ∅
4. A∩Ac = ∅ (Diszjunktak)
5. A∪Ac = X
6. A⊆B ⇔ Bc⊆Ac
7. A∪Bc = Ac∩Bc
8. (A∩B)c = Ac∪Bc
Bizonyítások
6 A⊆B ⇔ Bc⊆Ac
A⊆B ⇔ Bc⊆Ac
∀x(x∈A ⇒ x∈B)
∀x(x∉A ∨ x∈B)
∀x(x∉A ⇒ x∉B)
∀x(x∉Bc ⇒ x∉Ac)
7
∀ x x∈ AuB ⇔ x ∈ Ac n Bc
x∈ a u Bc ⇔ x ∉ A u B
¬ (x ∈ A ∨ x ∈ B)
¬( x ∈ A) ∧  ¬(x ∈ B)
x ∉ A ⇒ x∈ Ac ∧ Bc
x ∈ Ac n Bc
Logika és halmazműveletek közötti összefüggések:
[bookmark: _GoBack]∩ = ∨
∪ = ∧
Δ = ⊕ (xor)
¬ = c
x∈(A∩B∪C)c ⇔¬(( x∈A ∧ x∈B) ∨ x∈C)
⇒ = ⊆ (nem teljesen)
De Morgan azonosságok
7,8, fent
Hatványhalmaz
Adott A halmaz.
P(A): A hatványhalmaza
Azon B halmazok halmaza, melyek részei az A-nak. B⊆A
P(∅)={∅} (Egyelemű halmaz, melynek egyetlen eleme az üreshalmaz.
P({a,b})={∅, {a}, {b}, {a,b}}
Russell paradoxon
Legyen H az összes olyan halmaz halmaza, melyek nem elemei önmaguknak: H:={x|x∉x}
Ellentmondás! H∈H ⇔ H∉H
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