13. óra
Vizsga
Létszámokat emeltük.
Akinek nincs gyakjegye, az iratkozzon le. (Úgy sem vizsgázhat…)
Tételsor: Kb. 15 kérdés kikerül belőle, pl. RSA nem lesz
Számozott lista végleges lesz, ma este.
Számelmélet alaptétele
Minden pozitív egész (sorrendtől eltekintve) egyértelműen felírható prímek szorzataként. (Prím=felbonthatatlan)
Bizonyítás - Felírható
n szerinti indukció
n=1 0 prím szorzata, üres szorzat.
Ha n-nél kisebbre tudjuk, két eset:
Ha n prím, akkor kész vagyunk.
Ha n nem prím, akkor nem felbonthatatlan (felbontható)  és 
 és  felbontható (indukció) ⇒ a felbontások szorzata jó.
Ez egyértelmű is lesz:
Bizonyítás - Egyértelműen
Ha nem lenne egyértelmű, akkor lennének olyan számok, melyeket többféleképpen is fel tudnánk bontani.
Ezek közül n a legkisebb. 
Prímtulajdonság miatt van olyan index jobb oldalon, hogy  ⇒ , hiszen mind a kettő prímszám, felbonthatatlan.
 is ellenpélda.
Példa olyan gyűrűre, ahol nem egyértelmű a prímfelbontás
Páros számok gyűrűje: 2, 6, 18 felbonthatatlanok, 2*18=6*6


Eukleidész: Végtelen sok prímszám van
Ha csak véges sok prímszám lenne, 
Legyen 
Ekkor mi lehet n+1 prímfelbontása?



Tehát n+1 vagy prím, vagy egyik prímtényezője nincs benne az első k prímszám halmazában.
(Ez egyébként nem jó prímgenerátor.)
Prímszámtétel
 (Hány prímszám van x-ig)

Eratoszthenész szitája
Prímek megkeresése n-ig
-ig felírjuk a számokat 
Kihúzzuk  többszöröseit, de -t nem.
A legkisebb, -nél nagyobb megmaradó szám az új p.
Ha , csináljuk újra.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
1 2 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
1 2 3 5 7 11 13 17 19 23 25
1 2 3 5 7 11 13 17 19 23
11 többszöröseit már nem kell végignézni.
Kanonikus alak


Pl.: 
60 osztói: (…) minden kitevős prímtényező 0 és  között (…)
Osztóinak száma: 
Kongruencia ≡
Kongruensnek lenni ekvrel. / Modulo egyenlet.
a, b, m ∈ ℤ
a és b kongruensek modulo m: a≡b (m), ha m|a-b
Tulajdonságok
a≡b (m) ⇔ a≡b (-m)
a≡b (0) ⇔ a=b
a≡b (1) ⇔ ∀a, b ∈ ℤ-re teljesül.
d|m: a≡b (m) ⇒ a≡b (d)
Fix m-re a kongruencia ekvrel. (reflexív, szimmetrikus, tranzitív) Tranzitivitás: 
Két kongruens szám ugyanazt a maradékot adja
a, a', m >0
a'≡a (m) ⇔ a' és a m-mel osztva ugyanazt a maradékot adja.
Negatív számokra is kiterjeszthető.
Maradékosztályok
Rögzített m-re a kongruens szerinti ekvivalenciaosztályokat (modulo m) maradékosztályoknak hívjuk.
mod 3 maradékosztályok: {0, 3, 6, 9, 12, -3, -6, -9, -12}; {-4, -1, 2, 5, 8, 11}; {-5, -2, 1, 4, 7}
|m| darab maradékosztály van, ha m≠0
Redukált maradékosztály
Sőt, lnko(a,m)=lnko(a',m)
Ha valaki relatív prím m-hez, akkor az ő maradékosztályában mindenki relatív prím m-hez. Az ilyen maradékosztályokat redukált maradékosztálynak hívjuk. Jele: .
modulo 10 redukált maradékosztályok: 
Maradékrendszer
Páronként inkongruens egészek halmaza.
Teljes maradékrendszer
Minden maradékosztályból van (pontosan 1) eleme.
Modulo 10 teljes maradékrendszer: {0..9} vagy {-5..4}
Redukált maradékrendszer
Minden redukált maradékosztályból (és csak azokból) van (pontosan 1) eleme.
Modulo 10 redukált maradékrendszer: {1, 3, 7, 9} vagy {21, 33, -43, 29} (10k+_ alakúak)
Számolás maradékosztályokkal
Összeadás és szorzás kompatibilis a kongruenciával.
a≡a' (m) és b≡b' (m), akkor a+b≡a'+b' (m) és ab≡a'b' (m)
Pl.: Két 7-re végződő szám szorzata mindig 9-re végződik.
 gyűrű.
A maradékosztályok halmazán jól definiált az összeadás és a szorzás.
Nullosztó
Ha  és , akkor  nullosztó -ben.
Ha pedig lnko(a,m)=1 (relatív prímek), akkor van inverze.
Példa
lnko(6,10)=2: 6 nullosztó. 
lnko(3,10)=1: 3-nak van inverze. 

Bizonyítás
d=lnko(a,m) ∧ 1<d<m
a(m/d)=0 -ben (És (a/d)m=0)
Másik eset: lnko(a,m)=1
∃x, y: ax+my=1 (Bővített euklideszi algoritmusból jön ki)
ax+my≡1 (m)
ax≡1 (m)
=1/ -ben
-ben , , …  mindnek van inverze (reciproka), ha p prím.
 test, mert osztani is lehet.
Hatványozás modulo
mod 10 : 2 4 8 16 32 64 128 …
Utolsó számjegyek: 2 4 8 6 :||
Euler féle fi függvény
A mod m redukált maradékosztályok számának jele fi(m)
Euler-Fermat tétel
m>1 a∈ℤ lnko(a,m)=1 (a m-hez relatív prím egész)

fi(10)=4
Segédtétel 
m>1 lnko(a,m)=1 (a relatív prím m-hez)
b tetszőleges egész
Teljes maradékrendszer modulo m (a_1, a_2..a_m)
Akkor a-val szorozva és b-t hozzáadva is teljes maradékrendszert kapunk.
a_1, a_2, a_(fi(m)) redukált maradékrendszer
Akkor a-val szorozva is redukált maradékrendszer
mod 10 redukált maradékrendszer: 1 3 7 9
szorozzuk 3-mal: 3, 9, 21, 27 (ugyanarra végződnek)
Bizonyítás


Mivel relatív prímek, le tudok osztani a-val, mert van inverze.

Redukáltság:




Euler-Fermat tétel bizonyítása
Tetszőleges redukált maradékrendszer tagjainak megszorzása a-val is redukált maradékrendszer.

Következménye a Fermat tétel
p prím , ha a nem többszöröse p-nek.

Kongruencia egyenletek megoldása
(Lineáris kongruenciára korlátozva)
a, b, m ∈ ℤ
ax≡b (m) ⇒ x≡ ? (?)
3x≡7 (10) Ezek a 9-re végződő számok.
2x≡6 (10) Ezek a számok a 3-mal kongruens modulo 5 számok.
Legyen d=lnko(a,m)
d=ax_0+mx_0
ax≡b (m) ⇔ ∃y ax+my=b
d∤b ⇒ nincs megoldás
d|b ⇒ (a/d)x+(m/d)y=b/d
a'x≡b (m)
lnko(a',m')=1
∃ a' inverz, ez az x_0
a'x_0+m'y_0=1
a'x_0≡1 (m')
a'x_0b'=b' (m')
Megoldás: x≡x_0b (m')
Kínai maradéktétel
 páronként relatív prímek.
Bármilyen 



Rendszernek van megoldása, ami egy osztály modulo 
Bizonyítás n=2-re (indukció miatt elég)
Euklideszi algoritmus ad: 




[bookmark: _GoBack]Nincs más megoldás ezen kívül.
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