10. óra
Múlt órán volt
n∈ℕ-re
A⊂{1… n} (valódi részhalmaza)
Ekkor ∃m<n m∈ℕ: A~{1, 2, …, m}
Véges halmaz ⇔ (…) csak egy ilyen lehet.
Elemszám
#H = H elemszáma
Véges halmazok tétel (könyvben 4.1.11)
X, Y halmazok.
1. X véges, Y⊆X ⇒ Y is véges és a #Y maximum #X. #Y≤#X
2. X véges Y ⊂ X ⇒ Y is véges, #Y<#X
3. X∩Y üres, (diszjunktak) ⇒ #X∪Y=#X+#Y
4. X∩Y nem üres ⇒ #X∪Y + #X∩Y = #X+#Y
5. X, Y véges ⇒ direkt szorzatuk is véges #X×Y = #X * #Y
6. X, Y véges ⇒ XY is véges #XY = #X#Y
7. X véges ⇒ hatványhalmaza (P(x)) is véges. #P(x) = 2#X
8. X véges, f: X→Y szürjektív függvény ⇒ Y is véges, max annyi eleme van, mint X-nek, #Y≤#X csak akkor egyenlő, ha a függvény injektív is. Vagyis bijektív.
Bizonyítások
1,2: Ha Y=X, akkor triviális. Ha Y⊂X~{1…n}, akkor ⇒ Y~{1…m}
3: X n elemű Y m elemű. X~{1…n} Y~{1…m}~{n+1…n+m} ⇒ X∪Y~{1..n+m}
4: X∪Y=X\Y ∪ XΔY ∪ Y\X Ez egy diszjunkt unió, tehát az elemszám #X\Y + #XΔY + #Y\X. Adjunk hozzá #X∩Y-t: Bal oldal jó, jobb oldal jó. (Magyarul: a metszetet kétszer számoltuk, ezért ki kell vonni.)
5: #Y (Y elemszáma) szerinti indukció. Ha Y=∅, akkor X×Y=∅. Ha #Y=1, #X=n, akkor X×Y=n. Ha #Y=2, és #X=n, akkor kétszer annyi rendezett pár lesz.
6: #Y szerinti indukció. XY=Y→X függvények halmaza (…)
7: Hatványhalmaz: P(x)={X részhalmazai} (Karakterisztikus függvény: 0 1 az értéke, aszerint, hogy benne van-e.) Ezért van 3 elemű halmaznak 8 részhalmaza. 2*2*2=23
8: (…) halmaz képe kisebb, mint maga a halmaz. (vagy egyenlő)
Skatulya elv
Ha X és Y véges, és X-nek több eleme van, akkor nincs olyan X→Y leképezés, ami injektív lenne.
Bizonyítás
#X=n, #Y=m
Ha nem így lenne (f: X→Y injektív), akkor {1..n} ekvivalens lenne {1..m} valamely részével,a mi ellentmondás.
Másképp: Ha X, Y véges és egyforma nagy, f: X→Y injektív ⇔ f szürjektív
LinAlg: 4 változós 4 egyenletes LER, det0: vagy nem lehet megoldani, vagy több megoldás lesz. det nem 0: van megoldás.
Véges részbenrendezett halmazban van minimális elem (ha nem ∅)
Nem legkisebb, csak nála kisebb nincs.
Indukciós bizonyítás: 
Ha 1 elem van, akkor az minimális.
Ha n+1 elemre megvan az x minimális elem, akkor vegyük azt ki:
Így n elemű halmazt kapunk, melynek minimális eleme y.
Két lehetőség van: Ha y<x vagy ha nem összehasonlíthatóak, akkor y az új minimális elem. Ha x<y, akkor x marad a minimális elem.
Kombinatorika (TK 4.2)
Permutáció
X halmaz egy permutációja egy bijektív függvény. f: X→X Minden elemhez hozzárendel valamit és nem marad ki senki sem.
X összes permutációi a kompozíció művelettel csoportot alkotnak.
{1,2} permutációi: f: 1↦1 2↦2 vagy g: 1↦2 2↦1
Mi lesz az f∘g? (Előbb g, aztán f!) g(f())
	∘
	f
	g

	f
	f
	g

	g
	g
	f


Ez csoportot alkot: Asszociatív, f a semleges elem, inverze is van mindennek.
Nézhetnénk {1,2,3}-ra is: 6 elem van, 6×6-os táblázat kellene hozzá.
Az, hogy X-nek hány permutációja van, nem múlik azon, hogy x konkrétan mi. Csak az elemszámától. #X
Legyen Pn az a mennyiség, ami az n elemű halmazok permutációinak száma.
Pn=n! (n faktoriális)

Ezen felül 0!=1, mert később jól jön még. 0 kinullázna mindent, a semleges elem az 1.
1, 1, 2, 6, 24, 120…
Bizonyítás
n szerinti indukció alapján.
0-ra és 1-re jó.
TFH n-re tudjuk.
n+1-re: {1..n+1} permutációi. (2 permutáció ekvivalens, ha f(1)=g(1). Ez ekvrel.) Ekvivalenciaosztályok száma: ahány féle helyre tudom az 1-et küldeni. Ez n+1 db. Ekvivalenciaosztályok mérete: Pn. Összméret: a kettő szorzata. Ez az indukciós feltevés miatt (n+1) * n!, ami a faktoriális definíciója miatt: (n+1)!
Stirling formula

Mivel a számológépek már 19! előtt kiakadnak, kell egy közelítő képlet, amit használhatunk.
Variáció
Egy A halmaz k-ad osztályú variációi: A elemeiből képzett k hosszú ismétlődést nem tartalmazó sorozatok.
Másképp: {1..k}→A injektív függvény. Ha A n elemű:

Bizonyítás
Összes A→A permutáción f ekvivalens g-vel, ha f(i)=g(i) 1<i<k Ahány ekvivalenciaosztályunk van, az pont az általunk keresett mennyiség. Az ekvivalenciaosztályok mérete: Pn-k Összméret: Pn. Tehát 
Ismétléses variáció
Egy A halmaz k-ad osztályú ismétléses variációja: Nem feltétlenül injektív sorozat. k hosszú. Másképp: {1…k}→A függvény. Száma: n elemű halmaz esetén: .

Bizonyítás
4.1.11/6
Kombináció
Hányféleképpen lehet kihúzni a lottót.
Egy A halmaz k-ad osztályú kombinációja: Az A halmaz k elemű részhalmaza.

[bookmark: _GoBack]Bizonyítás
Tekintsünk két k-ad osztályú variációt ekvivalensnek, ha ugyanaz az értékkészletük! (Pl.: {1,2,4} ekvivalens {1,4,2})
Ekvivalenciaosztályok száma: ahány kombináció van. Ekvivalenciaosztályok mérete: Pk.
(…)
 egy binomiális együttható.
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