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Geometriai algoritmusok

Horvath Gyula
horvath@inf.elte.hu

Szamos olyan gyakorlati szamitasi probléma van, amely megoldhaté olyan geometriai modellben, amelyben csak egyszeri
objektumok, pontok, egyenesek, szakaszok, szogek, szogtartomanyok, poligonok szerepelnek. Ilyen alapfeladatokat vizsgalunk.

1. Alapfogalmak

Pont: (x,y) e RxR

Megjegyzés: Csak olyan feladatkat tekintiink, ahol a pontok koordindtdi mindig egész szdmok, és a megolddsdhoz nem kell
lebegbpontos aritmetikat hasznalni.

Szakasz

Legyen p1, p2 pont. A p; és p, pont dltal meghatdrozott szakasz:

pim={p=y) x=aprx+(1-a)prx,y=apr.y+(l1-a)p2y),acR0<a<1}
Ha p; és p, sorrendje szamit, akkor irdnyitott szakaszrél beszéliink, jele: py ps.

Egyenes

Egyenes megaddsa:

1. y = mx+ b egyenlettel: azon (x,y) pontok halmaza, amelyekre teljesiil az egyenlet.

2. ax+by+c =0 egyenlettel.

3. Egyenes megadésa két pontjdval: e(p1, p2)

Pontok dbrazolasara a

typedef struct{
int x,y;
int azon;
}Pont;

tipust hasznaljuk, ahol p.azon a pont azonositéja, vagy sorszama a feladatleirds szerint.

1.1. Forgasirany

Gyakran el6fordul, hogy a sikon adott p; és p, pontra el kell donteni, hogy a p; ponthoz képest a p, pont milyen forgasirdnyba
esik. Tekintsiik a 3. dbrén ldthat6 p; és p, vektorokat. A p; x p, keresztszorzat a (0,0), py,ps és p1 +p2 = (p1.x+ pr.x,p1.y+
p2.y) pontok dltal alkotott paralelogramma eljeles teriileteként értelmezhetd.

X1 X2
X = det
P1 X P2 ( Y )
X1y2 —X2)1
= —p2Xp1-

p1 X p2 >0 & py az érajaréssal ellentétes irdnyban van p;-hez képest.

p1xp2 =0 < a(0,0), p1 és pr pontok egy egyenesre esnek (kollinedrisak).

p1 %X p2 <0 & pr az 6rajards irdnyban van p;-hez képest.

Még iltalanosabban, adott két csatlakozé irdnyitott szakasz, pop; és pip». Milyen irdnyba fordul p1p> a popi-hez viszonyitva?
Avilasz (p1 — po) X (p2—po) = (p1-x— po-x)(p2.y— po-y) — (p2.x— po-x)(p1-y — po.y) keresztszorzat elGjele alapjan megadhatd.
(p1— po) X (p2 — po) >0 : p1p> balra fordul,

(p1—po) X (p2—po) =0 popi és p1ps kollinedrisak,

(p1—po) X (p2— po) < 0: p1p> jobbra fordul.
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1. dbra. A paralelogramma eldjeles teriilete:
T = (x1+x2) (V1 +y2) = X1y1 — X2y2 — X2y1 — X2y1 =
X1y1FX1Y2 +X2Y1 +X2y2 — X1Y1 — X2Y2 — X2Y1 — X2Y1 = X1Y2 — X2Y1

y 1+p2

P2

P

(0,0) x
(a) (b)

2. dbra. (a) A p; és py vektorok keresztszorzata a paralelogramma elgjeles teriilete. (b) A vildgos tartomany azokat a pontokat

tartalmazza, amelyek a p-t6l orajardssal egyez0 irdnyba esnek, a sotétebb pedig azokat, amelyek 6rajardssal ellentétes irdnyba
esnek p-tol.

pO pO

3. dbra. Csatlakoz6 szakaszok forgdsiranya.



1 int ForgasIrany(Pont P0,Pont P1,Pont P2){
2 /A
3 Kimenet: +1 ha P1->P2 balra fordul,

4 0 ha PO,P1 és P2 kollinearisak,

5 1 ha P1->P2 jobbra fordul.

6 A/

7 long long Kereszt=(long long)(P1.x—P0.x)A(P2.y-P0.y)
8 —(long long)(P2.x—P0.x)A(P1.y—P0.y);
9 if (Kereszt<0)

10 return —1;

11 else if (Kereszt>0)

12 return 1;

13 else

14 return 0;

15 }

1.2. Szakaszon

Annak eldontése, hogy a P és P> pontok altal megadott szakaszon van-e a Q pont.

pl
max(pl.y,p2.y)
q
q.y
min(pl.y.p2.y) P2
min(pl.x,p2.x) gq.x  max(pl.x,p2.x)

4. dbra. A ¢ pont a pyp; szakaszra esik, ha p;, p» és g kollinedrisak és min(p;.x,pr.x) < q.x < max(p;.x,pr.x) és
min(p1-y, p2.y) < g.y < max(p1.y, p2.y)-

bool Szakaszon(Pont P1, Pont P2, Pont Q){
// Kimenet: akkor és csak akkor Igaz, ha a Q pont a P1-P2 szakaszon van
return ((P1.x-Q.x)A(P2.y-Q.y)—(P2.x-Q.x)A(P1.y—Q.y)==0) &&
Kozte (P1,P2,Q);

O N O S

1.3. Kozel
Annak eldontése, hogy a kollinedris Py, P, P> pontok esetén P kozelebb van-e Py-hoz, mint P»:

bool Kozel(Pont P0O,Pont P1,Pont P2){
// Feltétel: (P0O,P1,P2) kollinearis
// Kimenet: P1 kozelebb van P0O—hoz, mint P2
return (abs(P1.x—P0.x)<abs(P2.x-P0.x)) Il
(abs(P1.y—P0.y)<abs(P2.y—P0.y)) ;
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14. Kozte
Annak eldontése, hogy a kollinearis Pj, P>, Q pontok esetén a Q pont a PP, szakaszon van-e

1 bool Kozte(Pont P1,Pont P2,Pont Q){
// Feltétel: (P1,P2,Q) kollinearis
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return (abs(P1.x—Q.x)<=abs(P2.x—P1.x)) &&
(abs(P2.xQ.x)<=abs(P2.x—Pl1.x)) &&
(abs(P1.y—Q.y)<=abs(P2.y-Pl.y)) &&
(abs(P2.y—Q.y)<=abs(P2.y—Pl.y)) ;

1.5. Metszo szakaszparok
Eldontendd, hogy metszi-e egymast adott pyp; és g1q2 szakasz?

p2 p2 p2
q2
q2
a9
1
p pl " pl ql
p2 pl

q2
\1 :
P N

ql
q

5. dbra. Szakaszparok metszésének 6t lehetséges esete.

bool SzakaszParMetsz(Pont P1,Pont P2, Pont Ql1,Pont Q2 ){
int fpql,fpq2,fqpl,fqp2;
fpql=Forgaslrany (P1,P2, Ql); fpq2=Forgaslrany (P1,P2, Q2);
fqpl=Forgaslrany (Q1,Q2, P1); fqp2=Forgaslrany (Q1,Q2, P2);
return fpqlAfpq2<0 && fqplAfqp2<0 |1
Szakaszon (P1,P2, Q1) |l Szakaszon(P1,P2, Q2) II
Szakaszon (Q1,Q2, P1) |l Szakaszon(Q1,Q2, P2);

2. Feladat: Bekerités

Adott a sikon a P = {py,...,p,} ponthalmaz és egy ¢(q ¢ P) pont. Hatdrozzunk meg hdrom olyan a,b,c € P pontot, hogy a g
pont az A(a,b,c) hiaromszogbe, vagy oldaldra esik, de a P ponthalmaz egyetlen més pontja sem esik a A(a,b,c) hiromszogbe,
vagy oldaléra!

Megoldas.

1. Allitas. Ha van olyan (tetszdleges) a, b, c € P pont, hogy ¢ az A(a,b,c) hdromszdgbe, vagy oldaldra esik, akkor ez finomithaté
ugy, hogy a feltétel teljestiljon.

2. Allitas. Akkor és csak akkor van megoldas, ha a g pont a P ponthalmaz konvex burkan beliil, vagy oldaldn van. A konvex
burok elGdllitdsa nélkiil, gyorsan (linedris iddben) kereshet hdarom olyan a,b,c € P pont, hogy ¢ € A(a,b,c). Legyen a := py,
majd keressiink olyan b € P pontot, hogy a, b és ¢ nem esik egy egyenesre. Ha nincs ilyen b pont, akkor nincs megoldas.

Ezutdn minden p € P pontra (p # a, p # b) hatdrozzul meg, hogy a (q,a) és (q,b) egyenesek éltal meghatdrozott siknegyedek
melyikébe esik p.

Ha nem a 2. esettel ért véget a keresés, akkor nincs megoldds, mert minden pont ga-tél balra és cﬁ;-t(’il jobbra van.

void Kerito3 (Pont P[], int n, Pont q, int A, int B, int C){



6. dbra. A hdromszog finomitdsa. Minden p € P pontra, amely az A(a,b,c) hdromszdgbe, vagy oldaldra esik, g € A(a,b, p),
vagy q € A(b,c, p) vagy q € A(c,a, p) teljesiil.

7. abra.
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. dbra. Az eddig vizsgélt pontok a <(b,q,a) tartomanyba esnek. Ujabb p pont esetén:

. eset. Forgaslrany(q,a,p) > 0 és Forgaslrany(q,b,p) < 0: nem médosul semmi.

. eset. Egyébként, ha Forgaslrany(q,a,p) <0 és ForgasIrany(q,b,p) > 0: ¢ := p és vége.
. eset. Egyébként, ha ForgasIrany(q,a,p) < 0: a := p.

. eset. Egyébként, (ha ForgasIrany(q,b,p) > 0): b:= p.
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8 (a,b,c) ha q a P konvex burkan beliil van, és ekkor

9 (P[a],P[b],P[c]) olyan haromszég, hogy q a haromszoghben vagy oldalan van,
10 és P egyetlen pontja sem esik a haromszogbe, sem oldalara.
11 A/

12 int firqa,firqb,firqc;

13 int i,j;

14 Pont aP,bP,cP;

15

16 aP=P[1]; i=2;

17 while (i<=n && Forgaslrany(q,aP,P[i])==0) i++;

18 if (i>n){//pontjai egy egyenesre esnek
19 A=1;B=0;C=0;

20 exit;

21 }

22  bP=P[i]; cP.azon=0;
23 if (Forgaslrany(q,aP,bP)<0){//q-aP-tol bP balra essen

24 aP=bP; bP=P[0];

25 }

26 for (j=1; j<=n; j++){

27 firqa=ForgasIrany (q,aP,P[j]);

28 firqb=Forgaslrany (q,bP,P[j]);

29 if (firqa<0 && firqb>=0 || firqa<=0 && firqb >0){//2.eset
30 cP=P[j]; break;

31 } else if (firqa<0 && firqb <0){//3.eset

32 aP=P[j];

33 } else if (firqa>0 && firqb >0){//4.eset

34 bP=P[j];

35 } //else 1. eset, nincs mit tenni, sem aP, sem bP nem vatozik
36 }
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if (cP.azon==0){
A=aP.azon; B=bP.azon; C=0;
exit;

}

for (i=1; i<=n; i++){
if (P[i].azon!=aP.azon && P[i].azon!=bP.azon && P[i].azon!=cP.azon &&

(ForgasIrany (aP,bP,P[i])>=0)& & (Forgaslrany (bP,cP,P[i])>=0)&&(Forgaslrany (cP,aP,P[i]) >=

firqa=Forgaslrany (q,aP,P[i]);
firqb=Forgaslrany (q,bP,P[i]);
firqc=ForgasIrany(q,cP,P[i]);
if (Forgaslrany(q,aP,bP)==0 && Forgaslrany (P[i],aP,bP)==0){
if (firqc>0) aP=P[i]; else bP=P[i];
} else if (Forgaslrany(q,bP,cP)==0 && ForgasIrany (P[i],bP,cP)==0){
if (firqa>0) bP=P[i]; else cP=P[i];
} else if (Forgaslrany(q,cP,aP)==0&& ForgasIrany (P[i],cP,aP)==0){
if (firqb>0) cP=P[i]; else aP=P[i];
} else{
if (firqb<=0 & firqc >=0)
aP=P[i];
else if (firqa>=0 && firqc <=0)
bP=P[i ];
else
cP=P[i];

}
}

A=aP.azon; B=bP.azon; C=cP.azon;

}

3. Feladat: Pont helyzetének megallapitasa.

Adott a sikon egy zart, nem-metsz$ poligon a csicsainak pp,...,p, Orajardssal ellentétes felsoroldsaval és adott egy g pont.
Eldontendd, hogy a g pont a poligon belsejéhez tartozik-e? A poligon valamely oldaldra es pont nem belsd pontja a poligonnak.
Megoldas

Vilasszunk egy olyan gy pontot, amely biztosan nem tartozik a poligon belsejéhez és a poligon egyetlen csiicsa sem esik a gogq
szakaszra, legfeljebb ha g megegyezik valamelyik csticcsal. (Van ilyen pont.)

Ha a gg¢q szakasz a poligon paratlan szamu oldalat metszi, akkor g belsd pont, egyébként kiils6. A g kiils6 pont védlasztasa.
Legyen go.y = max{p;.y|pi.y < g.y,i=1,...n} és go.x =min{p;xli=1,...n} — L.

Ha a poligonnak nincs olyan cstcspontja, amelynek y-koordinatdja kisebb, mint g.y, akkor ¢ biztosan kiils6 pont. A g0 pont ilyen
valasztasa esetén legfeljebb a g pont esik a poligon valamelyik oldaldra. Ezt az esetet kiilon ellendrizziik. Egyébként, a poligon
barmely p; pir1 oldaldnak akkor és csak akkor van kdzos pontja a goq szakasszal, ha p; és p;y1 az e(qo,q) egyenes kiilonbozd
oldaldra esik és a gg és g pont az e(p;, pi+1) egyenes kiilonbozs oldaldra esik. Ez a feltétel a FORGASIRANY eljdrds felhasznéldsa-
val egyszeriien kiszdmithato:

(ForgasIrany(P[1],P[ii],q0)*ForgasIrany(P[i],P[1ii],Q)<0) And
(ForgasIrany (g0, Q, P[i])*ForgasIrany (g0, Q, P[ii]) <0 )

int Ponthelyzete (Pont P[], int n, Pont Q){



\

q0

9. dbra. A goq szakasz a poligon paratlan sok oldaldt metszi, tehat belsé pont.

»‘
q0

10. abra. A poligonnak tobb csticsa is a gg g szakaszra esik.

o

11. dbra. A go pont vélasztdsa:qo.y = max{p;.y|pi.y < g.y,i=1,...n} és go.x =min{p;.x|i=1,...n} — 1.
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long long y0,x0;
int i,ii ,metsz;
Pont q0;

y0=Q.y; x0=P[0].x;
for (i=1; i<=n; i++){
if (P[i].y<Q.y & (P[i].y>y0 Il y0==Q.y ) )
yO=P[i].y;
if (P[i].x<x0) x0=P[i].x;
}s
if (y0==Q.y)

return 1;
q0.y=y0; q0.x=x0-1;

metsz=0;
for (i=1; i<=n; i++) {
ii=(i+1) % n;
if (Szakaszon(P[i], P[ii], Q) ) return O0;
if (ForgasIrany(P[i],P[ii],q0)AForgasIrany(P[i],P[ii],Q)<0 &&
ForgasIrany(q0, Q, P[i])A ForgasIrany(q0, Q, P[ii]) <0 )
metsz++;
}s
if (metsz %2 ==1)
return —1;
else
return 1;

}

A algoritmus futési ideje legrosszabb esetben is a poligon csicsainak n szdmdval ardnyos, tehdt O(n).

4. Feladat: I0I Valogat6 2006

Adott a sikon egy P ponthalmaz és két kitlintetett pontja; A és B. Adott tovabba egy Q pont. Kiszamitandé a P ponthalmaz egy
olyan C pontja, hogy a Q pont az A(A, B,C) hdromszog belsejében van (nem eshet az oldaldra sem), és a P ponthalmaz egyetlen
mds pontja sem esik a hdromszdgbe (oldaldra sem eshet).

Kovetelmény: O(n) futési idejl algoritmus.

AA ¢ BB

12. abra.



13. abra.

14. abra.
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int HaromPont(Pont P[], int n, Pont A, Pont B, Pont Q){
int FirAB,FirBQ,FirQA, FirAAA, FirBBB,FirAC,FirBC;
Pont AA, BB, C;

AA.azon=0; BB.azon=0; C.azon=0;
for ( int i=1; i<=n; i++){
if (P[i].azon==A.azon || P[i].azon==B.azon) continue;
FirAB= ForgaslIrany (A,B,P[i]);
FirBQ= ForgaslIrany (B,Q,P[i]);
FirQA= Forgaslrany (Q,A,P[i]);
if (FirAB>=0 && FirBQ>=0 && FirQA>=0)
return 0;

if (FirAB>0 && FirQA<0 && FirBQ>0)
if (AA.azon==0 || Forgaslrany (A,AA,P[i])<0)
AA=P[i];

if (FirAB>0 && FirQA>0 && FirBQ<0)
if (BB.azon=0 || Forgaslrany(B,BB,P[i])>0)
BB=P[i];
}s

for (int i=1; i<=n; i++){
if (P[i].azon==A.azon || P[i].azon==B.azon || P[i].azon==AA.azon || P[i].azon==BB.azon)
if (AA.azon>0) FirAAA= Forgaslrany (A,AA,P[i]);
if (BB.azon>0) FirBBB= ForgasIrany(B,BB,P[i]);
FirQA= Forgaslrany (Q,A,P[i]);
FirBQ= ForgaslIrany (B,Q,P[i]);

if ((AA.azon==0 || FirAAA<0) & & (BB.azon==0 || FirBBB>0) &&
FirQA<0 && FirBQ<0){
C=P[i];
break;
}s

}s
if (C.azon==0) return 0;
for (int i=C.azon+1; i<=n; i++){
if (P[i].azon==A.azon || P[i].azon==B.azon || P[i].azon==AA.azon || P[i].azon==BB.azon)
FirAB= ForgaslIrany (A,B,P[i]);
FirAC= ForgaslIrany (A,C,P[i]);
FirBC= ForgaslIrany (B,C,P[i]);
if (FirAB>0 && FirAC<0&& FirBC>0) C=P[i];
}s

return C.azon;

5. Feladat: Pontok osszekotése zart, nem-metszo poligonna.

Adott a sikon n darab pont, amelyek nem esnek egy egyenesre. A pontok (x,y) koordindtdikkal adottak, amelyek egész szamok.
A pontokat a 1,...,n szdmokkal azonositjuk. Kossiink dssze pontpdrokat egyenes szakaszokkal tigy, hogy olyan zdrt poligont
kapjunk, amelyben nincs metsz$ szakaszpar. Egy ilyen zart, nem-metszé poligon megadhat6é a pontok azonositéinak egy fel-
sorolasaval: a felsoroldsban egymadst kovetd pontokat kotjilkk 6ssze egyenes szakaszokkal, tovabbd, az utolsét az elsovel is
osszekotjiik.

Bemenet

A poligon.be szoveges dllomény elsG sora a pontok 1 (3 < n < 1000) szdmat tartalmazza. A tovabbi n sor mindegyike két egész
szdmot tartalmaz, egy pont x és y koordinatdit, (—20000 < x,y < 20000). A pontok nem esnek egy egyenesre.
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Kimenet

A poligon.ki szoveges dllomanyba a bemenetre kiszamitott zart, nem-metsz6 poligont leiré sorozatot kell kifrni.

Példa bemenet és kimenet
bemenet kimenet

314562

DD WO N oY
o BN PO

Megoldas

Vilasszuk ki a legkisebb x-koordindtdju pontot, ha tobb ilyen van, akkor ezek koziil valasszuk a legkisebb y-koordinétdjut. Ezt
nevezziik (bal-alsé) sarokpontnak €s jeloljik Q-val. Hizzunk (fél) egyenest a Q sarokpontb6l minden ponthoz.

Rendezziik az egyeneseket a Q ponton dthaladd, x-tengellyel parhuzamos egyenessel bezart (elGjeles) szog alapjan.

Rendezziik a pontokat tigy, hogy a Q sarokpont legyen az els6, és p; el6bb legyen mint p; akkor és csak akkor, ha

Pi

> (0, pi)

(0, pi)

Pi

15. dbra. A p; ponthoz tartozé elGjeles szog: ¢(Q, p;).

A 0(Q,pi) <0(Q,p;). vagy

¢(Q,pi) = 0(Q, pj) és p; kozelebb van Q-hoz, azaz p;.x < p;.x, vagy

0(Q, pi) = &(Q, pj) és pi-x = pj.xés pi.y <pj.y.

Ha ebben a sorrendben kotjitk 6ssze a pontokat, kivéve, hogy az utolsé egyenesen 1évd pontokat forditott sorrendben vessziik,
akkor egy zart, nem metsz$ poligont kapunk.

Hogyan donthet§ el, hogy ¢(Q, pi) < 6(Q, p;)?
Minden i > 1-re =% < 0(Q, p;) < 5 és ebben a tartomdnyban a tangens fiiggvény szigordan monoton nsvekvd, tehat

pj

Di

piy—Q.y

) pix—Q.x
Q pjx—Q0x

16. dbra. A ¢(Q, pi) és 0(Q, p;) szogek viszonya.

12
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32
33
34
35

0(Q, pi) < 9(Q, pj) akkor és csak akkor, ha

piy—Qy _pj-y—Qy
pix—Qx pjx—Q0x

tan(0(Q, pi)) = = tan(¢(Q,p;))

Mivel Q sarokpont, igy p;.x —Q.x > 0és p;.x— Q.x > 0, tehdt
0(Q, pi) < 0(Q;p))

akkor és csak akkor, ha

(piy—0Qy)(pjx—0x) < (pjy—Q.y)(pix—Q.x)

Tehat a pontok rendezése: p; megeldzi p -t akkor és csak akkor, ha

(Piy—0y)(pjx—0x) < (pjy—0Qy)(pix—0x)V
(Piy—0y)(pjx—0x) = (pj-y—0Qy)(pix—Qx)Apix<pjxV
(Piy—0y)(pjx—0x) = (pj-y—0y)(pix—0Qx)\pix=pjxA\piy<pj.y

Vegyiik észre, hogy a bal-als6 sarokponthoz viszonyitott polarszog szerinti rendezés rendezési reldcidja megadhaté a FORGASIR-
ANY és a KOZEL (vagy KOZTE) miiveletekkel:

#include <stdlib .h>
#include <stdio.h>

#include <iostream>
#include <math.h>

#include <limits.h>
#define maxN 100000
using namespace std;

typedef struct{
int x,y;
int azon;
}Pont;
Pont P[maxN];
Pont Q;

int SarokRend(const voidA a, const voidA b) {

long long ax =((PontA) a)—>x — Q.x;

long long ay =((PontA) a)—>y — Q.y;

long long bx =((PontA) b)—>x — Q.x;

long long by =((PontA) b)—>y — Q.y;

if (ax==bx && ay==by) return 0;

long long kereszt=axAby — bxAay;

if (kereszt > 0) return —1;

else if (kereszt < 0) return 1;

else {

if (abs(ax)<abs(bx) Il abs(ay)<abs(by))
return —1;

else
return 1;

}

int main( int argc, char AAargv){
int n;
int x,y, qaz=0;
cin>>n;

13



36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

Q. x=INT _MAX;

for (int i=0; i<n; i
cin>>x; cin>>y;
Pl[i].azon=i+1;

++){

P[i].x=x; P[i].y=y;

if (x<Q.x |l
Q=P[i];
}
gsort ((char A)P, n,
int j=n-2;
while (j>0 && (long
(long
for (int i=0; i<=j;
cout<<P[i].azon<<
for (int i=n—1; i>j;
cout<<P[i].azon<<

}

x==Q.x && y<Q.y)

sizeof (Pont), SarokRend);

long)(P[j].xQ.x)A(P[n—1].y-Q.y)==
long)(P[n—11.xQ.x)A(P[j].y-Q.y)
i++)

i—)
"non,
o9

6. Ponthalmaz konvex burka

) i—s

Definici6. Egy egyszer( (nem metszd) poligon konvex, ha barmely két belsé pontjat 6sszekotd szakasz minden pontja a poligon

belsejében, vagy hatdran van.

Definicié. Egy P = {py, ..., p,} ponthalmaz konvex burka az a legsziikebb Q konvex poligon, amely a ponthalmaz minden pontjét

tartalmazza.

Megoldas. Elsé6 1épésként rendezziik a ponthalmazt a bal-alsé sarokpontra vett polarszog szerint, majd minden egyenesen csak

17. abra. Ponthalmaz konvex burka.

a sarokponttdl legtdvolabbi pontot hagyjuk meg, a tobbit toroljiikk. Az igy torolt pontok biztosan nem lehetnek csticspontjai a

14



konvex buroknak. Legyen {(qi,...,qn) az igy kapott pontsorozat poldrszdg szerinti rendezésben. Mindaddig, amig van hirom
olyan cirkuldrisan egymast kovet g;, gi+1 gi+2 pont, hogy g;+1gi+> nem balra fordul g;q;{-hez képest, hagyjuk el a ;1| pontot.
Az algoritmus futdsi ideje O(nlgn), ha a polarszog szerinti rendezést olyan algoritmussal valGsitjuk meg amelynek futdsi ideje

O(nlgn).

D

@

Q

D

©

®

®

18. dbra. A pontok halmazanak rendezése polédrszodg szerint.

1 Pont Q;

2 int SarokRend(const voidA a, const voidA b) {

3 long long ax =((PontA) a)-—>x — Q.x;
4 long long ay =((PontA) a)->y — Q.y;
5 long long bx =((PontA) b)—>x — Q.x;
6 long long by =((PontA) b)—>y — Q.y;
7 if (ax==bx && ay==by) return 0;

8 long long Kkereszt=axAby — bxAay;

9 if (kereszt > 0) return —1;

10 else if (kereszt < 0) return 1;

11 else {

12 if (abs(ax)<abs(bx) Il abs(ay)<abs(by))
13 return —1;

14 else

15 return 1;

16 }

17 '}

18

19 void SarokRendez(Pont P[], int n){

20 Q=P[0];

21 for (int i=1; i<n;i++)

22 if (P[i].x<Q.x Il Q.x==P[i].x && P[i].y<Q.y)
23 Q=P[i];

15
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19. dbra. Minden egyenesen csak a legtdvolabbi pont marad meg.

24 gsort ((char A)P, n, sizeof (Pont), SarokRend);
25 1}

26 int KonvexBurok(Pont P[], int n){

27

28

29 int m,i;

30 Pont xy;

31

32 SarokRendez (P,n);

33 m=1;

34 for (i=2; i<n; i++){

35 while (m>2 && Forgaslrany (P[m—1], P[m], P[i])<=0) m——;
36 m++;

37 xy=P[m]; P[m]=P[i]; P[i]=xy;

38 }s

39 return m;

40 }

7. Feladat: Fekete-fehér parositas a sikon.
Adott a sikon n darab fehér és n darab fekete pont gy, hogy barmely hdrom pont nem esik egy egyenesre. Parositani kell a

fehér pontokat fekete pontokkal gy, hogy a parokat 6sszekot6 szakaszok ne metsszék egymadst! A pontokat a 1,...,n szamokkal
azonositjuk.

16



Bemenet

A paros.be szoveges dllomény els§ sora a fehér (és fekete) pontok n(2 < n < 10000) szdmadt tartalmazza. A tovébbi 2n sor
mindegyike két egész szdmot tartalmaz, egy pont x és y koordinatdit, (—20000 < x,y < 20000). Az els6 n sor a fehér, a masodik
n sor a fekete pontokat tartalmazza.

Kimenet

A paros.ki szoveges dllomdnyba pontosan n sort kell kiirni, minden sorban egy fehér és a hozza pérositott fekete pont sorszama
alljon.

Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet

{paros} {paros}
5 2

6 17
02

14 1
-2 23
-7 19
32 13
26 14
30 24
21 22

O s w N
g N

14 26
Megoldas
Legyen P = {pi,...,Pn,- .-, P2} a pontok halmaza.

7.1.lemma. Létezik olyan p; és p; kiilonbozd szinii pontpdr, hogy az e(p;,p;) egyenes mindkét oldaldn a fehér pontok szdma
megegyezik a fekete pontok szdmdval.

Bizonyitas. Rendezziik a pontokat a bal-alsé sarokponthoz viszonyitott polarszog szerint. Tegyiik fel, hogy a rendezésben az elsé
pont fekete. Jelolje d;,i = 1,...,2n. az els i pont koziil a feketék szamabdl kivonva a fehérek szamat. Tehdt d; = 1, dp,, = 0 és
di+1 = d;+ 1 ha az i + 1-edik pont fekete, egyébként d;11 = d; — 1. Ha a rendezésben utolsd, azaz 2n-edik pont fehér, akkor az
1. és 2n-edik pontpar megoldas. Ha a 2n-edik pont fekete, akkor do,—; = —1, de mivel d; = 1 és di;1 = d; = 1, igy van olyan
1 <i<2n—1 index, hogy d; = 0. Ha az i-edik pont nem fehér, akkor a keresést az [1,i — 1] intervallumban kell folytatni, ami
véges sok 1€pés utdn végetér.

PAROSITAS(P,N)
Procedure Parosit(bal, jobb);
begin {Parosit}
if jobb=bal+1 then begin
Kilr(Bal,Jobb); exit;
end;
SarokPontRendez(P, bal jobb);
d:=1; i:=bal+1
while true do begin
if (P[bal].az>n) Xor (P[i].az>n) then
d:=d-1
else
d:=d+1;
if (d=0)and (P[bal].az>n) Xor (P[i].az>n) then break;
1:=1+1;
end {while}
Kilr(bal, 1);
if bal+1 < i-1 then Parosit(bal+1, i-1);
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20. abra. Parositandé pontok
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41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

if i+1 < jobb then Parosit(i+1,jobb);
end {Parosit}
begin {Parositas}
Parosit(1, 2*n);
end {Parositas }

Az algoritmus futdsi ideje O(n? 1gn).

Tetszbleges g pontra vonatkozé polarszdg szerinti rendezés rendezési relacidja is megadhaté a FORGASIRANY és a KOZEL
felhasznalasaval.

13

6

21. dbra. A g pontra vett polarszog szerinti rendezés. A pont mellé irt szim a pontnak a rendezésbeli sorszama.

Function PolarRend (Q,P1,P2:Pont): Integer;

{A Q ponthoz viszonyitott poliarszéog szerinti rendezésben P1 és P2 viszonya}
Var Fir:Integer; Begin

If (P1.x=P2.x)and(P1.y=P2.y) Then begin

PolarRend :=0; Exit; End;
Fir:=Forgasirany (Q,P1,P2);
Case Fir of
—1: If (pl.y<=q.y) and (p2.y>q.y) Then
PolarRend:=—1
Else
PolarRend:=1;
0 : If Kozel(q,pl,p2)and Kozel(p2,pl,q) or
Kozel (pl,q,p2)and Kozel(p2,q,pl)and(pl.y<=q.y)
Then
PolarRend:=—1
Else
PolarRend:=1;
+1: If (pl.y<=q.y) or (p2.y>q.y) Then
PolarRend:=—1
Else
PolarRend:=1;
End{case};
End{PolarRend };
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8. Feladat: Pontlefedés szakasszal

Adott a sitkon egy P ponthalmaz és egy kitiintetett Q pontja. Kiszdmitand6 a P ponthalmaz két olyan A és B pontja, hogy a Q pont
az A, B szakaszra esik.

Kovetelmény: O(n logn) futdsi idejii algoritmus.
Megoldas

Osszuk két diszjunkt részhalmazba P pontjait (mdr a beolvasdskor) aszerint, hogy a O-n dtmend, x-tengellyel parhuzamos

o 0]
/

22.abra. i:=i+1

O

23.4bra. j:=j+1

egyenes melyik oldaldra esnek. Ha erre az egyenesre esik egy pont, akkor annak megfelel6en, hogy Q el6tt van-e. F'-be keriiljenek

az egyenes felettiek, A-be az alattiak. Majd rendezziik a két ponthalmazt a Q pontra vett poldrszog szerint. Legyen i := 1; j := 1.
N ) AT s

Ha Q A[i] F[j]-t6l jobbra van, akkor az A[i]-hez nincs olyan pont F-ben, amely megoldds. Hasonléan, ha Q A[i] F[j]-t6] balra

van, akkor az F[j]-hez nincs olyan pont A-ben, amely megoldés. Tehét vagy i, vagy j novelhet$ és nem vesztiink el lehetséges
megolddst, azaz minden ii < i és jj < j esetén a A[ii] F[jj] nem lehet megoldds.
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1 #include <stdlib.h>
2 #include <stdio.h>
3 #include <iostream>
4 using namespace std;
5 #define maxN 50000
6

7 typedef struct{

8 long long x,y;

9 int azon;

10 }Pont;

12 Pont A[maxN];
13 Pont F[maxN];

14 Pont Q;

15

16 int ForgasIrany(Pont PO, Pont P1,Pont P2){
17 long long Kereszt=(P1.x—P0.x)A(P2.y—P0.y)—(P2.x—P0.x)A(P1.y—P0.y);
18 if (Kereszt<0)

19 return —1;

20 else if (Kereszt>1)

21 return 1;

22 else

23 return 0;

24}

25 int SarokRend(const voidA a, const voidA b) {
26 long long ax =((PontA) a)—>x — Q.x;

27 long long ay =((PontA) a)—>y — Q.y;

28 long long bx =((PontA) b)—>x — Q.x;

29 long long by =((PontA) b)—>y — Q.y;

30 if (ax==bx && ay==by) return 0;

31 long long kereszt=axAby — bxAay;

32 if (kereszt > 0) return —1;

33 else if (kereszt < 0) return 1;

34 else {

35 if (abs(ax)<abs(bx) Il abs(ay)<abs(by))
36 return —1;

37 else

38 return 1;

39 }

40 }

41 int main( int argc, char AAargv){

42 int n, i, x,y;

43 cin>>n;

44 cin>>x; cin>>y;

45 Q.x=x; Q.y=y;

46 int n1=0, n2=0;

47 for (i = 0; i < n; i++){

48 cin>>x; cin>>y;

49 if (y<Q.y Il y==Q.y && x<Q.x){

50 A[nl].x=x; A[nl].y=y; A[nl].azon=i;
51 nl++;

52 }else{

53 F[n2].x=x; F[n2].y=y; F[n2].azon=i;
54 n2++;

55 }

56 }
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