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3. Moho stratégiaval megoldhaté feladatok

Optimalizélasi probléma megoldéasara szolgal6 algoritmus gyakran olyan 1épések sorozatabdl all, ahol minden lépésben adott
halmazbdl valaszthatunk. Sok optimalizaldsi probléma esetén a dinamikus programozasi megoldas tdl sok esetet vizsgal annak
érdekében, hogy az optimadlis valasztast meghatarozza. Ennél egyszerlibb, hatékonyabb algoritmus is 1étezik. A mohé algorit-
mus mindig az adott lépésben optimdlisnak latsz6 vdlasztast teszi. Vagyis, a lokdlis optimumot védlasztja abban a reményben,
hogy ez globdlis optimumhoz fog majd vezetni. Olyan optimalizdlasi problémdkkal foglalkozunk, amelyek megoldhaték mohd
algoritmussal.

Mohé algoritmus nem mindig ad optimdlis megoldast, azonban sok probléma megoldhaté mohé algoritmussal. Lattuk, hogy
a pénzvaltas probléma nem oldhaté meg mohd algoritmussal.

3.1. Esemény-kivalasztasi probléma

Az els6 probléma, amit vizsgalunk kozos er6forrast igényls, egymassal versengé események iitemezése, azzal a céllal, hogy
kivalasszunk egy maximadlis elemszamu, kolcsondsen kompatibilis eseményekbdl 4ll6 eseményhalmazt. Tegyiik fel, hogy adott
események egy S = {a1,as,...,a,} nelemi halmaza, amelyek egy kozos erforrdst, példdul egy eladdtermet kivannak haszndlni,
amit egy idGben csak egyik haszndlhat. Minden a; eseményhez adott az k; kezdd idGpont és az b; befejezd idGpont , ahol
ki < b;. Ha az a; eseményt kivdlasztjuk, akkor ez az esemény az [k;,b;) félig nyitott idGintervallumot foglalja le. Az g; és a;
események kompatibilisek, ha az [k;,b;) és [k;,b;) intervallumok nem fedik egymdst (azaz a; és a; kompatibilisek, ha k; > b;
vagy k;j > b;). Az esemény-kivilasztdsi probléma azt jelenti, hogy kivalasztandé kolcsdndsen kompatibilis eseményeknek egy
legnagyobb elemszami halmaza.

Bemenet

A bemeneti dllomdny els6 sora az események n (0 < n < 10000) tartalmazza. A kovetkez6 n sor mindegyike két egész szamot
tartalmaz, egy esemény k kezdd és b befejezd idpontjat (0 < k < b < 1000000).

Kimenet

A kimeneti allomany elsé sora a kivélasztott események m szdmat tartalmazza. A masodik sor pedig a kivalasztott események
sorszamait, egy-egy szokozzel elvalasztva. Tobb megoldds esetén barmelyik megadhat6.
Példa bemenet és kimenet

Bemenet Kimenet
5 2

19 2 4

3

511

712

9 15

Megoldas

Az optimalis megoldas szerkezetének elemzése
Tegyiik fel, hogy az
M= {i1,....i}

halmaz egy otimdlis megoldasa az E esemény-kivalasztasi problémanak. Feltehtjilk, hogy az esemény indexek felsoroldsara
teljesiil, hogy b;, < b;,--- <b
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Mohé valasztas
Legyen 1x az az esemény, amelynek a legkisebb a befejezési ideje. Ekkor az

Mx = {1%,....i,}

eseményhalmaz is megolddsa a kiikduldsi E probldmanak, mivel by, < b;, ezért az 1* esemény kompatibilis az i , ... , i,
események mindegyikével. Tovdbbd, M elemszama megegyezik M elemszamaval, tehit M is optimalis.

Redukalt részprobléma

Legyen E azon események halmaza, amelyek kompatibilisek az 1x eseménnyel, azaz

E={i:by <ky,(i#ix,1<i<n)}

Legyen M egy optimdlis megolddsa az E problémdnak. Megmutatjuk, hogy az M U {1x} eseményhalmaz optimdlis megolddsa
lesz a kiinduldsi E problémdnak. M U {1x} paronként kompatibilis eseményeket tartalmaz, ezért legfeljebb annyi eleme lehet,
mint az M optimélis megolddsnak. Az iy, ...,i, halmaz részhalmaza E-nek és paronként kompatibilis eseményekbdl 4ll, ezért
M-nek legalabb u — 1 eleme van. Tehdt M -nek is u — 1 eleme van, azaz M U {1x} is optimélis megolddsa a kiinduldsi E esemény-
halmaznak.

A fenti 0sszefiiggésekbol kovetkezik, hogy az esemény-kivalasztasi probléma az alabbi 1épések végrehajtasaval megoldhato.

1. Mohg valasztas. Valassuk a fennmaradt eseményekbdl azt, amelyiknek legkisebb a befejezési ideje.

2. Redukalt részprobléma megoldasa: Oldjuk meg azt a redukalt részproblémat, amely azokat az eseményeket tartalmazza,
amelyek kezdési ideje nem kisebb, mint a moho valdsztas (a legkisebb befejezési idejli) eseményének a befejezési ideje.

3. A redukalt probléma megoldashoz hozzavéve a mohé valasztast, a kiinduldsi probléma optimdlis megolddsat kapjuk.
Megvalositas

#include <iostream>
#include <stdlib .h>
#define maxN 100000
using namespace std;

struct Esemeny {
int k,b,az;

}s

Esemeny E[maxN];

int rend_rel(const voidA a, const voidA b) {
int ab =((EsemenyA)a)—>b;
int bb =((EsemenyA) b)—>b;
if (ab<bb) return -1;
else if (ab > bb) return 1;
else return 0;
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int main (){
int n;
cin>>n;
for (int i=0ji<n; i++){
int k,b;
cin>>k>>b;;
E[i].k=k; E[i].b=b; E[i].az=i+1;
}

qgsort ((char A)E,n,sizeof (Esemeny), rend_rel);
int u=0;
int M[maxN];
int szabad=0;
for (int i=0;i<n; i++)
if (szabad<=E[i].k){
M[u++]=E[i].az;
szabad=E[i].b;
}

cout<<u<<endl;

for (int i=0ji<u;i++)
cout<M[i]<<" "3

cout<<endl;

}

A moh stratégia elemi
1. Fogalmazzuk meg az optimalizacids feladatot igy, hogy valasztasok sorozatdval épitjiik fel a megoldast.

2. Mutassuk meg, hogy mindig van olyan megolddsa az eredeti feladatnak, amely a moh¢ vélasztassal kezd6dik. Ezt mohé
vélasztasi tulajdonsagnak nevezziik.

3. Bizonyitsuk be, hogy a mohé vélasztassal olyan redukalt problémat kapunk, amelynek optimélis megold4dsdhoz hozzavéve
a moho vélasztést, az eredeti probléma megoldasat kapjuk. Ezt optimdlis részprobléma tulajdonsdgnak nevezziik.

Altaldban sokféle mohé valasztds kindlkozik, de nem mindegyik mohé valasztds eredményez optimélis megolddst, ezért fontos,
hogy bebizonyitsuk, hogy az adott mohé vélasztas tényleg optimumot eredményez.

3.2. Fényképezkedés

Egy rendezvényre n vendéget hivtak meg. Minden vendég eldre jelezte, hogy mett6l meddig lesz jelen. A szervezdk fényké-
peken akarjdk megorokiteni a rendezvényen résztveviket. Azt tervezik, hogy kivalasztanak k idépontot és minden kivalasztott
idépontban az akkor éppen jelenlevkrdl csoportképet készitenek. Az a céljuk, hogy a lehetd legkevesebb képet kelljen késziteni,
de mindenki rajta legyen legaldbb egy képen. Irjunk olyan programot, amely kiszamitja, hogy legkevesebb hany fényképet kell
késziteni, és megadja azokat az id6pontokat is amikor csoportképet kell késziteni!

Bemenet

A bemenet els§ sordban a vendégek n szdma van (1 < n < 3000). A kovetkezd n sor mindegyike két egész szamot tartalmaz
egy szOkozzel elvélasztva, egy vendég e érkezési és r tavozasi idGpontjit (1 < e <t < 1000). Ha egy fényképet az x idGpontban
készitik és e < x < t, akkor azon a fényképen rajta lesz az e id6ben érkezd és ¢ idSben tdvozo vendég.

Kimenet

A kimenet els6 sordba a készitendd fényképek k szamat kell irni! A mésodik sor pontosan k egész szamot tartalmazzon egy-egy
sz6kozzel elvélasztva, azon idGpontokat (tetszSleges sorrendben), amikor a csoportképeket késziteni kell.
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Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
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Megoldas

Tehat a bemenet intervallumok egy

I={le1,t1),...,[enstn)}

halmaza, a kimenet pedig olyan minimalis elemszdmu

M:{fla"',fk}

szdmhalmaz, hogy minden i-re i = 1,...,n van olyan f € M, hogy ¢; < f <t; .

Vegyiik észre, hogy ha két intervallum jobb-végpontja megegyezik, t; = ¢; akkor amelyik bal-végpontja kisebb,e; < ¢; az elhagy-
hat6, hiszen ha f € [e},1;), akkor f € [e;,1;).

A megoldas elemzése.

Tegyiik fel, hogy az intervallumok jobb-végpontjuk szerint novekvden rendezettek, tehat#; < ty1,i=1,...,n—1 és az M megol-
dashalmazra f1 < ... < f;.

Moho valasztas.

Vilasszuk a megoldashalmaz els6 elemének #; — 1-et.

Megmutatjuk, hogy az optimalis megolddsban f; helyett dllhat a moh¢ valasztds, tehat #; — 1. El&szor is fi < t1, mert kiilonben
az 1. intervallumba nem esne egy pontja sem az optimdlis megolddsnak. Tovdbbd, minden olyan intervallum, amelyben benne
van fi, benne van t; — 1 is, hiszen ha e; < f] <t;.

Redukalt részprobléma.

[ ]
C

1. dbra. Moh6 vélasztds és probléma redukalds.

Toroljiink 7-bSl mindan olyan intervallumot, amelyben benne van a #; — 1 mohé valasztds: I' =1 —{[e;,t;) 1 ¢; < 11}. Az
M' = {fs,..., fi} ponthalmaz megolddsa lesz az I' problémanak. I’ optimalis is, mert ha lenne kevesebb pontot tartalmazé
megolddsa I'-nek, akkor hozzavéve t; — 1-et, vagy fi-et, a kiinduldsi I probléma kisebb elemszdmu megoldésat kapnank, mint
|M]|.

Megvaldésitas

#include <iostream>
#include <stdlib .h>
#define maxN 100000
using namespace std;

struct Vendeg{
int e, t;

b

Vendeg V[maxN];
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int rend_rel(const voidA a, const voidA b) {
int at =((VendegA)a)—>t;
int bt =((VendegA) b)—>t;
if (at<bt) return —1;
else if (at > bt) return 1;
else return 0;

}
int main (){
int n;
cin>>n;
for (int i=0ji<n; i++){
int e,t;

cin>>e>>t;;
V]i].e=e; V[i].t=t;
}
// rendezés
gsort ((char A)V,n,sizeof (Vendeg), rend_rel);
int k=0; //a megoldashalmaz elemszama
int M[maxN]; //a megoldashalmaz
int utolso=03;//az utpolsé fényképezési iddpont
for (int i=0;i<n; i++)
if (utolso<V[i].e){
utolso=V[i].t—1;
M[k++]=utolso;
}
// kiiratas
cout <<k<<endl;
for (int i=0;i<k;i++)
cout<M[i]<<" "3
cout<<endl;

}

Megoldas rendezés nélkiil

Vegyiik észre, hogy ha két intervallum jobb végpontja megegyezik, akkor a kisebb bal végponti elhagyhatd a bemenetbdl. Te-
hdt a bemeneti intervallumk halmaza dbrdzolhaté egy E tombbel gy, hogy E[b] = a ha az a érkezési, b pegig tdvozasi idGpont.

E[b] = 0, ha nincs olyan vendég, aki a b idGpontban tdvozna.

#include <iostream>
#include <stdlib .h>
#define maxN 100000
#define maxM 10001

using namespace std;

int E[maxN];
int main (){
int n;
cin>>n;
for (int x=1;x<=maxM;x++) E[x]=0;
for (int i=0;i<n; i++){
int e,t;
cin>>e>>t;
if (E[t]<e)
E[t]=e;
}
int k=0; //a megoldashalmaz elemszama
int M[maxN]; //a megoldashalmaz
int utolso=0;//az utpolsé fényképezési idopont
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for (int x=1; x<maxM; Xx++)
if (utolso<E[x]){
utolso=x—1;
M[k++]=utolso;
}

cout <<k<<endl;

for (int i=0;i<k;i++)
cout<<M[i]<<" "3

cout<<endl;

}

3.3. Jegykiosztas

Egy rendezvényt olyan teremben tartanak, amelyben m iilShely van, 1-t6l m-ig sorszamozva. A szervez0k megrendeléseket
fogatnak, minden megrendelés egy ab szamparral adhaté meg, ami azt jelenti, hogy a megrendeld olyan s iilShelyet szeretne
kapni, amelyre teljesiil, hogy a < s < b.

Adjunk olyan programot, amely kiszdmitja, hogy a szervezd a megrendelések alapjan a legjobb esetben hany megrendelést tud
kielégiteni és meg is ad egy olyan jegykiosztast, amely kielégiti a megrendeléseket!

Bemenet

A bemeneti dllomdany elsd sora két egész szamot tartalmaz, az iil6helyek m (1 < m < 10000) szdmat és a megrendelések n (1 <
n < 1000000) szamét. A tovabbi n sor mindegyike egy megrendelést tartalmaz, két egész szdmot ab (egy szokozzel elvélasztva),
1<a<b<m.

Kimenet

A kimeneti dllomdany elsS sordba a legtobb kielégitheto megrendelés k szamat kell irni! A tovabbi k sor tartalmazza a jegykiosztast
a kivélasztott k£ megrendelés szdmdra. Minden sor két egész szdmot tartalmazzon egy szokozzel elvédlasztva. Az elsé szdm
egy megrendelés sorszdma, a masodik pedig azon iilShely sorszdma, amelyet a megrendeld kap. A kiosztés kiirdsa tetszéleges
sorrendben lehet. Ha tobb megoldas van, akkor egytetszblegeset ki lehet {rni.

Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet A problémdnak két
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OsszetevGje van: az igények mint intervallumok halmaza: I; és az 616helyek H halmaza:

[={[ar,b1] - [anbal},H = {1,...,m}

ahol 1 <a; <b; <m.

Az (I,H) probléma minden megolddsa megadhat6 egy M : {1,...,n} — H fiiggvénnyel, ahol teljesiil, hogy M(x) =0 ha az x
iil6helyet nem adjuk oda egyetlen igényl6nek sem, egyébként ha M (x) # 0, akkor az x iil6helyet az M(x) sorszdmd igényl6 kapja.
Teljesiil, hogy ay(x) < x < byy(y). Nyilvdnval6an teljesiilni kell, hogy ha x # y és M(x) = M(y) akor M(x) = 0 = M(y), azaz egy
széket legfeljebb egy igénylének adunk.

Az M megoldds optimdlis, ha a {x: M(x) # 0} elemszdma a lehets legnagyobb.
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Els6 megoldas

Moho valasztas.

Ketts problémaval dllunk szemben: intervallum- és iil6hely-valasztas. Vélasszuk azt az intervallumot, amelynek jobb végpontja
a legkisebb, ha tobb ilyen van, akkor ezek koziil azt amelyik bal végpontja a legkisebb. Jelolje ennek sorszadmat ix

Uldhelnek vélasszuk az [@ix, bix] intervallumba esG elsG szabad iilShelyet, tehdt az els§ vélasztdsnél ez a;.

Megmutatjuk, hogy van olyan optimdlis megoldas, amely a moh¢ valasztast tartalmazza.

Tegyiik fel, hogy az M megoldds nem tartalmazza a moh¢ valasztdst, pontosabban, hogy M (a;,) # ix*.

Két eset lehetséges: a) M(a;.) = 0. Ekkor viltoztassuk az M megolddst tgy, hogy M(a;) = ix és arra az x-re, amelyre M(x) = ix
volt M(x) = 0 legyen.

A misodik eset b) M(a;) = jx # 0. Ha az ix igényld is kap iilShelyet az M optimdlis megolddsban, azaz van olyan u, hogy
M (u) = ix, akkor az aldbbi egyenlGtlenségek teljesiilnek a mohé vdlasztds miatt.

a jx <ap <u<by < bj*
Tehat médosithatjuk az M optimélis megoldast ugy, hogy
M(ai) = ajx és M(j*) =u

legyen. Ha az M optimdlsi megoldéds nem tartalmazza ix igéynt, azaz nincs olyan x, hogy M (x) = ix, akkor médisitsuk M-et gy,
hogy M(a;. = ix) legyen.
Tehdt belattuk, hogy van olyan optimélis megodds, amely tartalmazza a mohé valasztdst, azaz M (a;,) = ix*.
Redukalt részprobléma.
Legyen M egy optimélis megoldésa az (I,H ) problémadnak és ix a mohd vélasztds, és M (a;.) = i*.
Ekkor a redukalt részprobléma:
I1=1— {[a,’*,bi*]} H=H-— {a,-*}

Tekintsiik azt az M megolddst, amelyre teljesiil, hogy M(x) = M(x), ha x # a;.. M nyilvanvaléan megoldésa az (I,H) redukalt
problémanak. Tovabba optimalis is, mert ha lenne nagyobb elemszdmui megoldasa, akkor ahhoz hozzavéve a moh¢é vdalsztast, a
kiinduldsi probléma jobb megolddsét kapnank, mint M.

Megvalésitas.

#include <iostream>
#include <stdlib .h>
#define maxN 1000000
#define maxM 10000

using namespace std;

struct Igeny{
int a,b,az;

b

Igeny E[maxN];

int rend_rel(const voidA x, const voidA y) {
int xa =((IgenyA)x)—>a;
int xb =((IgenyA)x)—>b;
int ya =((IgenyA)y)—>a;
int yb =((IgenyA)y)—>b;
if (xb<yb |l xb==yb && xa<ya) return -—1;
else if (xa==ya && xb==yb) return 0;
else return 1;

}

int main (){
int m,n;
cin>>n>>n;
for (int i=0i<n; i++){
int a,b;
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cin>>a>>b;;
E[i].a=a; E[i].b=b; E[i].az=i+1;
}
gsort ((char A)E,n,sizeof (Igeny), rend_rel);
int u=0;
int Ki[maxM];
for (int i=0;i<=m; i++) Ki[i]=0;
for (int i=0;i<n;i++){
int x=E[i].a;
while (x<=E[i].b && Ki[x]>0) x++;
if (x<=E[i].b){
u++;
Ki[x]=E[i].az;
}
}

cout<<u<<endl;

for (int i=lji<am;i++) if (Ki[i]>0)
cout<<Ki[i]<<" '<<i<<endl;

cout<<endl;

}

Az algoritmus futési ideje legrosszabb esetben O(n xm). Ez bekovetkezik, ha minden igény az [1,m] intervallum.

Az algoritmus lényegesen gyorsabba tehetd, ha olyan adatszerkezetet haszndlunk, amely lehetévé teszi, hogy gyorsan meg tudjuk
hatdrozni adott a-ra a legkisebb, olyan u helyet, amely még szabad és a < u. Az Unio-Holvan adatszerkezet egy ilyen megoldést
kindl. Olyan [u,v] diszjunkt intervallumokat dbrazolunk Unio-Holvan fdval, ahol v szabad hely, és minden u < x < v esetén x nem
szabad hely. Ekkor az algoritmus futdsi ideje O(nlog(n) +m).

Masodik megoldas

Adott x iilShelyre jelolje H(x) azokat az igényeket, amelyeknek megfelels az x sorszdmd iil6hely:
H(x)={i:a; <x<b;}

Moho valasztas
Az iil6helyek szerint novekvden haladva az x iil6helyre valasszuk azt a megfelels igényl6t, akihez tartozd intervallum jobb vég-
pontja a legkisebb.

H=Ures;
for (x=1; x<=m; x++){
H bévitése azon i—kkel, amelyekre al[il=x;
if (H!'=Ures){
i=H minimalis jobb—végponti eleme;
Beoszt[x]=i;
}

H azon elemeinek torlése, amelyekre x=bi;

}

A H halmazokon végzend6 miiveleteket megvaldsithatjuk priositdsi sorral.
Ekkor az algoritmus futdsi ideje O(m lgn) Megmutatjuk, hogy van olyan optimdlis megoldds, ami a moh¢ vélasztdssal kezdédik.
Legyen M egy optimalis megoldédsa az I, H problémanak, ahol az M megoldasra az elsé megoldasban megfogalmazott feltétel
teljesiil. Legyen ix a moho valasztas, azaz a;.,b;. a legisebb bal végpontd intervallum, ha tobb ilyen van, akkor ezek koziil
a legkisebb jobb végponti. Az elsé megolddsban alkalmazott médon belathatd, hogy az M megoldds médosithaté gy, hogy
M(a;,) = ix legyen.
Redukalt részprobléma
Ugyanaz, mint az elsé megoldasnal:

I=1— {[Cli*,bi*]} H=H-— {ai*}
Tekintsiik azt az M megolddst, amelyre teljesiil, hogy M(x) = M(x), ha x # a;.. M nyilvanvaléan megolddsa az (I, H) redukalt
problémanak. Tovabba optimalis is, mert ha lenne nagyobb elemszamu megoldasa, akkor ahhoz hozzavéve a mohé vdaalsztast, a
kiinduldsi probléma jobb megolddsét kapnank, mint M.



Kezd

bl [F—{ [ [F—={ [ 1]

x
|

m

2. dbra. Kezd|x] azon (a;,b;) intervallumokat tartalmazza, amelyekre x = a;

#include <iostream>
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#include <queue>
#define maxM 10000
using namespace std;

class Elem{
public:

}s

bool Elem::operator < (const Elem& jobb) const{

Elem() {};

Elem(int x, int y) { b = x; az = y;
bool operator <(const Elem&) const;

int b; int az;

return b > jobb.b ;

}

struct Cella{

}s

int

int b; int az;
Cella Acsat;

main () {

int Beoszt[maxM+1];

CellaA Kezd[maxM+1];

int myn,a,b;

CellaA p;

Elem e;

priority_queue <Elem> H;

cin >> m; cin >> n;

for (int i=1; i<=n; i++)
cin >> a; cin >> b;
p = new Cella;
p—> b=b; p—>az=i;
p—>csat=Kezd[a];
Kezd[a]=p;

}

for (int x=1; x<=m; Xx++)
p=Kezd[x];
while (p!=NULL){

H. push (Elem (p—>b,p—az));

p=p—>csat;

}

if (H.size()>0){
e=H. top (); H.pop();
Beoszt[x]=e.az;

{

{

}



44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57 '}

}
while (H. size ()>0 &% H.top ().b==x){
H.pop ();
}
}
int hany=0;
for (int x=1; x<=m; X++)
if (Beoszt[x]>0) hany++;
cout << hany << endl;
for (int x=1; x<=m; Xx++)

if (Beoszt[x]>0) cout << Beoszt[x] << " " << x << endl

return 0;
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3.4. Darabolas

Adott egy fémrid, amelyet megadott szdmu és hosszisdgu darabokra kell felvdgni. A darabok hosszat milliméterben kifejezett
értékek adjak meg. Olyan vagégéppel kell a feladatot megoldani, amely egyszerre csak egy vagast tud végezni. A vagasok
tetsz6leges sorrendben elvégezhetéek. Egy vagas koltsége megegyezik annak a darabnak a hosszaval, amit éppen (két darabra)
vagunk. A célunk optimalizdlni a miiveletsor teljes koltséget.

Készitsiink programot, amely kiszamitja a vagasi miiveletsor optimdlis 0sszkoltségét és megad egy olyan vagasi sorrendet, amely
optimdlis koltséget eredményez.

Bemenet

A bemenet elsd sora egy egész szdmot tartalmaz, a darabok n szdmét (0 < n < 1000). A mésodik sor n darab pozitiv egész szdmot
tartalmaz egy-egy szokozzel elvdlasztva, a darabok hosszat. A masodik sorban szerepl6 szimok nem nagyobbak, mint 1000.

Kimenet

A kimenet elsd sordba egyetlen szdmot, a vagasi miveletsor optimalis 0sszkoltségét kell irni! A tovdbbi n — 1 sor mindegyikébe
két egész szamot kell irni, egy sz6kozzel elvalasztva. Az elsd szdm legyen az adott 1épésben kettévagott rid hossza, a masodik
szam pedig az egyik keletkezd darab hossza. Minden sor csak olyan hosszisagi darab kettévagdsat tartalmazhatja, amelybdl a
korabbi 1épések soran tobb keletkezett, mint az azéta elvégzett 1épések altal felhasznéltak szdma.

Példa bemenet és kimenet
bemenet kimenet

5 55

252710 26 10
16 7
9 4
4 2

26

10 16

3. dbra. A példa megolddsdnak dbrazoldsa bindris faval.

Elemezziik az optimdlis megoldds szerkezetét. Vegyiik észre, hogy minden darabolds, igy az optimdlis is leirhat6 egy bindris
faval. A fa levelei tartalmazzdk a bemenetként kapott darabok hosszait, és minden belsd pontja annak a darabnak a hosszat,
amelybdl vagassal a két fii-pontban 1év6 darab keletkezett, azaz a két fidnak az 6sszegét. Példank esetén a fa a kovetkez&képpen
néz ki.

A darabolés 6sszkoltsége is kifejezhetS a faval, nevezetesen, az 6sszkoltség éppen a fa belsd (nem levél) pontjaiban talalhatd
szamok osszege. Forditva is igaz, minden ilyen fa egy darabolast ir le. A fa koltségén a fa belsd pontjaiban 1év6 szamok 6sszegét
értjiik. Tehdt keressiik az optimdlis megoldast, mint egy daraboldsi fat, tehdt azt, amelynek a koltsége minimadlis. A daraboldsi
fa koltsége kifejezhet6 a kovetkezoképpen. Legyenek d,...,d, a vigand6 darabok hosszai és legyen m; a d; darabot tartalmazo
levélpont mélysége (a fa gyokerétdl vett tdvolsdga) a faban. Ezekkel a jelolésekkel a fa koltsége:

imi *di
i=1

Az optimdlis fara a kovetkez6 két 4llitas teljesil.
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3.1. lemma. A két legkisebb értéket tartalmazo levélpont mélysége a legnagyobb, és testvérek.
Bizonyitds. Ha az dllitds nem teljesiilne, akkor a két legmélyebb testvér levélpontot felcserélve a két legkisebb értéket tartalmazo
levéllel, kisebb koltségii fat kapndnk. [ |

3.2. lemma. Legyen d, és d, a két legkisebb darab. Ha az optimdlis faban toroljiik a d,-t és d,-t tartalmazo levélpontot, akkor
olyan fdt kapunk, amely optimdlis arra a bemenetre, amely d,, és d, helyett a d,, + d, darabot tartalmazza.
Bizonyitds. A két levél torlésével kapott fa nyilvdn daraboldsi fa lesz a modositott bemenetre, amelynek koltsége

Y mixdi—(d,+d,)
i=1

Legyen F egy optimdlis daraboldsi fa a médositott bemenetre és legyen a koltsége K. Ha a d,,+d, darabot tartalmazo levélponthoz
hozzdvessziik bal fiiként a d,, értéket tartalmazo, jobb fuiként pedig a d, értéket tartalmazo uj levelet, akkor egy olyan fdt kapunk,
amely daraboldsi fa lesz az eredeti bemenetre, koltsége pedig K + d, + d,. Ez azonban nem lehet kisebb, mint az optimdlis
daraboldsi fa koltsége az eredeti bemenetre, tehdt

m;xd; <K+ (d,+d,)
i—1

=

n n
Zmi*di_ (du+dv) <K< Zmi*di_(du+dt’)
i=1 i=1

Ami az dllitds bizonyitdsdt jelenti. [ |
Most mar megfogalmazhatjuk a mohé stratégidnkat. Epitsiik fel a daraboldsi fat tigy, hogy 1épésenként a két legkisebb értéket

tartalmazé pontot egy dj pont két fidva tessziik, és az Uj pontba a két fiiban 1év6 érték 0sszegét irjuk. Az 1. Allitds igazolja a

moho vdlasztasi tulajdonsagot, a 2. Allitds pedig az optimdlis részproblémadk tulajdonsdgot, tehat korrekt algoritmust kapunk.

Megvalésitas.
A moh6 vélasztds megvaldsitasara prioritasi sort alkalmazunk.
A darabolési fanak n levele és n — 1 belsd pontja van. A leveleket az 1,...,n szdmokkal, a belsé pontokat az n+1,...,2%xn—1

szamokkal azonositjuk, a gyokér azonositéja 2 xn — 1. A prioritdsi sorba (f, ) parokat tesziink, ahol f egy fapont azonositéja, i
pedig annak a darabnak hossza, amit az f fapont reprezental.
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39
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41
42
43
44
45
46
47
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#include <iostream>
#include <queue>
#define maxN 10000
using namespace std;
class Elem{
public:
int hossz; int azon;
Elem () {};
Elem(int x, int y) { hossz = x; azon =
bool operator <(const Elem&) const;

}s

ys

}

bool Elem::operator < (const Elem& jobb) const{

return hossz > jobb.hossz ;

}

struct Fapont{

int bal,jobb, hossz;
}s
Fapont Fa[maxN];

void Kilr(int f){

cout<<Fa[f].hossz<<" _'"<<Fa[Fa[f].bal].hossz<<endl;

if (Fa[f].bal!=0) Kilr(Fa[f].bal);
if (Fa[f].jobb!=0) Kilr(Fa[f].jobb);
}

int main(){
int n,dh, OsszKolts=0;
Elem e,x,y;
priority_queue <Elem> S;

cin>>n;

for (int i=lji<=n; i++){
cin>>dh;
e.azon=i; e.hossz=dh;
S.push(e);

Fal[i]. hossz=dh;
Fa[i].bal=0; Fal[i].jobb=0;

}

for (int i=n+1;i<2An;i++){
x=S.top (); S.pop();
y=S.top (); S.pop();
e.azon=i; e.hossz=x.hossz+y.hossz;
S.push(e);
Fa[i].hossz=e.hossz;
Fal[i].bal=x.azon; Fa[i].jobb=y.azon;
OsszKolts+=e.hossz;

}

cout<<OsszKolts<<endl ;

Kilr (2An—-1);
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