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3. Moho stratégiaval megoldhaté feladatok

Optimalizalasi probléma megoldasara szolgal6é algoritmus gyakran olyan Iépések sorozatabdl all,
ahol minden Iépésben adott halmazbdl valaszthatunk. Sok optimalizalasi probléma esetén a dina-
mikus programozdasi megoldas tul sok esetet vizsgal annak érdekében, hogy az optimalis valasztast
meghatarozza. Ennél egyszer(ibb, hatékonyabb algoritmus is létezik. A mohé algoritmus mindig
az adott Iépésben optimalisnak latszé valasztast teszi. Vagyis, a lokalis optimumot valasztja abban
a reményben, hogy ez globalis optimumhoz fog majd vezetni. Olyan optimalizalasi problémakkal
foglalkozunk, amelyek megoldhaték moho algoritmussal.

Mohé algoritmus nem mindig ad optimdlis megoldast, azonban sok probléma megoldhaté mohé
algoritmussal. Lattuk, hogy a pénzvaltas probléma nem oldhaté meg mohd algoritmussal.



3.1. Esemeény-kivalasztasi probléma

Az elsd probléma, amit vizsgalunk kdzds erdforrast igényld, egymassal versengd események Gteme-
zése, azzal a céllal, hogy kivalasszunk egy maximalis elemszamu, kdélcséndsen kompatibilis esemé-
nyekbdl all6 eseményhalmazt. TegyUk fel, hogy adott események egy S = {a;,as,...,a,} n elemi
halmaza, amelyek egy k6zds erbforrast, példaul egy eléadotermet kivannak hasznalni, amit egy id6-
ben csak egyik hasznalhat. Minden a; eseményhez adott az k; kezdo idopont és az b; befejezo
idépont , ahol k; < b;. Ha az a; eseményt kivalasztjuk, akkor ez az esemény az [k;, b;) félig nyitott
id8intervallumot foglalja le. Az a; és a; események kompatibilisek, ha az [k;,b;) és [k;,b;) inter-
vallumok nem fedik egymast (azaz a; és a; kompatibilisek, ha k; > b; vagy k; > b;). Az esemény-
kivalasztasi probléma azt jelenti, hogy kivalasztandd kélcsénésen kompatibilis eseményeknek egy
legnagyobb elemszamu halmaza.

Bemenet

A bemeneti allomany els6 sora az események n (0 < n < 10000) tartalmazza. A kdvetkezd n sor
mindegyike két egész szamot tartalmaz, egy esemény k kezdd és b befejez6 idépontjat (0 < k < b <
1000000).

Kimenet

A kimeneti allomany elsd sora a kivalasztott események m szamat tartalmazza. A masodik sor pe-
dig a kivalasztott események sorszamait, egy-egy szokdzzel elvalasztva. Tobb megoldas esetén
barmelyik megadhaté.
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Megoldas

Az optimalis megoldas szerkezetének elemzése
TegyUk fel, hogy az
M=Ai,...,i,}

halmaz egy otimalis megoldasa az E esemény-kivalasztasi problémanak. Feltehtjik, hogy az ese-
mény indexek felsorolaséra teljesul, hogy b;, < b;, --- < b;,.

Moh¢ valasztas

Legyen 1x az az esemény, amelynek a legkisebb a befejezési ideje. Ekkor az

Mx = {1x,...,i,}

eseményhalmaz is megoldasa a kiikdulasi £ problamanak, mivel by, < b;, ezért az 1* esemény
kompatibilis az i» , ... , i, események mindegyikével. Tovabba, Mx elemszama megegyezik M
elemszamaval, tehat Mx is optimalis.

Redukalt részprobléma

Legyen E azon események halmaza, amelyek kompatibilisek az 1+ eseménnyel, azaz



Legyen M egy optiméalis megoldasa az E problémanak. Megmutatjuk, hogy az M U {1x} esemény-
halmaz optimalis megoldasa lesz a kiindulasi E problémanak. M U {1x} paronként kompatibilis
eseményeket tartalmaz, ezért legfeljebb annyi eleme lehet, mint az M optimalis megoldasnak. Az
ir,...,i, halmaz részhalmaza E-nek és paronként kompatibilis eseményekbdl all, ezért M-nek leg-
alabb u — 1 eleme van. Tehat M -nek is u — 1 eleme van, azaz M U {1x} is optimalis megoldasa a
kiindulasi E eseményhalmaznak.

A fenti 6sszefliggésekbdl kdvetkezik, hogy az esemény-kivalasztasi probléma az alabbi Iépések vég-
rehajtdsaval megoldhato.

1. Moho valasztas. Valassuk a fennmaradt eseményekbdl azt, amelyiknek legkisebb a befejezési
ideje.

2. Redukalt részprobléma megoldasa: Oldjuk meg azt a redukalt részproblémat, amely azokat az
eseményeket tartalmazza, amelyek kezdési ideje nem kisebb, mint a mohé valasztas (a legkisebb
befejezési idejli) eseményének a befejezési ideje.

3. A redukalt probléma megoldashoz hozzavéve a moho valasztast, a kiindulasi probléma opti-
malis megoldasat kapjuk.

Megvalésitas
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#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#define maxN 100000
using namespace std;

struct Esemeny({
int k,b,az;
}s

Esemeny E[maxN];

int rend_rel(const void* a, const voidx b)
int ab =((Esemenyx)a)—>b;
int bb =((Esemenyx) b)—>b;
if (ab<bb) return —1;
else if (ab > bb) return 1;
else return 0;
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int main(){

}

int n;
cin>>n;

for (int i=0;i<n; i++){

int k,b;
cin>>k>>b;;

E[i].k=k; E[i].b=b; E[i].az=i+1;

}

qsort((char x)E,n,sizeof(Esemeny),

int u=0;
int M[maxN];
int szabad=0;

for (int i=0ji<n; i++)
if (szabad<=E[i].k){

Mlu++]=E[
szabad=E[
}

cout<<u<<endl;

i].az;
i].b;

for (int i=0;i<u;i++)

cout<<M[i]<<
cout<<endl;

wow,
— J

rend_rel);



A moho stratégia elemi

1. Fogalmazzuk meg az optimalizacios feladatot Ugy, hogy véalasztasok sorozataval épitjik fel a
megoldast.

2. Mutassuk meg, hogy mindig van olyan megoldasa az eredeti feladatnak, amely a moho véalasz-
tassal kezdddik. Ezt moho véalasztasi tulajdonsagnak nevezzik.

3. Bizonyitsuk be, hogy a moh6 valasztassal olyan redukalt problémat kapunk, amelynek optima-
lis megoldasdhoz hozzavéve a mohd valasztast, az eredeti probléma megoldasat kapjuk. Ezt
optimalis részprobléma tulajdonsdgnak nevezzik.

Altalaban sokféle mohé valasztas kinalkozik, de nem mindegyik mohé valasztas eredményez opti-
malis megoldast, ezért fontos, hogy bebizonyitsuk, hogy az adott mohé valasztas tényleg optimumot
eredmeényez.



3.2. Fényképezkedés

Egy rendezvényre n vendéget hivtak meg. Minden vendég eldre jelezte, hogy mettdl meddig lesz
jelen. A szervezok fényképeken akarjak megoérdkiteni a rendezvényen résztvevoket. Azt tervezik,
hogy kivalasztanak k idépontot és minden kivalasztott idépontban az akkor éppen jelenlevokrél cso-
portképet készitenek. Az a céljuk, hogy a lehetd legkevesebb képet kelljen késziteni, de mindenki
rajta legyen legalabb egy képen. irjunk olyan programot, amely kiszamitja, hogy legkevesebb hany
fényképet kell késziteni, és megadja azokat az idépontokat is amikor csoportképet kell késziteni!

Bemenet

A bemenet elsé sordban a vendégek n szama van (1 <n < 3000). A kovetkezd n sor mindegyike két
egész szamot tartalmaz egy sz6kdzzel elvalasztva, egy vendég e érkezési és ¢ tavozasi iddpontjat
(1 <e<r<1000). Ha egy fényképet az x idépontban készitik és e < x < t, akkor azon a fényképen
rajta lesz az e idében érkez6 és ¢ idében tavoz6 vendég.

Kimenet

A kimenet elsd sordba a készitend6 fényképek k szamat kell irni! A masodik sor pontosan k egész
szamot tartalmazzon egy-egy sz6kdzzel elvalasztva, azon idépontokat (tetszéleges sorrendben),
amikor a csoportképeket késziteni kell.
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Megoldas

Tehat a bemenet intervallumok egy

I={le1,t1),...,[en,tn)}

halmaza, a kimenet pedig olyan minimalis elemszamau

M=A{f1,...,fr}

szamhalmaz, hogy minden i-rei=1,...,nvanolyan f € M, hogy e¢; < f <t; .

Vegylk eszre, hogy ha két intervallum jobb-végpontja megegyezik, #; = ¢ ; akkor amelyik bal-végpontja
kisebb,e; < e; az elhagyhat6, hiszen ha f € [e;,t;), akkor f € [e;, 1;).

A megoldas elemzése.

TegyUk fel, hogy az intervallumok jobb-végpontjuk szerint ndvekvéen rendezettek, tehat #; < t;11,
i=1.....n—1és az M megoldashalmazra 1 < ... < fz.



Moh¢ valasztas.

Valasszuk a megoldashalmaz els6 elemének t; — 1-et.

Megmutatjuk, hogy az optimalis megoldasban f; helyett allhat a mohé valasztas, tehat 1| — 1. EI6-
sz0r is f1 < t1, mert kiilénben az 1. intervallumba nem esne egy pontja sem az optimalis megol-
dasnak. Tovabba, minden olyan intervallum, amelyben benne van fi, benne van ¢ — 1 is, hiszen ha
ei < fi <t.

Redukalt részprobléma.

1. abra. Moho valasztas és probléma redukalas.

Toéroljunk I-b6l mindan olyan intervallumot, amelyben benne van a t; — 1 moho valasztas: I' =
I—{lei,t;):e; <t1}. AzM' ={f>,..., fr} ponthalmaz megoldasa lesz az I’ problémanak. I’ optima-
lis is, mert ha lenne kevesebb pontot tartalmazé megoldasa I’-nek, akkor hozzavéve t; — 1-et, vagy
fi-et, a kiindulasi I probléma kisebb elemszamud megoldasat kapnank, mint [M|.
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Megvalésitas

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#define maxN 100000
using namespace std;

struct Vendeg({
int e,t;

b

Vendeg V[maxN];

int rend_rel(const voidx a, const voidx b)
int at =((Vendegx)a)—>t;
int bt =((Vendeg*) b)—>t;
if (at<bt) return —1;
else if (at > bt) return 1;
else return O;
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int main(){

}

int n;
cin>>n;

for (int i=0ji<n; i++){

int e, t;
cin>>e>>t;;
V[i].e=e; V[

qsort((char x)V,n,sizeof(Vendeg),

int k=0;
int M[maxN];
int utolso=0;

i].t:t;

for (int i=0ji<n; i++)
if (utolso<V[i].e){

utolso=V]|

i].t—1;

M[k++]=utolso;

}

cout<<k<<endl;

for (int i=0;i<k;i++)

cout<<M[i]<<
cout<<endl;

wow,
— J

rend_rel);
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Megoldas rendezés nélkiil
Vegylk észre, hogy ha két intervallum jobb végpontja megegyezik, akkor a kisebb bal végpontu el-
hagyhaté a bemenetbdl. Tehat a bemeneti intervallumk halmaza abrazolhaté egy E tdmbbel Ugy,
hogy E[b] = a ha az a érkezési, b pegig tavozasi idépont. E[b] = 0, ha nincs olyan vendég, aki a b
idépontban tavozna.

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#fdefine maxN 100000
f#fdefine maxM 10001

using namespace std;



6 int E[maxN];
7 int main(){

8 int n;

9 cin>>n;

10 for (int x=1;x<=maxM;x++) E[x]=0;
11 for (int i=0;i<n; i++){
12 int e, t;

13 cin>se>>t;

14 if (E[t]l<e)

15 E[t]=e;

16 }

17 int k=0;

18 int M[maxN];

19 int utolso=0;

20 for (int x=1; x<maxM; x++)
21 if (utolso<E[x]){
22 utolso=x—1;

23 M[k++]=utolso;
24 }

25

26 cout<<k<<endl;

27 for (int i=0;i<k;i++)
28 cout<M[i]<<"_";

29 cout<<endl;

30 1}



3.3. Jegykiosztas

Egy rendezvényt olyan teremben tartanak, amelyben m léhely van, 1-t6l m-ig sorszamozva. A
szervezbk megrendeléseket fogatnak, minden megrendelés egy ab szamparral adhaté meg, ami azt
jelenti, hogy a megrendeld olyan s Gléhelyet szeretne kapni, amelyre teljesil, hogy a < s < b.
Adjunk olyan programot, amely kiszamitja, hogy a szervezé a megrendelések alapjan a legjobb eset-
ben hany megrendelést tud kielégiteni és meg is ad egy olyan jegykiosztast, amely kielégiti a meg-
rendeléseket!

Bemenet

A bemeneti allomany elsd sora két egész szamot tartalmaz, az tléhelyek m (1 < m < 10000) szamat
és a megrendelések n (1 < n < 1000000) szamat. A tovabbi n sor mindegyike egy megrendelést
tartalmaz, két egész szamot ab (egy székbzzel elvalasztva), 1 <a < b < m.

Kimenet

A kimeneti allomany els6 soraba a legtébb kielégitheto megrendelés k szamat kell irni! A tovabbi k
sor tartalmazza a jegykiosztast a kivalasztott kK megrendelés szamara. Minden sor két egész szamot
tartalmazzon egy sz6kdzzel elvalasztva. Az elsd szam egy megrendelés sorszama, a masodik pedig
azon Uldhely sorszama, amelyet a megrendel6 kap. A kiosztas kiirasa tetszbéleges sorrendben lehet.
Ha tébb megoldas van, akkor egytetszdlegeset ki lehet irni.
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A problémanak két dsszetevdje van: az igények mint intervallumok halmaza: I; és az 6l6helyek

H halmaza:
I={[a1,b1]--[an,bu]}, H=A{1,... ,m}

ahol 1 §a,~§b,~§m.
Az (I,H) probléma minden megoldasa megadhaté egy M : {1,...,n} — H fuggvénnyel, ahol teljesul,
hogy M(x) = 0 ha az x Gl6helyet nem adjuk oda egyetlen igénylének sem, egyébként ha M(x) # 0,
akkor az x Uléhelyet az M (x) sorszamu igényl6 kapja. Teljesul, hogy Apy(x) < X < byy(y)- Nyilvanvaléan
teljestlni kell, hogy ha x # y és M(x) = M(y) akor M(x) = 0 = M(y), azaz egy széket legfeljebb egy
igényldnek adunk.
Az M megoldas optimalis, ha a {x : M(x) # 0} elemszama a lehet6 legnagyobb.

Els6 megoldas

Moh¢ valasztas.

Kettds problémaval allunk szemben: intervallum- és 0l6hely-valasztas. Vélasszuk azt az interval-
lumot, amelynek jobb végpontja a legkisebb, ha tdébb ilyen van, akkor ezek kézil azt amelyik bal
végpontja a legkisebb. Jelblje ennek sorszamat ix

Uldhelnek valasszuk az [a;«, b;.| intervallumba esb elsd szabad Gléhelyet, tehat az elsd valasztasnal
€Z .

Megmutatjuk, hogy van olyan optimalis megoldas, amely a mohé vélasztast tartalmazza.

TegyUk fel, hogy az M megoldas nem tartalmazza a mohé valasztast, pontosabban, hogy M (a;.) #
Xk,

Két eset lehetséges: a) M(a;.) = 0. Ekkor valtoztassuk az M megoldast Ggy, hogy M(a;.) = i és
arra az x-re, amelyre M(x) = ix volt M(x) = 0 legyen.

A masodik eset b) M(a:..) = jx £ 0. Ha az ix igénvld is kap (ildhelvet az M optimalis meqgoldasban.



azaz van olyan u, hogy M(u) = ix, akkor az alabbi egyenl6tlenségek teljesiiinek a moho valasztas
miatt.
a jx <aix<u sz* Sbj*

Tehat médosithatjuk az M optimalis megoldast ugy, hogy
M(ajy) = ajx és M(j*) = u

legyen. Ha az M optimalsi megoldas nem tartalmazza ix igéynt, azaz nincs olyan x, hogy M(x) = ix,
akkor médisitsuk M-et Ggy, hogy M (a;, = ix) legyen.

Tehat belattuk, hogy van olyan optimalis megodas, amely tartalmazza a mohé vélasztast, azaz
M(a;.) = ix.

Redukalt részprobléma.

Legyen M egy optimalis megoldasa az (I, H) problémanak és ix a moho vélasztas, és M(a;s) = ix.
Ekkor a redukalt részprobléma:

721—{[611'*,[7,'*]} H:H—{ai*}

Tekintsilk azt az M megoldast, amelyre teljesiil, hogy M(x) = M(x), ha x # a;.. M nyilvanval6an
megoldasa az (1, H) redukalt problémanak. Tovabba optimalis is, mert ha lenne nagyobb elemszamd
megoldasa, akkor ahhoz hozzavéve a mohé vaalsztast, a kiindulasi probléma jobb megoldasat kap-
nank, mint M.
Megvalésitas.
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#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#define maxN 1000000
#define maxM 10000

using namespace std;

struct Igeny{
int a,b,az;

}

Igeny E[maxN];

int rend_rel(const void* x, const voidx y)
int xa =((lgenyx)x)—>a;
int xb =((lgenyx)x)—>b;
int ya =((lgenyx)y)—>a;
int yb =((lgenyx)y)—>b;
if (xb<yb || xb==yb && xa<ya) return —1;
else if (xa==ya && xb==yb) return O0;
else return 1;
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int main(){
int mn;
cin>>ms>n;
for (int i=05i<n; i++){
int a,b;
cin>>a>>b;;
E[i].a=a; E[i].b=b; E[i].az=i+1;
}
qsort((char x)E,n,sizeof(lgeny), rend_rel);
int u=0;
int Ki[maxM];
for (int i=0;i<=m; i++) Ki[i]=0;
for (int i=0;i<n;i++){
int x=E[i].a;
while (x<=E[i].b && Ki[x]>0) X++;
if (x<=E[i].b){
U++;
Ki[x]=E[i].az;
}
}

cout<<u<<endl;

for (int i=1;i<=m;i++) if (Ki[i]>0)
cout<<Ki[i]<<" "<<i<<endl;

cout<<endl;



Az algoritmus futasi ideje legrosszabb esetben O(n xm). Ez bekovetkezik, ha minden igény az
[1,m] intervallum.
Az algoritmus lényegesen gyorsabba tehetd, ha olyan adatszerkezetet hasznalunk, amely lehetévé
teszi, hogy gyorsan meg tudjuk hatarozni adott a-ra a legkisebb, olyan u helyet, amely még szabad és
a < u. Az Unio-Holvan adatszerkezet egy ilyen megoldast kinal. Olyan [u,v] diszjunkt intervallumokat
abrazolunk Unio-Holvan faval, ahol v szabad hely, és minden u < x < v esetén x nem szabad hely.
Ekkor az algoritmus futési ideje O(nlog(n) +m).



Masodik megoldas
Adott x Uléhelyre jeldlje H(x) azokat az igényeket, amelyeknek megfeleld az x sorszamu Uldhely:
H(x)={i:a; <x<b;}

Moho valasztas
Az UlBhelyek szerint névekvden haladva az x Uléhelyre valasszuk azt a megfeleld igénylét, akihez

tartozé intervallum jobb végpontja a legkisebb.
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H(1)={1,5}



H(2)={5,2,4}



: E%
mc( i

- N MM < IO O© N~ 0 O

H(3)={4,5,6,9}
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H(4)={4,6,7,9}
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H(5)={3,6,7,9}
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H(6)={3,7,9}
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H(7)={7,8,9}
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H(8)={8,9}
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H(9)={8}
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H=Ures;
for (x=1; X<=m; x+4+){
H bovitése azon i—kkel, amelyekre a[i]=x;
if (H!'=Ures){
izH minimalis jobb—végpontu eleme;
Beoszt[x]=1i;
}

H azon elemeinek toérlése, amelyekre x=bi;

}

A H halmazokon végzendd miiveleteket megvalésithatjuk priositasi sorral.
Ekkor az algoritmus futasi ideje O(m lgn) Megmutatjuk, hogy van olyan optimélis megoldas, ami a

Kezd

x |l TF—{ T [+ TT]

m

2. dbra. Kezd|x| azon (a;,b;) intervallumokat tartalmazza, amelyekre x = a;

moho valasztassal kezdddik.
Legyen M egy optimalis megoldasa az I,H probléméanak, ahol az M megoldasra az elsé megol-



dasban megfogalmazott feltétel teljestil. Legyen ix a mohé véalasztas, azaz a;., b, a legisebb bal
végpontl intervallum, ha tébb ilyen van, akkor ezek kdziil a legkisebb jobb végpontl. Az elsé meg-
oldasban alkalmazott médon belathaté, hogy az M megoldas médosithatéd ugy, hogy M(a;.) = ix
legyen.

Redukalt részprobléma

Ugyanaz, mint az els6 megoldasnal:

721—{[ai*,b,~*]} EZH— {(l,‘*}

Tekintsilk azt az M megoldast, amelyre teljesiil, hogy M(x) = M(x), ha x # a;.. M nyilvanval6an
megoldasa az (1, H) redukalt problémanak. Tovabba optimalis is, mert ha lenne nagyobb elemszamd
megoldasa, akkor ahhoz hozzavéve a mohé vaalsztast, a kiindulasi probléma jobb megoldasat kap-
nank, mint M.
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#include <iostream>
#include <queue>

#define maxM 10000
using namespace std;

class Elem{
public:
Elem() {};
Elem(int x, inty) { b=x; az =vy; }
bool operator<(const Elem&) const;
int b; int az;
b
bool Elem::operator < (const Elem& jobb) const{
return b > jobb.b ;
}
struct Cella{
int b; int az;
Cella xcsat;

}
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int main() {

int Beoszt[maxM+1];

Cellax Kezd[maxM+1];

int myn,a,b;

Cellax p;

Elem e;

priority_queue<Elem> H;

cin >> m; cin >> n;

for (int i=1; i<=n; i++)
cin >> a; cin >> b;
p = new Cella;
p— b=b; p—az=i;
p—csat=Kezd[a];
Kezd[a]=p;
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14
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16
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19
50
51
52
53
54
55
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57

for (int x=1; x<=m; x++) {
p=Kezd[x];
while (p!=NULL){
H.push(Elem(p—b,p—az));
p=p—>csat;
}
if (H.size()>0){
e=H.top (); H.pop();
Beoszt[x]=e.az;
}
while(H.size()>0 && H.top ().b==x){
H.pop();
}
}
int hany=0;
for (int x=1; X<=m; X++)
if (Beoszt[x]>0) hany++;
cout << hany << endl;
for (int x=1; X<=m; X++)
if (Beoszt[x]>0) cout << Beoszt[x] <<

return O0;

w "
—

<< X << endl



3.4. Darabolas

Adott egy fémrad, amelyet megadott szamu és hosszisagu darabokra kell felvagni. A darabok
hosszat milliméterben kifejezett értékek adjak meg. Olyan vagogéppel kell a feladatot megoldani,
amely egyszerre csak egy vagast tud végezni. A vagasok tetszbleges sorrendben elvégezhetbek.
Egy vagas koltsége megegyezik annak a darabnak a hosszaval, amit éppen (két darabra) vagunk. A
célunk optimalizalni a miveletsor teljes kdltséget.

Készitslink programot, amely kiszamitja a vagasi miveletsor optimalis 6sszkéltségét és megad egy
olyan vagasi sorrendet, amely optimalis kdltséget eredményez.

Bemenet

A bemenet elsd sora egy egész szamot tartalmaz, a darabok n szdmét (0 < n < 1000). A masodik
sor n darab pozitiv egész szamot tartalmaz egy-egy szokbzzel elvalasztva, a darabok hosszat. A
masodik sorban szerepld szamok nem nagyobbak, mint 1000.

Kimenet

A kimenet elsd sordba egyetlen szamot, a vagasi miveletsor optimalis dsszkoltségét kell irni! A
tovabbi n — 1 sor mindegyikébe két egész szamot kell irni, egy sz6kbzzel elvalasztva. Az elsd szam
legyen az adott Iépésben kettévagott rad hossza, a masodik szam pedig az egyik keletkez6é darab
hossza. Minden sor csak olyan hosszlUsagu darab kettévagasat tartalmazhatja, amelybdl a korabbi
lépések soran tdbb keletkezett, mint az azéta elvégzett 1épések altal felhasznéltak szama.



Példa bemenet és kimenet

bemenet

kimenet
5 55
252 710 26 10
16 7
9 4
4 2
26
10 16
7 9
4\ 5
2 2

3. abra. A példa megoldasanak abrazolasa binaris faval.

Elemezzik az optimalis megoldas szerkezetét. Vegylk észre, hogy minden darabolas, igy az op-
timalis is leirhaté egy binaris faval. A fa levelei tartalmazzak a bemenetként kapott darabok hosszait,
és minden belsd pontja annak a darabnak a hosszat, amelybdl vagassal a két fil-pontban 1évé darab
keletkezett, azaz a két fianak az 6sszegét. Példank esetén a fa a kbvetkezéképpen néz ki.

A darabolas 0sszkoltséqe is kifejezhetd a faval. nevezetesen., az 0sszkoltséqg éppen a fa belsd



(nem levél) pontjaiban talalhaté szamok ésszege. Forditva is igaz, minden ilyen fa egy darabolast ir
le. A fa koltségén a fa belsé pontjaiban 1évé szamok dsszegét értjik. Tehat keressiik az optimalis
megoldast, mint egy darabolasi fat, tehat azt, amelynek a kéltsége minimalis. A darabolasi fa kdltsége
kifejezhetd a kdvetkezdképpen. Legyenek dy,...,d, a vagand6 darabok hosszai és legyen m; a d;
darabot tartalmaz6 levélpont mélysége (a fa gydkerétdl vett tavolsaga) a faban. Ezekkel a jelélésekkel
a fa koltsége:

i ni; *d,'
i=1

Az optimalis fara a kdvetkezo két allitas teljesdal.



3.1. lemma. A két legkisebb értéket tartalmazé levélpont mélysége a legnagyobb, és testvérek.
Bizonyitas. Ha az allitas nem teljestilne, akkor a két legmélyebb testvér levélpontot felcserélve a két
legkisebb értéket tartalmazo levéllel, kisebb kéltségl fat kapnank. [ ]

3.2. lemma. Legyen d, és d, a két legkisebb darab. Ha az optimalis faban téréljik a d,-t és d, -t
tartalmazo levélpontot, akkor olyan fat kapunk, amely optimalis arra a bemenetre, amely d,, és d,
helyett a d,, + d,, darabot tartalmazza.

Bizonyitas. A két levél tériésével kapott fa nyilvan darabolasi fa lesz a médositott bemenetre, amely-
nek kéltsége

Y mixd;—(d,+d,)
i=1

Legyen F egy optimalis darabolasi fa a modositott bemenetre és legyen a kéltsége K. Ha ad, +d,
darabot tartalmazd levélponthoz hozzavessziik bal fiuként a d,, értéket tartalmazd, jobb fiuként pedig
a d, értéket tartalmazo uj levelet, akkor egy olyan fat kapunk, amely darabolasi fa lesz az eredeti
bemenetre, kéltsége pedig K +d,, + d,,. Ez azonban nem lehet kisebb, mint az optimalis darabolasi
fa kéltsége az eredeti bemenetre, tehat

n

Zmi*di <K+ (d,+d,)
i=1

n n
Zmi*di— (dy+d,) <K< Zmi*di— (dy+d,)
i=1 i=1
Ami az allitas bizonyitasat jelenti. [ ]
Most mar megfogalmazhatjuk a moh¢ stratégiankat. Epitsik fel a darabolasi fat tigy, hogy lépé-
senként a két legkisebb értéket tartalmazd pontot eqy Uj pont két fiava tesszUk, és az Uj pontba a két



filban lévé érték dsszegét irjuk. Az 1. Allitas igazolja a mohé valasztasi tulajdonsagot, a 2. Allitas
pedig az optimalis részproblémak tulajdonsagot, tehat korrekt algoritmust kapunk.

Megvalodsitas.

A mohé valasztas megvalositasara prioritasi sort alkalmazunk.

A darabolasi fanak n levele és n — 1 belsd pontja van. A leveleket az 1,...,n szamokkal, a bels6
pontokat az n+1,...,2xn — 1 szdmokkal azonositjuk, a gyokér azonositdja 2xn — 1. A prioritasi
sorba (f,h) parokat tesziink, ahol f egy fapont azonositéja, i pedig annak a darabnak hossza, amit
az f fapont reprezental.
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#include <iostream>
#include <queue>
#define maxN 10000
using namespace std;
class Elem{
public:
int hossz; int azon;
Elem() {};
Elem(int x, int y) { hossz = x; azon = y; }
bool operator<(const Elem&) const;
};
bool Elem::operator < (const Elem& jobb) const{
return hossz > jobb.hossz ;

}

struct Fapont{

int bal,jobb, hossz;
b
Fapont Fa[maxN];

void Kilr(int f){
cout<<Fa[f].hossz<<"_'"<<Fa[Fa[f].bal].hossz<<endl;

if (Fa[f].bal!=0) Kilr(Fa[f].bal);
if (Fa[f].jobb!=0) Kilr(Fa[f].jobb);
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int main(){
int n,dh, OsszKolts=0;
Elem e,x,y;
priority_queue<Elem> S;

cin>>n;

for (int i=1;i<=n; i++){
cin>>dh;
e.azon=i; e.hossz=dh;
S.push(e);

Fa[i].hossz=dh;
Fa[i].bal=0; Fa[i].jobb=0;
}
for (int iz=n+1;i<2xn;i++){
x=S.top(); S.pop();
y=S.top(); S.pop();
e.azon=i; e.hossz=x.hossz+y.hossz;
S.push(e);
Fa[i].hossz=e.hossz;
Fa[i]. bal=x.azon; Fa[i].jobb=y.azon;
OsszKolts+=e.hossz;
}
cout<<OsszKolts<<endl;
Kilr(2xn—1);
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