Dinamukus programozas

Horvdth Gyula
horvath@inf.elte.hu

2. Dinamikus programozassal megoldhatoé feladatok

A dinamikus programozds elnevezés egy probléma-megolddsi médszert jelol. A mddszer lényege, hogy a kiinduldsi
problémat részproblémakra bontjuk és a részproblémdk megoldésaival fejezziik ki a megolddst. Bar a megoldast
rekurzivan fejezziik ki, azonban a tényleges kiszdmitds nem rekurziv médon, hanem tdblazat-kitoltéssel torténik. Ez
a modszer hatékony algoritmust eredményez szamos fontos probléma megoldésara.

3. Feladat: A pénzvaltas probléma.

Probléma: Pénzviltas

Bemenet: P = {py,..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szam.

Kimenet: Olyan § C P, hogy } ,cs = E.

Megjegyzés: A pénzek tetszbleges cimletek lehetnek, nem csak a szokdsos 1, 2, 5 10, 20, stb., és minden pénz csak
egyszer hasznalhat6 a felvaltasban.

A Pénzvaltas probléma; létezik-e megoldas

El6szor azt hatdrozzuk meg, hogy van-e megoldés.
A megoldas szerkezetének elemzése.
Tegyiik fel, hogy
E:Pi1+-~-+l’ik» i]<...<ik

egy megoldasa a feladatnak. Ekkor
E —pi = piy +-.. + iy,

megoldasa lesz annak a feladatnak, amelynek bemenete a felvéltand6 E — p;, érték, €s a felvaltashoz legfeljebb a els
ix — 1 (p1,...,pi—1) pénzeket hasznélhatjuk.

Részproblémakra bontas.

Bontsuk részproblémakra a kiinduldsi problémat: Minden (X,i)(1 <X <E,1 <i < N) szamparra vegyik azt a rész-
problémat, hogy az X érték felvélthaté-e legfeljebb az elsé py,..., p; pénzzel. Jelolje V(X ,i) az (X,i) részprobléma
megolddsat, ami logikai érték; V(X,i) = Igaz, ha az X Osszeg elddllithaté legfeljebb az els6 i pénzzel, egyébként
Hamis.

Osszefiiggések a részproblémak és megoldasaik kozott.

Nyilvéanval6, hogy az alabbi Osszefiiggések teljesiilnek a részproblémak megoldasaira:

1. V(X,i)=(X=p;), hai=1
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2.V(X, ) =V(X,i—1)V(X>p)AV(X—piyi—1)hai>1

X = piV
VIX,i)e < i>1AV(X,i—1)V (D)
i>1AX>piANV(X —pi,i—1)

A kiinduldsi probléma megolddsa: V(E, n)

Rekurziv megoldas.

Mivel a megoldas kifejezhetd egy V(X,i) logikai értéki fiiggvénnyel, ezért a felirt 6sszefiiggések alapjan azonnal
tudunk adni egy rekurziv fiiggvényeljarast, amely a pénzvaltas probléma megoldésat adja.

bool V(int P[], int x, int i ){
return Pli]==x |l
i>1 && V(P, x,i—1) |l
i>1 && x>P[i] && V(P, x-P[i], i—-1);
}

Elemezziik a rekurziv megoldas futdsi idejét. Szamitsuk ki, hogy legrosszabb esetben hdny eljarashivis torténik; je-
16lje ezt F(E,n) adott E és n aktualis paraméterekre. Mivel F(E,1) =1és F(E,n) =F(E,n— 1)+ F(E —P[n],n—1)
igy F(E,n) =2""'. Pl. n = 100 esetén, feltéve, hogy olyan gyors gépiink van, amely 1 masodperc alatt 2% eljarashi-
vast hajt végre, a futdsi id6 legrosszabb esetben 17592 millidrd év lenne! Masképpen fogalmazva, a rekurziv megoldas
a pénzek halmazanak Osszes lehetséges részhalmazat megvizsgalja, hogy az adott részhalmaz 6sszege megegyezik-e
E-vel. De n-elemi halmaz 6sszes részhalmazainak szdma 2". Mi az oka annak, hogy a rekurziv megoldas ilyen
lassi? Jollehet csak E xn részprobléma van, de egy részprobléma megolddsa (kozvetve) sok masik részprobléma
megoldasahoz kell és a rekurziv algoritmus ezeket mindig djra kiszdmolja.

A gyorsités tehat kézenfekvd: taroljuk a mar kiszamitott részproblémak megoldasat.
Megoldas a részproblémak megoldasainak tablazatos tarolasaval.
Vegyiink egy VT tablazatot, amelyben minden lehetséges részprobléma megoldasat taroljuk. Mivel minden részprob-
1émat két érték hataroz meg, X és i, ezért téglalap alaku tablazat kell. VT [X,i] az (X,i) részprobléma megoldasat
tartalmazza. A részproblémak Kiszamitasi sorrendje.
Olyan kiszamitdsi sorrendet kell megallapitani, amelyre teljesiil, hogy amikor az (X, i) részproblémadt szamitjuk, akkor
ennek OsszetevGit mar kordbban kiszamitottuk. Mivel az (X, 1) részprobléméknak nincs 6sszetevdjiik, ezért kozvetle-
niil kiszamithatdak, azaz a tablazat els6 sordt szamithatjuk elGszor. Ha i > 1, akkor az (X, i) részprobléma osszetevoi
az (X,i—1) és (X — pj,i — 1), ezért az i-edik sor barmely elemét ki tudjuk szdmitani, ha mar kiszamitottuk az i — 1-
edik sor minden elemét. Tehat a tablazat-kitoltés sorrendje: soronként (alulrdl felfelé), balrél-jobbra haladé lehet.

bool V(int P[], int E, int n){
bool VI[E+1][n+1];
for (int x=1;x<=E;x++) VT[x][1]=false;
if (P[1]<=E) VT[P[1]][1]=true;
for (int i=2ji<=n;i++){
for (int x=1;x<=E;x++)
VI[x][i]=x==P[i] Il
VT[x][i—-1] Il
Plil<=x && VT[x-P[i]][i—1];
}
return VI[E][n];
}
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1. abra. A pénzviltds tablazata

Az algoritmus futdsi ideje E * n-el ardnyos, mivel minden részprobléma (tdblazatelem) kiszamitasa konstans ideji. A
memoria igény E xn byte. Lathatd, hogy az i-edik sor kiszdmitdsdhoz csak az i — 1-edik sor kell. Ezért, ha csak arra
kell vélaszolni, hogy létezi-e megoldésa a problémadnak, akkor elegendd lenne csak két egymast kovetd sort tarolni.
S6t, egyetlen sort is elég tarolni, ha a sorok kitoltését a felvaltandé érték szerint csokkend sorrendben (hatulrdl elére
haladva) végezziik. Az (X,i) és az (X,i— 1) részprobléma megolddsat ugyanaz a tdbldzatelem tarolja, de nem frunk
feliil olyan részproblémat, amelyre kés6bb még sziikség lenne. Tehdt algoritmusunknak mind a tdrigénye, mind a
futdsi ideje fiigg az eldallitando6 értéktdl, illetve felsd korlatjatol.

Tegyiik fel, hogy a pénzekrdl és az eldallitand6 értékrdl nem tudunk semmit. Kérdés, hogy 1étezik-e olyan algo-
ritmus, amelynek a futési ideje (legrosszabb esetben is) a pénzek n szaménak fiiggvényében polinomidlis? A valaszt
nem tudjuk. Ez a szdmitdstudoméany legfontosabb nyitott problémédja. S&ét, ha erre a feladatra taldlnank a pénzek
szamaban polinomidlis idejli megoldast, akkor szdmos, fontos probléma megoldasara is lenne hatékony algoritmus.

bool V(int P[], int E, int n ){

bool T[E+1];

for (int x=1;x<=E;x++) T[x]=false;

T[P[1]]=P[1]<=E;

for (int i=2ji<=n;i++){

for (int x=1;x<=E;x++)
T[x]= T[x] |l x==P[i] I

Plil<=x && T[x—P[i]];

}

return T[E];

3.1. A Pénzvaltas probléma; egy felvaltas eloallitasa

Ezidaig azt vizsgdltuk, hogy 1étezik-e megolddsa a pénzviltds problémanak. Most egy, de tetszdleges megoldast is
meg kell hatdrozni, amennyiben létezik megoldas.
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Bemenet: P = {p,..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szam.

Kimenet: Olyan S C P, hogy } ,cs = E

Akkor és csak akkor 1étezik megoldas, ha VT [E,N| = true.

Vegyiik észre, hogy egy megoldds "kiolvashat6" a VT tablazatbdl. Legyen i a legkisebb olyan index, hogy VT[E,i] =
true, tehdt VT [E,i — 1] = false. Ez azt jelenti, hogy E nem dllithaté el az els6 i — 1 pénzzel, de elGallithat6 az elsd
i-vel, tehdt a P[i| pénz szerepel E valamely felvéltdsdban. Tovabb folytatva ezt a visszafejtést E — P[i] és i — 1-re,
mindaddig, amig a felvaltand6 érték 0 nem lesz, megkapunk egy megoldast.

int V(int P[], int E, int n, int S[] ){
bool VI[E+1][n+1];
for (int x=1;x<=E;x++) VT[x][1]=false;
if (P[1]<=E) VT[P[1]][1]=true;
for (int i=2ji<=n;i++){
for (int x=1;x<=E;x++)
VI[x][i]=x==P[i] I
VI[x][i—-1] Il
Plil<x && VT[x-P[i]][i—-1];
}
int m=0;
int x=E; int i=n;
do{
while (i>0 && VT[x][i]) i—;
S[++m]=i+1;
x—=P[i+1];
}while (x>0);
return m;
}

4. Feladat: Optimalis pénzvaltas

Bemenet: P = {p,..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szam.
Kimenet: Olyan S C P, hogy },cs = E és |S| — minimalis
El6szor is lassuk be, hogy az a moho stratégia, amely mindig a lehetd legnagyobb pénzt vélasztja, nem vezet optimélis
megolddshoz. Legyen E = 8 és a pénzek halmaza legyen {5,4,4,1,1,1}. A mohé médszer a8 =5+1+1+1
megoldast adja, mig az optimdlis a 8§ = 4 + 4.
Az optimalis megoldas szerkezetének elemzése.
Tegyiik fel, hogy
E:pi| +...+pi, i1 <...<ig

egy optimédlis megoldésa a feladatnak. Ekkor
E_pik = Di +"'+pik71

optimdlis megolddsa lesz annak a feladatnak, amelynek bemenete a felvaltand6 E — p;, érték, és a felvaltdshoz legfel-
jebbaelsd iy — 1 (p1,..., pi,—1) pénzeket hasznilhatjuk. Ugyanis, ha lenne kevesebb pénzbdl all6 felviltasa E — p;, -
nak, akkor E-nek is lenne k-nél kevesebb pénzbdl all6 felviltisa.

Részproblémakra és osszetevokre bontas.



A részproblémadk legyenek ugyanazok, mint az el6z6 esetben. Minden (X,i) (1 <X < E,1 <i < N) szdmpdrra ve-
gyiik azt a részproblémat, hogy legkevesebb hidny pénz 0sszegeként lehet az X értéket elballitani legfeljebb az elsd i
{p1,...,pi} pénz felhaszndldsdval. Ha nincs megoldds, akkor legyen ez az érték N + 1. Jellje az (X, i) részprobléma
optimélis megoldasanak értékét Opt(X,i). Definidljuk az optimélis megoldds értékét X = O-ra és i = O-ra is, azaz
legyen Opt(X,0) = N+ 1 és Opt(0,i) = 0. Igy Opt (X ,i)-re az aldbbi rekurziv dsszefiiggés frhato fel.

A részproblémak optimalis megoldasanak kifejezése az osszetevok megoldasaival.

. 0 ha X=0
Opt(X,i) = Opt(X,i—1) ha X < p; 2)

min(Opt(X,i—1),1+O0pt(X —p;,i—1)) ha X >p;

1 X-P[i] X E

2. dbra. A pénzvaltés tablazata

int OptValto(int P[], int E, int n, int S[] ){
int Opt[E+1][n+1];
for (int x=1;x<=E;x++) Opt[x][1]=n+1;
if (P[1]<=E) Opt[P[1]][1]=1;
for (int i=2;i<=n;i++){
for (int x=1;x<=E;x++){
if (P[i]==x) Opt[x][i]=1; else Opt[x][i]=0pt[x][i—1];
if (Pli]l<x &k Opt[x][i]>Opt[x—P[i]][i—-1]+1)
Opt[x][i]=O0pt[x—P[i]][i—1]+1;
}
}
int m=0;
int x=E; int i=n;
do{
while (i>1 && Opt[x][i]==O0pt[x][i—-1]) i—:;
S[++m]=1i;
x—=P[i——1];
}while (x>0);
return m;
}



Az OPTVALTO algoritmus tdrigénye E * (N + 1) x2 byte. A futdsi id6 szintén E * N -el ardnyos.

A dinamikus programozas stratégiaja.

A dinamikus programozdas, mint probléma-megold4si stratégia az alabbi 6t
1épés végrehajtasat jelenti.

1. Az [optimdlis] megoldas szerkezetének elemzése.
2. Részproblémadkra és Osszetevokre bontds ugy, hogy:

e a) Az Osszetevoktdl valo fiiggés kormentes legyen.

e b) Minden részprobléma [optimdlis] megoldasa kifejezhet6 legyen (rekurzivan) az 6sszetevok [optimalis]
megolddsaival.

3. Részproblémdk [optimdlis] megoldasdnak kifejezése (rekurzivan) az 6sszetevok [optimédlis] megoldédsaibdl.
4. Részproblémak [optimdlis] megolddsdnak kiszamitasa alulrél-felfelé haladva:

e a) A részproblémdk kiszamitdsi sorrendjének meghatdrozasa. Olyan sorba kell rakni a részproblémadkat,
hogy minden p részprobléma minden Osszetevdje (ha van) el6bb szerepeljen a felsoroldsban, mint p.

e b) A részproblémak kiszdmitdsa alulrdl-felfelé haladva, azaz tablazat-kitoltéssel.

5. Egy [optimadlis] megoldas eldéllitdsa a 4. 1épésben kiszdmitott (s tarolt) informaciokbdl.

5. Feladat: Testvéries osztozkodas (CEQOI’95)

Két testvér ajandékokon osztozkodik. Minden egyes ajandékot pontosan ez egyik testvérnek kell adni. Minden
ajandéknak pozitiv egész szammal kifejezett értéke van. Jelolje A az egyik, B pedig a mésik testvér dltal kapott
ajandékok osszértékét. A cél az, hogy az osztozkodds testvéries legyen, tehat A €s B kiilonbségének abszolttértéke
minimalis legyen.

Irjunk programot, amely kiszdmitja a testvéries osztozkodds eredményeként keletkez A és B értékeket és megadija,
hogy mely ajandékokat kapja a két testvér.
Megoldas.
Legyen {ej,...,e,} az ajandékok értékeinek egy felsoroldsa és jelolje E az Osszegiiket. Feltehetjiik, hogy A < B.
Mivel A+ B = E, ezért A a legnagyobb olyan szdm, amelyre A < E /2 és elGallithaté {ey,...,e,} egy részhalmazdnak
Osszegeként.

Tehat a megoldés visszavezethetd a pénzvéltas probléma megoldasara.

6. Feladat: Igazsagos osztozkodas

Két testvér kozosen kapott ajindékokat. Minden ajandéknak tudjdk a haszndlati értékét, ami pozitiv egész szam.
Igazsdgosan el akarjdk osztani az ajandékokat, tehdt tgy, hogy mind kettSjiik ugyanannyi 6sszértékiit kapjon. Eszre-
vették, hogy ez nem feltétleniil teljesithetd, ezért elfogadnak olyan elosztést is, amely szerint a kozdsben is maradhat
kinemosztott ajaindék, de ragaszkodnak ahhoz, hogy mindketten azonos 0sszértéket kapjanak, és a kozosben maradt
ajandékok 0sszértéke a lehetd legkisebb legyen.

[rjon programot, amely megad egy igazsigos osztozkoddst!



Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
6 15
10 3 12 5 15 6 6 3
3 4 21
Megoldas

m=aj, +---+a,
m=aj, +---+aj,

{iv, i3k =0
n

Y ai—2m — minimalis

i=1
Nyilvdnvaléan m < fel =Y ;a;/2. Minden 0 < x,y < fel -re és minden 1 < n -re tekintsiik azt a részproblémait,
hogy el&éllithaté-e legfeljebb az els6 i ajandék dsszegeként mind x, mind y, de minden szadm legfeljebb egyik Osszeg-
ben szerepelhet. Legyen E(x,y,i) igaz, ha elGéllithatd, egyébként hamis.
E(0,0,i) = igaz minden 0 < i < n-re. Ha i > 0, akkor az aldbbi rekurziv 6sszefiiggés adhato:

E(X,y7i— 1>\/
E(x,y,i) =< ai <xNE(x—aj,y,i—1)V 3)
ai <xNE(x,y—aj,i—1)

A megoldds értéke az a legnagyobb x, amelyre E(x,x,n) = igaz. Egy megoldés a pénzviltdshoz hasonléan éllithat6
eld.

7. Feladat: Jardakovezés

Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen lehet egy 3 x n egység méreti jardat kikovezni 1 x 2 méretd lapokkal!
Megoldas

3. abra.

Jelolje A(n) a megoldds értékét 3 x n egység méretd jarda esetén.
Az elsd oszlop kozépsd négyzete haromféleképpen fedhetd le.
Az egyes esetek csak az alabbi médon folytathatok:
Jelolje B(n) azt, hogy hanyféleképpen fedhetd le egy 3 x n egység méretd jarda, amelynek a bal alsé sarka mar le van
fedve. Szimmetria miatt a jobb fels§ sarok lefedettsége esetén is B(n)-féle lefedés van.



4. abra. 1. eset

-1

5. abra. 2. eset

6. abra. 3. eset

|
-

7. dbra. Az 1. eset csak igy folytathat6

L

8. abra. A 2. eset csak igy folytathato

I

9. abra. A 3. eset csak igy folytathato

I
|
-

10. abra. Az 1. eset csak igy folytathat6

11. abra. Az 2. eset csak igy folytathat6
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0 ha n=1
A(n)=14 3 ha n=2
A(n—=2)+2B(n—1) ha n>2

1 ha n=1
B(n)=4¢ 0 ha n=2
A(n—1)+B(n—2) ha n>2

program jarda;
function B(n: integer): longint; forward;
function A(n: integer): longint;

begin
if (n=1) then
A :=0
else if (n=2) then
A :=3
else
A := A(n—2)+2AB(n—-1);
end{A};

function B(n: integer): longint;

begin
if (n=1) then
B :=1
else if (n=2) then
B := 0
else
B := A(n—1)+B(n—2);
end{B};
begin
writeln (A(32));
end.

long long JardaKovezo(int n){
long long A[n+1],B[n+1];
A[1]=0; B[1]=1;

A[2]=3; B[2]=0;

for (int i=3; i<=n;i++){
Ali]=A[i—-2]+2AB[i —1];
Bli]=A[i—-1]+B[i —2];

}

return A[n];

A(64) = 1582048049556775361

)

&)



A(4)

o

A(4)11

+ +2*
A(2) A(2) 3 B(1)

12. abra. Rekurzids fa

8. Feladat: Tiikorszo (101°2000)

Egy karaktersorozatot tiilkorszonak neveziink, ha balrél-jobbra, valamint jobbrél-balra olvasva megegyezik. Példaul
gorog, egészsége, mesélésem.

[rjunk olyan programot, amely kiszamitja, hogy egy adott sz6b6] minimalisan hany betiit kell t6rolni, hogy tiikor-
szot kapjunk.

Bemenet

A tukorszo.be szdveges dllomdny elsd és egyetlen sora egy S szot tartalmaz, amelynek hossza legfeljebb 5000, és
S minden c karakterére: 'a’ <c<'7 és'A' <c<' 7.

Kimenet

A tukorszo.ki szoveges dllomany elsé és egyetlen sora egy m nemnegativ egész szamot tartalmazzon, ami a mini-
malis torlendd karakterek szdma, amellyel a bemeneti S sz6 tiikorszova tehetd.

Megoldas
Vegyiik észre, hogy egy S sz6 akkor és csak akkor tiikorszo, ha vagy lires szd, vagy egybetiis, vagy az elsd és utolso
betlije megegyezik és ezeket elhagyva ismét tiikkorszot kapunk.

Az optimalis megoldas szerkezetének elemzése.

Minden S szora jelolje T(S) a probléma egy megoldasat, tehat olyan tiikkorszot, amely S-bdl a lehetd legkevesebb beti
torlésével kaphato. Ilyen biztosan 1étezik, hiszen egy kivételével minden betiit torolve tiikorszot kapunk. Ha S egy
betiibdl all, akkor maga is tiikorszd, T'(S) = S. Legyen S = xRy, ahol x az elsd, y pedig az utolsé betiije S-nek (R lehet
iires sz6 is). Ha x =y, akkor T(S) = T(R). Ha x # y, akkor vagy az x, vagy az y bet(it biztosan t6rolni kell, tehét a
megoldés vagy T (xR), vagy T (Ry). Az optimélis megoldas szerkezete azt sugallja, hogy minden (i, j),1 <i< j<n
indexpdrra tekintsiik azt a részproblémét, hogy az S[i..j| = S[i]...S[j] sz6 legkevesebb hdny betii torlésével tehets tii-
korszova. Jelolje az (i, j) részprobléma megoldasat M (i, j).

Tehat a kittizott feladat megolddsa M(1,n).

10
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A részproblémak megoldasanak kifejezése az osszetevok megoldasaival.
Ha i > j esetre M(i, ) értékét 0-ként értelmezziik, akkor a részproblémak megoldédsai kozott az aldbbi rekurziv
Osszefliggést lehet felirni.

0, hai>j
MG, )= M@i+1,j—1), hai < jés S[i] = S[J]
14+min(M(i+1,/),M(i,j—1)), hai< jésS[i]+#S[j]

Tehat az (i, j) részprobléma Osszetevéi: (i+1,j—1), (i+1,)) és (i,j—1).

A részproblémak kiszamitasi sorrendje, tablazat-kitoltés.

Téroljuk a részproblémédk megoldésdt tablazatban, az (i, j) megolddsat az M([i, j] tibldzatelemben. Mivel az (i, j)
részprobléma megolddsa legfeljebb az (i+1,j—1), (i+ 1, ) és (i, j — 1) megolddsaitdl fiigg, ezért a tdbldzat-kitoltés
sorrendje lehet alulrdl felfelé, soronként pedig jobbrol-balra haladé.

A négyzetes tdblazat tarigénye 5000 x 5000 * 2 = 50000000 byte, ami til sok. Lathat6 azonban, hogy elegendd lenne
csak két egymadst kovetd sort tarolni. SGt, egy sort is elég tarolni, ha megoldjuk, hogy ne irjuk feliil azt a T'[i] = M(i, j)
kitoltésekor az M(i, j — 1) értéket, amit szintén T'[i] tarol.

n 0
0
0
] 7 |x 0
I x| x 0
0
0
0
0

110

I i i+l n

13. abra. Tablazat-kitoltési sorrend: soronként alulrél felfelé, jobbrdl balra haladva.

int Tukorszo(charA S, int n){
int T[n+1];
int ment, menti;
T[0]=0;
for (int j=1; j<n; j++){
T[j]=0; menti=0;
for (int i=j—1;i>=0; i——){
ment=T[i];
it (S[i]==S[j D)
T[i]=menti;
else
T[i]=1+min(T[i],T[i+1]);
menti=ment;

11
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return T[O0];
}

Az algoritmus futsi ideje ®(n?), tirigénye O(n).

Ha egy megoldast is el kell dllitani, akkor minden (i, j) részproblémara tarolni kell azt az informécidt, hogy melyik
osszetevére kapjuk az optimélis megoldast ha S[i] # S[j].

Vagy minden (i, j) részproblémara taroljuk M (i, j) értékét, és ekkor M(i+ 1, j) < M(i, j — 1) dsszehasonlitdssal meg-
adhatd, hogy az i-edik (elsd), avagy a j-edik (utolsd) betiit kell-e torolni, vagy egy kiilon L tombben taroljuk, hogy a
részsorozat melyik végérdl kell tordlni az optimdlis megolddshoz. Ezt nevezziik az optimalis megoldds visszafejtésé-
nek.

Ekkor algoritmus futdsi ideje is és tarigényre is ©(n?).

int Tukorszo(charA S, int n){
int M[n+1][n+1];
for (int j=0; j<n; j++){
MI[j10j1=0;
for (int i=j—1;i>=0; i——){
if (S[il==S[j])
MLillj1=Mli+1][j—1];
else
MLill[jl=1+minM[i+1][j]1 ,M[il[j—1]);
}

}
cout<<M[0][n—1]<<endl;

int i=0, j=n-1;
while (i<j){
if (S[il==S[jD{
i++; j——;
}else{
if MEi+1]0j1<MIi]10j—1D{
cout<<i<<" '";
i++;
}else{
cout<<j<<" '";

=3

}

}
return M[0][n—1];

9. Feladat: Szamjaték (101°96)

Tekintsiik a kovetkezd kétszemélyes jatékot. A jatéktabla pozitiv egész szamok sorozata. A két jatékos felvaltva 1ép.
Egy 1épés azt jelenti, hogy a jatékos a sorozat bal, avagy jobb végérdl levesz egy szamot. Az levett szdm hozzdad6dik
a pontszdméhoz. A jaték akkor ér véget, ha a szdmok elfogytak. Az els6 jatékos nyer, ha az altala valasztott szamok
Osszege legaldbb annyi, mint a masodik jitékos éltal vélasztottak Osszege. A madsodik jatékos a lehetd legjobban
jatszik. A jatékot az els6 jatékos kezdi. Ha kezdetben a tdblan levd szamok szama paros, akkor az els6 jatékosnak van

12



nyerd stratégidja.

Irjunk olyan programot, amely az els jatékos szerepét jatssza és megnyeri jatékot! A masodik jatékos 1épéseit egy
mar adott szdmitégépes program szolgdltatja. A két jatékos a rendelkezésedre bocsatott P1ay modul hdrom eljardsan
keresztiil kommunikal egymadssal.

StartGame Az elsé jatékos a jatszmat a paraméter nélkiili StartGame eljaras végrehajtasdval inditja.

MyMove Ha az elso jatékos a bal oldalrol vdlaszt szamot, akkor a MyMove (' L") eljarast hivja. Hasonloképpen a
MyMove (R’ ) hivéssal kozli a masodik jatékossal, hogy a jobb oldalrdl vélasztott.

YourMove A madsodik jatékos (tehdt a gép) azonnal 1ép. Az elsd jatékos a 1épést a YourMove (C) utasitdssal tudhatja
meg, ahol C egy karakter tipusu valtozd. (C/C++ nyelven YourMove (&C) ). A C vdltoz6 ért€ke "L’ vagy 'R’ lesz
attdl fiiggden, hogy a masodik jatékos a bal vagy a jobb oldalrdl vélasztott.

Bemenet

Az input.txt fajl elsé sora a kezd6tabla n méretét (a szdmok darabszdmat) tartalmazza. n paros és 2 <=n <= 100.
A masodik sor n szdmot tartalmaz, a jaték kezdetén a tdblan 1év6 szamokat. A tablan 200-ndl nagyobb szdm nem
szerepel.

Kimenet

Ha a jaték véget ért, akkor a programod firja ki a végeredményt az OUTPUT. TXT fajlba! A f4jl elsd sordban két szam
legyen! Az els szdm az elsd jatékos altal vélasztott szdmok Osszegével, a mdsodik szdm a mdasodik jatékos altal
valasztott szamok Osszegével egyezzen meg! A programodnak a jatékot le kell jatszania és az output a lejatszott jaték
eredményét kell tartalmazza.

Példa bemenet és kimenet

INPUT.TXT OUTPUT.TXT

6 18 11

472 952

Megoldas

Jelolje (ay, .. .,a,) a kezdeti jatékdllast. Minden lehetséges jatékalldst egyértelmiien meghatdrozza az, hogy mely szé-
mok vannak még a tdblan. Tehat minden jatékallds azonosithaté egy (i, j) szdmpdrral, ami azt jelenti, hogy a tablan
az (aj,...,a;) szdmsorozat van. Mivel n paros szdm, igy minden esetben, amikor az elsd jatékos 1ép, vagy i paros és j

27 sz

paratlan, vagy forditva. Tehat az els6 jatékos kényszeritheti a masodik jatékost, hogy az mindig vagy csak péros, vagy
csak pdratlan index( elemét valassza a szdmsorozatnak. Tehat ha a paros indextiek 6sszege nagyobb, vagy egyenld,
mint a paratlanok 6sszege, akkor az elsd jatékos mindig paratlan indexiit vélaszt, egyébként mindig parosat.

Erdekesebb a jaték, ha az a cél, hogy az elsd jatékos a lehetd legtobbet szerezze meg, feltéve, hogy erre torekszik
a masodik jatékos is.
Abrézoljuk a jatékéllasokat graffal.

Definidljuk minden (i, j) jatékdlldsra azt a maximalis pontszdmot, amit az elsd jatékos elérhet ebbdl a jatékallasbol
indulva. Jelolje ezt az értéket Opt (i, j).
Opt(i, j) a kovetkezd rekurziv sszefiiggéssel szamithatd.

0 hai=j
Opt(i,j) = max(a;+Opt(i+1,j),a;+O0pt(i,j—1) hai< jési+ jpératlan
min(Opt(i+1,7),0pt(i,j—1) hai < jés i+ jparos

13
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11
12
13
14
15

14. dbra. A jatékallasok gréifja n = 8 esetén. Korrel jelolt allasbdl (i + j paratlan) az elsd, négyzettel jelolt allasbol
(i+ j paros) a masodik jatékos 1ép.

Tehat alkalmazhat6 a dinamikus programozas médszere, vagyis az Opt (i, j) értékeket a jaték megkezdése elott ki-

i Min(B.,J) ° Max(B.J)

X\ L A

B 0 J i-1,j B ij+1 | 7

15. dbra. Mini-max szabdly.

szamitjuk. Taroljuk minden (i, j) jatékallasra a Lep[1, j] tombelemben az optimalis 1épést, tehdt az 'L’ karaktert, ha
a képletben a; + Opt(i+1,j) > aj+ Opt(i, j— 1), mert ekkor balrél kell elvenni, egyébként pedig az 'R’ karaktert,

mert ekkor jobbrol kell elvenni.

#include <iostream>
#include "stdlib.h"
#include "Play.h"
#define maxN 201

using namespace std;
int A[maxN];

int n;

int Opt[maxN][maxN];
char Lt[maxN][maxN];

void Beolvas (){
cin>>n;
for (int i=1;i<=n;

i++)
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16
17

18
19
20
21
22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38
39
40
41
42

43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

cin>>A[i];

}

void Elofeldolgoz (){
int pbal,pjobb;
for (int j=1;j<=n;j++){
Opt[j1[j]=0;
for (int i=j—1;i>0;i——)
if ((i+j)%2==1){
if (Opt[i+1][jl<Optlillj—1D{
pbal=A[i]+Opt[i+1][j];
pjobb=A[j1+Opt[i][j—1];
if (pbal>pjobb){
Opt[i]l[jl=pbal;
Lt[il[jl="L";
}else{
Opt[il[jl=pjobb;
Lt[i][j]="R’;

}
}else{
if (Opt[i+1][jl<Opt[illj—1])
Opt[iJ[jI=Opt[i+1][j];
else
Opt[il[j1=0pt[ill[j—1];

}
}
}
void Jatszas (){
char lep;
int bal=1, jobb=n;
while (bal<jobb){
if (Lt[bal][jobb]=="L")
bal++;
else
jobb ——;
if (lep=="L")
bal ++;
else
jobb ——;
}
}

int main (){
Beolvas ();
Elofeldolgoz ();
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63
64

Jatszas ();

10. Feladat: Vagas

Adott egy fémrad, amelyet megadott szdmu darabra kell felvagni igy, hogy a viagasok pontos helyét is tudjuk. A
vagasok helyét a rid egyik végétdl mért, milliméterben kifejezett értékek adjadk meg. Olyan vagégéppel kell a felada-
tot megoldani, amely egyszerre csak egy vagést tud végezni. A vagasok tetszdleges sorrendben elvégezhetéek. Egy
vagés koltsége megegyezik annak a darabnak a hosszdval, amit éppen (két darabra) vagunk. A célunk optimalizélni a
miiveletsor teljes koltséget.

[rjunk olyan programot, amely kiszdmitja a vagdsi miiveletsor optimalis 6sszkoltségét, és megad egy olyan végési
sorrendet, amely optimaélis koltséget eredményez.

Bemenet

A vag.Dbe szoveges dllomany els$ sora egyetlen egész szamot tartalmaz, a vagand6 rud 4 hosszat (0 < & < 1000). A
masodik sorban az elvégzendd vagdsok n szdma van (1 <n < 1000). A harmadik sor n darab egész szamot tartalmaz
egy-egy szokozzel elvdlasztva, az elvégzend6 vagasok helyeit. A szdmok szigordan monoton novekvd sorozatot
alkotnak, és mindegyik nagyobb, mint O és kisebb, mint 4.

Kimenet

A vag.ki szoveges dllomany elsd sordba egyetlen szdmot, a vagasi miiveletsor optimadlis 0sszkoltségét kell irni! A
madsodik sor n darab egész szdmot tartalmazzon, ami a vagasi helyek sorszdmainak egy olyan felsoroldsa legyen, hogy
ebben a sorrendben elvégezve a vagdsokat, az 6sszkoltség optimalis lesz.

Példa bemenet és kimenet

Bemenet Kimenet
24 70
7 2143756

310 12 15 17 18 20

16. abra.

Megoldas.

Az optimalis megoldas szerkezetének vizsgalata.

Vegyiink fel egy vo = 0 és v,,.1 = h fiktiv vagési helyet a rdd elejére, illetve végére.

Ha az optimadlis vagas sordn el6szor a vy (1 < k < n) helyen torténik a vagas, akkor az els6 darabon a vy, vy, ..., vi_1, Vg,
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17. abra. A végasi helyek: vo=0,v,11=h

a masodikon pedig €s vi,Vii1,..., Vs, h vigdsoknak is optimélisnak kell lenni.

Az optimalis megoldas értékének rekurziv kifejezése.

Legyen minden i, j parra, (0 <i < j<n+1) Opt(i,j) a v;, vagasi helyt6l a v;, vagasi hely dltal meghatdrozott
ruddarab optimadlis vigdsanak koltsége.

Opt(i, j) = { N

Legyen S(i, j) az a k, amelyre a minimum adédik.

haj=i+1

vj—v,-—l—mini;}Jrl(Opt(i,k) +Opt(k,j) hai< j+1
n+l 0
n
0

J J X

X

X 0

X

0

0
0
1o
0
0 1 i n  n+l

18. abra. Téablazat-kitoltési sorrend: atlésan, vagy alulrél-felfelé,jobbrol-balra haladva.

#include <iostream>
#include "stdlib.h"
#define maxN 201
#define maxM 1001
#define Inf 200000000L

using namespace std;
int V[maxN+1];

int h,n;

int S[maxN][maxN];

void Beolvas (){

cin>>h>>n;
for (int i=1;i<=n;

i++)
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17
18

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

cin>>V[i];
V[0]=0; V[n+1]=h;
}

int Szamit (){

int Opt[n+2][n+2];
int g, Min;
for (int i=0ji<=n;i++){
Opt[i][i+1]=0; S[i][i+1]=0;
}
for (int u=2;u<=n+1; u++){
for (int i=0ji<=n—u+l;i++){
int j=i+u; Min=Inf;
for (int k=i+1; k<=j—1;k++){
int uj=O0pt[i][k]+Opt[k][]j];
if (uj<Min){
Min=uj; g=k;
}
}
Opt[i][j]=Min+V[j]-V[il];
S[illjl=g;
}
}
return (Opt[0][n+1]);
}

void Kilr(int i, int j){
if (j<=i+l) exit;
int k=S[il[jl;
cout<<k<<" '";
Kilr (i ,k);
Kilr (k, j);

}

int main (){
Beolvas ();
int Koltseg=Szamit();
cout<<Koltseg <<endl;
Kilr (0,n+1);
return 0;

11. Feladat: Torony épitése kockakbdl.

Epitékockdkbdl tigy lehet stabil tornyot épiteni, hogy kisebb kockdra nem lehet nagyobbat, illetve kénnyebb kockéra
nem lehet nehezebbet tenni.
Adjunk olyan algoritmust, amely adott N darab kocka alapjan megadja a beldliik épithet6 legmagasabb tornyot!

18



Bemenet

A torony.be dllomény elsd sordban a kockdk n (1 < n < 1000) szdma van, a tovabbi n sorban, pedig az egyes
kockdk oldalhossza és sulya (mindkettd 20000-nél kisebb pozitiv egész szdm), egyetlen szokozzel elvdlasztva. Nincs
két kocka, amelynek oldalhossza és a stlya is megegyezne.

Kimenet

A torony.ki dllomdny elsd sordba a legmagasabb torony k kockaszamat kell irni, a kdvetkezd k sorba pedig az €pités
szerint alulrdl felfelé sorrendben a felhasznalt kockak oldalhosszat és sulyat.

Példa bemenet és kimenet

Bemenet Kimenet
5 3

10 3 20 5

20 5 10 3

15 6 10 2

15 1

10 2

Az optimalis megoldas szerkezetének vizsgalata.

A kockak oldalhosszai: hy,..., h,, sdlyai pedig s1,...,sy,.

Elemezziik az optimdlis megoldas szerkezetét.

Tegyiik fel, hogy a iy,...,i; sorszdmu kockdk ebben a sorrendben egymadsra rakdasaval kapjuk a legmagasabb tornyot.
Ekkor iy, ...,i; torony a lehetd legmagasabb olyan torony, amelynek legalsé kockdja ip. Mert ha lenne magasabb
torony, amelynek legals6 kockdja i», akkor ezt a i1 kockdra rarakhatnank, hisz a i; kocka biztosan nem szerepelhet
olyan toronyban, amelynek legals6 kockdja iy, és igy magasabb tornyot kapnank, mint a iy, ..., i;. Ez azért igaz, mert
az a graf, amelynek pontjai a kockdk (sorszdmai), és élei azok a (i, j) parok, amelyekre igaz, hogy az i-edik kockara
rdrakhato a j-edik, (h; > hj As; > s;) kormentes graf.

Részproblémakra és osszetevokre bontas.

Minden i-re (1 <i < n) vegyiik azt a részproblémat, hogy mekkora a magassdga a legmagasabb olyan toronynak,
amelynek legalsé kockdja az i. Jelolje M(i) ezt a legmagasabb toronymagassagot, tehdt a részprobléma optimalis
megolddsdnak az értékét.

A részproblémak megoldasanak Kifejezése az osszetevok megoldasaival.

M(i) :hi—f—maX(M(j):i#j/\h,'Zhj/\s,-Zsj)

A részproblémak kiszamitasi rekurziéval, memorizalva.

Az optimalis megoldds értékét rekurzidval szdmitjuk a fenti kifejez€s alapjan, de ha egy részproblémara kiszamitot-
tuk, akkor azt eltaroljuk egy tdbldzatban, és ha késdbb ismét sziikség lesz rd, akkor a tdblazatbol olvassuk ki az értéket.
Ehhez el6szor a tdbldzatot olyan értékkel kell feltlteni, amely azt jelzi, hogy a megfelel6 részprobléma értékét még
nem szamitottuk ki. Ez az érték lehet 0, mivel minden megold4s tartalmazza azt a kockat, tehat az optimalis megoldas
értéke > 0.

Ezzel a médszerrel elkeriilhetd a részproblémdk megfelel sorrendjének kiszamitdsa. Ez csokkentheti a kivitelezési
id6t és néha a futdsi id6t is. Az algoritmus tarigénye n-el aranyos, futsi ideje pedig legrosszabb esetben n’-el.

1 #include <iostream >
2 #include "stdlib.h"

19



3 #define maxN 1001

4

5

6 using namespace std;

7 int n;

8 int S[maxN], H[maxN], M[maxN ];
9 int Ra[maxN];

10

11 void Beolvas (){

12

13 cin>>n;

14 for (int i=1lji<=n; i++){
15 cin>>H[i]>>S[i];

16 }

17 '}

18 int Magas(int i){

19

20 int Mi,Mj;

21 if M[i]>0) return M[i];
22 Mi=0;

23 for (int j=1;j<=n;j++){
24 if (i!'=j & H[i]>H[j] && S[i]>S[jD){
25 Mj=Magas(j );

26 if (Mj>Mi) {Mi=Mj; Ra[il=j;}
27 }

28 }

29 M[i]=Mi+H[i ];

30 return M[i ];

31 }

32 void Kilr (){

33

34 int maxi=0, max=0;

35 for (int i=1l;i<=n; i++)
36 if (Magas(i)>max) {maxi=i; max=M[i]; }
37 cout<<M| maxi]<<endl;

38 int i=maxi;

39 while (i>0){

40 cout<<i<<" "

41 i=Rali];

42 }

43 cout<<endl;

44 '}

45 int main(){

46 Beolvas ();

47 Kilr ();

48 return 0;
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12. Feladat: Kitalalos jaték

Adam és Eva kitaldlds jatékot jatszik. Eva gondol egy 1 és n kozotti egész szamot, amelyet Addmnak ki kell taldlnia.
Adam olyan kérdést tehet fel, hogy "A gondolt szam kisebb-e, mint x?". Eva vélasza "igen", vagy "nem" lehet. Hogy
a jaték érdekesebb legyen, megéllapodtak abban, hogy Adam legfeljebb h-szor tehet fel olyan kérdést, amelyre a
vdlasz "nem", tehat ha méar & kérdésére "nem" vélaszt kapott, akkor tovdbb nem kérdezhet.

Irjon programot, amely n és h ismeretében kiszdmitja azt a legkisebb k értéket, amelyre teljesiil, hogy Adam
barmely 1 és n kozotti gondolt szamot ki tud taldlni legfeljebb k kérdéssel tigy, hogy legfeljebb h-szor kap "nem"
vélaszt!

Bemenet

A be.txt szoveges dllomany elsG sordban két egész szam van, az n értéke (1 <n <2000000000) ésah (2 <h <100)
értéke.

Kimenet

A ki.txt szoveges dllomany elsd és egyetlen sordba egy szamot kell irni, azt a minimdlis k ért€ket, amelyre teljesiil,
hogy Adam barmely 1 és n kizotti gondolt szamot ki tud taldlni legfeljebb k kérdéssel tgy, hogy legfeljebb h-szor
kap "nem" vélaszt!
Példa bemenet és kimenet

9 2 4
Megoldas
Minden olyan bindris fa, amely teljesiti az alabbi harom feltételt, kifejez egy olyan kérdezési stratégidt, amely sordn
legfeljebb h kérdésre kaphatunk nem vélaszt. Forditva is igaz, tehdt minden olyan kérdezési stratégia, amely sordn
legfeljebb h kérdésre kaphatunk nem valaszt, kifejezhetd ilyen faval.

e A féanak n levele van és ezek balrdl jobbra sorrendben az 1,...,n szdmokat tartalmazzdk.

e A fanak n — 1 bels6 pontja van. Minden p belsd pont a p jobb-részfdjdban 1évd levél értékek minimumat
tartalmazza.

e Barmely gyokértdl levélig vezetd tton legfeljebb A-szor megyiink jobbra.

Kérdezofa a kovetkezOképpen hasznalhaté. Kezdetben a p aktudlis pont legyen a fa gyokere. Mindaddig, amig p nem
levél, kérdezziink rd a p-ben 1év6 értékre. Ha a vdlasz igen, akkor p legyen a bal fia, egyébként a jobb fia. Az ismétlés
befejezddése utan a gondolt szam p-ben van.

Adott kérdez6fat hasznélva a legrosszabb esetben annyi kérdést kell feltenni, amennyi a fa magassdga. Tehdt az a
kérdés, hogy adott n és h esetén mekkora a legkisebb magassdgu olyan kérdez6fa magassaga, amelynek legalabb n
levele van és barmely gyokértdl levélig vezetd dton legfeljebb h-szor megyiink jobbra.

Jeldlje Fy ; a legtobb levelet tartalmazo k magassdgu (legfeljebb k kérdéssel kitalalo) h-hibazo kérdezofa, a leveleinek
szdma pedig L(k,h).

Lk,1) = k+1
L(k,h) = L(k,k)hak<h
Llk,h) = Lk—1,h)+Lk—1,h—1)hak>1Ak>h
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19. dbra. Egy 2-hibdz6 kérdezo6fa a példa bemenetre.

/@\

20. dbra. F3 1: 1-hibdz6 3 magas kérdezofa.

21. abra. Fj j,: k-magas h-hibdzo legtobb levelet tartalmazo kérdezofa.
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22. dbra. Részproblémdk szamitdsi sorrendje: oszloponként feliilrdl lefelé haladva.

Tehét a probléma megoldésa az a legkisebb k, amelyre L(k,h) > n

L(k,1) = k+1
L(k,j) = L(k,k)hak<j
L(k,k) = Lk—1,k)+L(k—1,k—1)=2L(k—1,k—1)
L(k,j) = Lk—1,j)+L(k—1,j—1)hak>1ANj<k

1 long long Lf(int n, int h){

2 long long L[maxH];

3 L[1]=2; long long k=1,hh;

4 do{

5 K++;

6 if (k<=h){

7 hh=k;

8 L[k]=L[k—1]+L[k—1];

9 }else{

10 hh=h;

11 L[h]=L[h]+L[h-1];

12 }

13 for (int j=hh-1; j>1; j—)

14 L[j1=L[j1+L[j —11;

15 L[1]=k+1;

16 }while (L[hh]<n);

17 return Kk;

18 }

19 int main(){

20 int n, h;

21 cin>>n>>h;

22 long long k=Lf(n,h);

23 cout <<k<<endl;
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