Algoritmusok és adatszerkezetek I.

A. Szimultan maximum-minimum kivalasztas

hamarosan...

B. Mediankivalasztasi algoritmusok als6korlat elemzése

hamarosan...
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C. A k-adik elem kivalasztas véletlenitett algoritmusa
Feladat: Adott n darab kiilonb6z6 elem kozil valasszuk ki a nagysag szerint k-adik legkisebb
elemet. (Anal6g m6don megfogalmazhat6 a k-adik legnagyobb elem keresésének problémaja is.)

Megoldas (absztrakt): Taroljuk az elemeket egy halmazban! Valasszunk ki egy véletlen elemet,

majd alakitsunk ki az A illetve a B halmazokat ugy, hogy el6bbibe a kivalasztott elemnél kisebb,

utobbiba a nagyobb elemeket tessziik. Ekkor konnyen megallapithat6 az A halmaz elemszama
alapjan a kivalasztott elem nagysag szerinti helye (példaul ha |A| = 6, akkor a 7. elemet vettiik
ki). Ekkor harom lehet8ségiink van:

1) Ha k megegyezik a kisorsolt elem helyével, akkor megtalaltuk a k-adik elemet, és leallunk.

2) Ha k kisebb a véletlen elem helyénél, akkor az A halmazra kell rekurzivan alkalmaznunk az
algoritmust, azaz ott kell tovabb keresniink a k-adik elemet.

3) Ha k nagyobb a kivalasztott elem helyénél, akkor a B halmazra kell rekurzivan alkalmaznunk
az algoritmust. Ebben az esetben mddositanunk kell a keresett k értéket, hiszen a halmaz
elemeit, és még egy tovabbi elemet mar kivettilk a keresési tartomanybol, igy tehat
k:=k—|A]l - 1.

Mivel a keresés alatt all6 halmaz elemszama minden lépésben garantaltan legalabb eggyel

csokken, az eljaras véges id6n beliil terminal.

Példa: Tekintsiik a {10,20, ...,120} halmazt, és keresstik a k = 8. legkisebb elemet!

1) A véletlen valasztas eredménye legyen 40, igy ennek megfeleléen bontsuk szét a halmazt:
A = {10,20,30},B = {50,60, ...,120}. Mivel |A| =3, tudjuk, hogy a 40 a 4. elem a
szamsorozatban, ezért a 8. elemet a B halmazban kell keresniink. Mivel a szamsorozat elsé6 4
elemét levalasztottuk, ezért a B halmazban mar nem a 8., hanem a 4. elemet kell keresniink.

2) A bemend halmazunk {50,60,...,120}, a véletlen valasztds eredménye 100, igy A =
{50, ...,90}, B = {110,120} halmazok keletkeznek, igy 100 a 6. legkisebb elem, tovabb kell
keresniink a A halmazban, tovabbra is a 4. elemet.

3) A bemend halmazunk {50, ...,90}, a véletlen valasztias eredménye 80, igy A = {50,60,70},
B = {90}, tehat a 80 a 4. elem, vagyis megtalaltuk a k = 8. legkisebb elemet.

Roviden illusztralva az algoritmus miikodése:
{10,20,30,40,50,60,70,80,90,100,110,120}, k = 8

véletlen valasztas: 40

A = {10,20,30} 40 B = {50,60,70,80,90,100,110,120}

|Al =3

v
-

» B-ben keresiink tovabb
k:=k—4=4

véletlen valasztas: 100

A = {50,60,70,80,90} 100 B = {110,120}

|A|=5 ——» 6. ——» A-banKkeresiink tovabb
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k = 4 marad

véletlen valasztas: 80

A = {50,60,70} 80 B = {90}

|A|] =3 — > 4. ——— megtalaltuk a keresett elemet,
vége az eljarasnak

Megoldas (tombos reprezentacid): Adott tehat az A[1..n] tomb, amely n szamu kiilonb6z6
értéket tartalmaz. Ebbél szeretnénk Kkivalasztani azt az elemet, amelynek értéke k-adik az
elemek nagysag szerint névekvo sordban.

Tegyiik fel, hogy rendelkeziink egy olyan, az intervallumot véletlen moddon feloszto
algoritmussal, mint amilyet a gyorsrendezésnél hasznaltunk ,Helyrevisz” névvel. Ez - most
valoban véletlenszerilien - kivalasztja az adott részintervallum egyik elemét, azt a nagysag
szerinti helyére juttatja, és a nala kisebbeket tdle balra, a ndla nagyobbakat t6le jobbra helyezi el.
A VeletlenFeloszt eljaras a véletlen elem indexét adja vissza az i valtozéban, ahol tehat
u <i<v. Ebbdl elballitjuk a véletleniil kivalasztott A[i] elem nagysag szerint j sorszamat:
j =1i—u+ 1, mert mind a két értéket kifejez6 médon hasznaljuk a maga helyén.

A KivKelem(A[u..v], k) rekurziv algoritmus kiils6 hivisa a teljes A[l..n] tombbel és az
eredetileg megadott k értékkel torténik. Késébb az eljards 6nmagat egy résztombre hivja meg,
esetleg modositott k értékkel. Mindig fennall azonban a Q = (u<kAl<k<v—-u+1)
el6feltétel.

KivKelem(A[u..v], k)
|

u=v

R VeletlenFeloszt(Alu..v], i)

e

t j=i—u+1

u k<j k=j k>j

T

n Return(KivElem Return(A[i]) Return(KivElem
A[u)) | Au.i-1]k) Ali + 1..v],k - j))

Miiveletigény: Mivel véletlenkivalaszt6 algoritmust targyalunk, a miiveletigényt nagyban
befolyasolja egy elem kivalasztasa a halmazbdl. Tekintsiik az 6sszehasonlitasok szamat az egyes
esetekben. A legjobb, illetve legrosszabb eset miiveletigénye filiggetlen kértékétdl, ezért itt azt
elhanyagoljuk, csak az altaldnos esetben vessziik figyelembe.

a) Legjobb eset: Elsore sikertil kivalasztanunk a keresett elemet, ekkor csak a tobbi elemet
kell - ezzel 6sszehasonlitva — a megfelel§ részhalmazba elhelyezniink, amin — 1
0sszehasonlitast jelent.

mO(n) = n—1=0(n)
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b) Legrosszabb eset: Egyrészt a véletlenvalasztas mindig egy elemet valaszt le a tobbirdl,
ekkor az egyik halmaz iires, a méasik pedig eggyel kisebb lesz, mint a korabbi halmaz.
Masrészt egyszer sem emeli ki a keresett elemet, csak az utolsé 1épésben. Ekkor az
0sszehasonitadsok szama mindig eggyel csokken, mig egy elem{ nem lesz a halmazunk.

nn—1)

MO()=(n—D+m-2)++2+1=——

= 0(n?)
c) Atlagos esetben igazolhaté, hogy az 6sszehasonlitasok szama linearis miiveletigényti,
egész pontosan AO(n) < 4n. Vezessiik be a kévetkezd segédfiiggvényeket:
1) f(n,k) = AO(n, k), ahol k a feladatban szerepld keresett nagysagrendi sorszam.
2) fj(n, k) jelentse az 4tlagos miiveletigényt, amikor az algoritmus a nagysag
szerinti j-edik elemet valasztotta ki a halmazbdl. Nyilvan annak fiiggvényében,
hogy j hogy viszonyul k értékéhez, harom esetet kiilonboztethetiink meg, és
amennyiben nem egyenldk, akkor figyelembe kell venniink a megfelel6 rekurziv
hivas miiveletigényét az elemszam, illetve k médositasa mellett, tehat:
n—1haj=k
fin, k) = m-1D)+fG—-1k)hak<j
m—-1D+f(n—j,k—j)hak>j
Bizonyitsunk allitasunkat teljes indukciéval:
1) Kicsi n-re teljesiil az allitas, példaul £(1,1) < 4,és f(2,1) = f(2,2) <8
2) Tegylik fel, hogy az allitas igaz 1,2,..n — 1 értékekre.
3) Tekintsiik n-re az atlagos esetet:

fouk) =~ Zf,(nk)——n(n—l)+ Z =1k +— Zf(n —jide=)) <

j=k+1

r 1

fj (n, k) definiciéja indukcios feltevés

<= n(n—1)+ 2 4G —1) + - 24@ =

] k+1
- - - - k-1
1 1 4 4 4
= (n—1)+ZZ4j+gZ4(n—j) = (n—1)+ZZj—ZZj+EZ(n—j) =
j=k j=1 j=1 j=1 j=1
k=
-1+ 4n(n—1) %zn_zj)z

=3(n—1)_{_%(,{_1)(n—2)+(nz_2(k_1)):

n—l)2 4 n?

3 D42 k— D — ) 5 1)+4( <3n+ —4
= n n n = n n 2 s on 4 = 4n

Tehat belattuk, hogy tetszdleges n, k értékekre f(n, k) < 4, az eredeti allitas fennall.
AO(n) < 4n
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