16. Az AVL-fa
(Adelszon-Velszkij és Landisz, 1962)
Definicid: t kiegyensulyozott (AVL-tulajdonsagll) <> t minden x cstcsara:

| h(bal(x)) —h( jobb(x))|<1.
Pl.:

A majdnem teljes binaris fa AVL-
tulajdonsagu.

Az AVL-fara, mint specialis alakt keresdfara, valtozatlanul érvényesek a levezetett
miiveletek.

Minden miivelet (beszuras és torlés) utan ellendrizziik, és ha kell, helyreallitjuk az AVL-
tulajdonsagot.

Belatjuk: 1. Az AVL-fa maximalis magassaga: 1,44log, n.
2. Az AVL-tulajdonsag helyreallitasa ©(1) (illetve O(nlogn)) miivelettel!

Legkevesebb pontszamt legmagasabb fa: Fibonacci-fa
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Osszefliggés az AVL-fa pontszama és magassiga kozott:
1) n adattal felépithetd fa minimalis magassaga? — Majdnem teljes binaris fa

2) n adattal felépithetd fa maximalis magassaga?

Ugyanez mashogy: az adott h magassagu AVL-fak kdzott mennyi a minimalis pontszdm?
3 S
n 12345678910 11 12 13 14 15 16 ... 19 20
n 0 1 2 4

Jelolje n(h) a h magassagi AVL-fak minimalis pontszamat. P1.: n(4)=12.
Rekurziv 6sszefiiggés:

n(hy=1+nh-1)+n(h-2) (h>2)
n(0)
h-1 h-2
n()=2
Legyen g(h)=g(h-1)+g(h-2) - Fionacci-sorozat; F, =0,F =1,F, =1
g(0)=2
g(1)=3
A g(h) sorozat a ,,3-mal eltolt” Fibonacci-sorozat:
gh)y=F;

Ismeretes, hogy F, :L 1+5 - ﬂ
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log, n(h): a h-hoz tartoz6 minimalis pontszam
h:az n-hez tartozo h

Meggondolhat6, hogy eredményiink alapjan a ,,forditott” kérdésre is érvényes a valasz.
Ez azért kedvezd, mert lattuk, hogy a keres6fa miiveletei

T (1) =0(h(1))
J (mostani eredményeket figyelembe véve)
T(n)=0O(logn)
Kérdés: Az AVL-tulajdonsag milyen raforditassal tarthato fenn?

A hibas esetek megfoghatok 2 sémaban (+ tiikorképeik):
A) (++, +) szabaly

Ez jelzi, hogy elromlott az AVL-tulajdonsag

b+l
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a<X<f<y<y

Ezt a transzformaciot (és a tobbit is) forgatdsnak nevezik.

Ennek a tiikorképe a (--, -) szabaly.



Pl.:

e
Ha a fiban nem szerepelne a @ , akkor a @ romlana el, és csak ezt kellene
helyreéllitani.

Induljunk el a beszurt csucs sziil6jétol a gyokér felé. Addig menjiink, amig (a korrekciokat
elvégezve), = vagy ++ nem jon, illetve amig nem valtozott csucshoz nem ériink (legfeljebb a
gyokérig); a ++ esetben javitunk, ott = lesz, és tovabb mar nem kell nézni.

B) (++, -) szabaly

h h
h-1 h parositdsok
h h-1

Forgatas

A<X<P<I<y<y<o

Ennek a tiikorképe a (--, +) szabaly.



Pl.:

Hogyan kell 4brazolni az indikatorokat?
Vagy 2 biten 3 informaci6 vagy 2 byte-on a 2 magassagértek.

Torlésnél a fizikailag torolt cstics sziiléjénél kezdjiik a korrekcidt.  (Ide kiegészités tartozik)

Az AVL-tulajdonsag ellenérzése egy utvonal bejarasaval elvégezhetd, ami O(logn) idejii. A
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tehat O(logn)+O(logn)+O(1) =O(logn) marad a miiveletigény.



Kiegészités
Megvizsgaljuk, hogyan lehet helyreéllitani egy elromlott AVL-fat.

1. Beszuras

A. Ha a beszlras hatasara
(++, +) tipusu lett az AVL-fa,
akkor az 0j levél a y részfaba
kertilt. A beszlras elott
a fa magassaga h+2 volt.
A forgatas utdn ismét h+2 lett
a magassag. Ezért feljebb, a faban
(ha a 1étezik) valtozatlanul érvényes
az AVL-tulajdonsag;
nem kell feljebb menni ellendrizni
¢s nem kell forgatni.

h+l

B. Ha a beszuras utan elromlott
fa tipusa (++, -) tipusu, akkor az
uj levél a ,,z” alatti [ -ba vagy
y -ba keriilt.

Eldzdleg a z csucs
alatt igy nézett ki a fa:

h h
By bl PR } -

h h-1

A beszlras utan az egyik részfa magassaga h lett, a masik maradt h-1.

Lathato, hogy a beszuras eldtt az x gyokeri fa magassdga h+2 volt, a forgatas utan ismét h+2
lesz. Ezért feljebb, ha van befoglal6 fa, ott mar nem romolhat el az AVI-tulajdonsag.

Osszefoglalva: A besziras utan az 1j levéltdl felfelé haladva a gydkér felé Gijra szamoljuk a
csucsok cimkéit ezen az Gtvonalon. Ha egy x cstics cimkéje ++ vagy — lesz, akkor az x
gyokerl (rész)fa forgatasaval helyreallithaté az AVL-tulajdonsag. Beszuras utan tehat mindig
elegendo egyetlen forgatas, ha elromlott a fa. Miiveletigény ©(1).



2. Torles

Hasznaljuk az el6z0 abrakat!

A. (++, +) A torlés o tortént. Az o részfa magassaga (h+1)volt és h lett. Az x gyokerti fa
magassaga (h+3)-r6l (h+2)-re csokkent.

B. (++, -) A torlés itt is o -ban tortént. Az @ magassaga h+1 volt, h lett. Az x gyokert fa
magassaga (h+3)- 16l (h+2)-re csokkent.
(Ebben az esetben lehet | £ |=| y |=h.)

Osszefoglalva:
Mivel az x gyokert fa magassaga csokkent a forgatassal, ezért feljebb is, ha van befoglal6 fa,
elromolhatott az AVL-tulajdonsag. Mindkét esetben.

Torlés utan a tordlt elem sziil6jétdl kezdve elindulunk felfelé és Gjra szamoljuk a csticsok
cimkéjét, ezen az utvonalon. Ha egy x cstcs cimkéje ++ vagy — lesz, akkor az x gydker(i
(részfa) forgatasaval helyreallithatjuk annak AVL-tulajdonsagat. Ha x nem a gyokér, akkor
feljebb kell 1épni és folytatni kell az ellendrzést. Szélsdséges esetben az adott titvonal minden
pontjaban forgatni kell. Ez torténik, ha Fibonacci-fa legkisebb magassagu ,,jobb sz¢ls6”
elemét toroljiik. Miveletigény: O(nlogn)




