12. Gyors rendezés
(Quick Sort)

Az egy elemet helyre rako rendezések osztalyaba tartozik. A rendezés lényege, hogy tetszés
szerint kivalasztunk egy elemet, kivesszilk a sorozatbdl, majd a sorozat tobbi tagjat a
kovetkezOképpen helyezziik el a kivett elem két oldalan:
- egyik oldalra a kivett elemnél nem nagyobbakat
- masik oldalra a kivett elemnél nagyobbakat.
Az igy létrejott sorozat mindkét oldalan ismét végrehajtjuk a rendezést, amig teljesen
rendezett sorozatot nem kapunk.

S rendezett < 3xX:
S=S"xS”
S’elemei < x < S’ elemei
S’ és S”’ rendezettek

Az eljaras altaldnos megfogalmazésa az S sorozatra:

(__EHR(S) )
IS| <1
- {1 Véletlenszerlien kivalasztjuk x-et
%) Kivalaszt (8,x) (¢— x-eteltavolitjuk az S sorozatbol
S:=SCx
=~ Q= S<=X {3 S’-be keriilnek az x-nél nem nagyobb elemek
«— >X <::|
S” =8 S’-be keriilnek az x-nél nagyobb elemek
i . LR
EHR(S )’ EHR(S ) — Rekurziv hivas a két sorozatra
QY 29 .
"o S:=8"x S Osszeflizés; S rendezett lesz

A quicksort eljarast az A[1..n] tombre szoktdk megfogalmazni; a véletlen elemkivalasztas
nem szerepel benne, mert a tomb altaldban tekinthetd véletlenszeriinek.

(" QUICKSORT (A. ah, fh) )
|

ah > th
A Helyrevisz (ah, th, k) ¢ Helyére viszi az A[ah]
7~ QuickSort ( ah, k-1) elemet, (vagy A[fh]-0).
- QuickSort (k+1, fh)




A helyrevisz eljarés két valtozatat ismertetjiik.
(az 1. valtozat A[ah]-t viszi a helyére, a 2. valtozat A[fth]-t viszi a helyére.)

Helyrevisz 1. valtozat

Az A tomb A[u..v] részletében helyére viszi az A[u] elemet. Meghivaskor u<v, ugyanis az
u>v esetben a QuickSort SKIP 4ga hajtodik végre.
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- i-vel (n+1)-r6l elindulva, jobbra haladva 1épjiik at azokat az elemeket, amelyekre
Ali] < Alu].
j-vel v-rdl indulva, balra haladva 1épjiik 4t azokat az elemeket, amelyekre A[u] < A[j].

Otlet:

- Az dbran egy olyan megallas lathato, amelyben i<j, és természetesen A[i] > A[u] és
A[j] < A[u]. Ekkor cseréljiik meg a két elemet.
Lépjiink tovabb mindkét mutatoval, és folytassuk ugyanigy tovabb.

A csere utan:

&)
@, 1 tovabb 1ép, j azonban nem. Csere!
[5[2[5[4[3[7[4][7]5]

+_*

Ujabb csere utan:

1 és j atlépték egymast, természetesen nincs csere.

1512]5[4]3]4[7]7]5]

[

1)
- Az eljaras mindig igy all meg, hogy i és j atlépik egymast: j <i. Azért van ez igy, mert az
AJu]-nak egyenld elemeket mindketten atlépik. = A 6 ciklus feltétele: 1 <

- Az i jobbra Iéptetésére ,,fizikai korlat”: 1<v l Ezeket beépitjiik a két
- A j balra Iéptetésére ,,fizikai korlat” :u+1 <j j fiiggvénybe.

- Haj <i, vagyis i és j atlépik egymast, akkor A[u]-t megcseréljiik A[i-1]-gyel, és k=i-1
mutatja az A[u] elem helyét.

- Ha specialisan i=u+1, azaz nincs A[u]-nal kisebb-egyenld elem, akkor a csere hatasa:
Afu] <> Afu], ami helyes (csak folosleges).



(_ HELYREVISZ 1(u,v. k) )

1,j =utl,v

i <]

1<v A A[l] <A [u]

1:=1+1
utl <j A Afu] <A[j]

=il
1<]j

CSERE (A[i], A[j])
1:=1+1, j:=5-1

dIS

CSERE ( A[u], A[i-1])
k:=1-1

MOu; (n) = n-1, s6t ez az 6sszehasonlitasi szam fix médon n-1 = O (n) =n-1

MCSy; (n) = L ”T_l J 1
mCSy; (n)= 1



Helyrevisz 2. valtozat

Q: u <v véltozatlanul, de most az A[v]-t vissziik helyre.
Otlet:
u @ v
[2]6]1[7]5]3]5]5]

T2

CSEre

- i-vel u-rdl indulva, jobbra haladva Iépjiik at az A[i] < A[v] elemeket.

- Legyen a tovabblépés feltétele i<v A A[i] <A[v] = 1 :=i+].
(Lehetne i<v is, de most maradjunk a fentinél)

- Ha i<v és A[i] > A[v], akkor cseréljiik meg a két elemet:

. i,

[2[s5[1][7][5[3]5]6]

1

CIere

Csere (A[i], A[v]).
Allitsuk be u-t és v-t a keresés 0j sziikebb tartoménya hataraira:
u:=1 v=v-1
- Valtsunk irdnyt és i-vel v-rdl indulva, balra haladva Iépjiink at az A[i] > A[u] elemeket.

- A tovabblépés feltétele: u<i A Afu] <A[l] = 1:=1-1

- Ha u<i és Au] > A[i], akkor cseréljiik meg a két elemet, allitsuk be u-t és v-t:
Csere ( A[u], A[1])
u:=utl; v:=i
¢€s ismét valtsunk iranyt....

- Hogyan éll le az algoritmus?

Jobbra haladva 1 atlépi v-t, pl.: u \4 @
...\‘4\5\3\5\...

1—

Ekkor A[v] a helyén van.
Legyenk :=1i-1 (vagyk:=v) ésu:=1.

Balra haladva i atlépi u-t, pl. .: @ u N
...\5\7\5\6.\...

1

Ekkor Alu] a helyén van.
Legyenk :=uésv:=i.



Végiil tehat u és v atlépték egymast.

(' HELYREVISZ 1(u,v.k) )

Irany := jobbra

u

irany = jobbra

irany = balra

1:=u

1:=v

i<v A A[]<A[V]

u<i A Afu]<A[]

i:=1itl 1:=1-1
1<v u<i
Csere (A[i], A[v]) Csere (A[u], A[i])
k:==v k:=u
u:=1;v:=v-1; ) u:=utl;v:=1i; )
u =i v =i
irany := balra irany := jobbra




Hatékonysag elemzés
Még egyszer az algoritmus: Hivas:

QuickSort(A, 1, 1) (QUiCkSOI’t(A, ah, fh)

A Helyrevisz utasitas 6sszehasonlitas szdma: ah> f(n)

a (rész)tomb elemeinek szama-1.
Helyrevisz (ah, th, k)

QuickSort (A, ah, k-1)
QuickSort (A, k+1, th)

OHelyre (n) =n-1

, ahol n>2, hiszen 1-elemil vagy iires résztombre
nem hivjuk meg.

o= R ®»

A QuickSort teljes 0sszehasonlitas szdma erdsen fligg az input permutacioitol.

Legrosszabb eset: az abszolut kiegyensulyozatlan szétvagas. Ekkor a helyrevitt elem mindig a
vizsgalt résztomb valamelyik szélére kertil.
Ez kovetkezik be, példaul: trividlisanaz 12 ... n vagy az n(n-1) ... 2 1 esetben.

MOQuick (n) = (n - 1) + I\/I(")Quick (n - 1)

M(")Quick 2)=1

Kifejtve:

MOQuick(n):(n—1)+(n—2)+._.+2+1: n(n—l)

=0(n%)

A QuickSort eljaras nem illeszkedik az elérendezettséghez, példaul, rendezett input sorozat
esetén négyzetesen mikodik.

Legjobb eset: az abszolut kiegyensulyozott szétvagas. Ekkor a helyrevitt elem mindig kdzépre
keriil és a résztomb felezddik, kb. két egyenld részre valik szét.

Ha példaul QuickSorttal rendezziik a kovetkezd tombot:

[5]1]4[3[2]7[6]8]

Akkor az 5 helyrevitele (1. eljaras) utan a kovetkezo szétvagas kovetkezik be:

12]1]4[3]5]7[6]8]




Folytatva a 4-, illetve a 3-elemii résztombok rendezését, végiil a kdvetkezd rekurziv hivasi
fahoz jutunk:

QsS:
[5[1]4]3[2[7]6]8]
5 helyrevitele Ha csak a rendezend6
(rész)tomb elemszamat
tiintetjiik fel:

Soriars] Slels) ©

7 helyrevitele
2 helyrevitele ° e

Qs:[4]3 ] 8]
- 4 helyrevitele - 0 e 0 @
i
O

Egy masik, fiktiv példa konkrét adatok nélkiil n=12 elemre a kovetkezd:

A rekurziv hivasi fa
magassaga:

k=3=|log, n].

Altalaban is igaz, hogy
abszolut kiegyensulyozott
szétvagas eseten:

k=[log, n|.

Az Osszehasonlitdsok szama a Helyrevisz eljarasbol adodik, amelyet a legals6 szint
kivételével, az afeletti szinten meghivunk.
Erre a fara példa:

O(12)=11+4+5+1+1+1+2=25.

Egyszeri becslés: MOy, (N)-re:

Azon szintek szama, amelyeken a Helyrevisz eljarast meghivjuk: |_10g2 nj )
Az 0sszehasonlitasok szamanak 6sszege minden szinten: < (n—1).
gy

MOy () < (n—1) |log, n|<log, n.



Ugyanezt megkaphatjuk kissé ,,szabalyosabb” médon ugy, hogy felirjuk a minimalis
Osszehasonlitas szam rekurziv fiiggvényét.
Jelolje f(n) :=mQOqq (N)

f(0)=f(1)=0

S (N N

Ezutan pedig teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy f(n)<nlog,n.

Atlagos eset: AQyq (N) =?
Jeloljiik az egyszerliség kedvéért: f(n):= A(")Quick (n)

Tegyiik fel, hogy minden input permutécio egyforman valoszini.

TP |
Ekkor ez a valosziniiség: —!
n

Ha A[1] a rendezés szerint k-adik a sorban, akkor a Helyrevisz eljaras végrehajtasa utan az
A[k] helyre keriil és egy (k-1) és egy (n-k) hosszu résztombot kell tovabb rendezni
QuickSorttal.

Jeloljiik ezt az esetet (n|k)-val. Az atlagos 6sszehasonlitas szamot nyilvan ugy kapjuk meg, ha

ak=1, 2, ..., n eseteket mind figyelembe vessziik 1 valosziniséggel: f(n) = lz f(n|k).
n Nia

Egy k értékre pedig: f(n|k)=n—-1+ f(k+1)+ f(n—k).
Tehét f(n)=%i[(n—1)+ Fk=1)+ f(N—K)]
f(n):(n—l)+%zn:[f(k—l)+ f(n—k)] =

k=1

:(n—1)+%[ﬁg)+ f(n=-D+fO+f(n=-2)+..+ f(n—1)+L(9]
f(n):(n—1)+%zn:f(k)
k=1

Azt allitjuk, hogy ennek a rekurziv egyenletnek a megoldasara
f(n)<2nlnn (n>1).

Bizonyitas: n=1 f(1)=0 ezt tudjuk, és valoban 2In1=10
n =2 (nem kellene ugyan megnézni, de ...) f(2)=1<2In2=2%0,69=1,38



tegylik fel, hogy igaz az 6sszefliggés 1, 2, ..., (n—1)-re, ekkor

f(n):(n—1)+%ni f(k)S(n—l)+%ni2klnk =
k=1 k=1

n-1 n
:(n—1)+f2klnk s(n—1)+fjxlnxdx=
nie nsy

2 2" 2
_n=n+ 2 | XX X o+ A pinn—1]-2] 221 <
n 4 5 n 4 nl——

2 0,3863

S2nlnn+(n—1)—n—i0,39<2nlnn
n

Azt kaptuk, hogy AOy, (N) < 2nInn ~1,3863nlog, n.



