6. Els6bbségi (prioritasos) sor

Koznapi fogalma, megjelenése: pl. siirgdsségi osztdlyon a paciensek nem a beérkezési
idének megfeleléen, hanem a siirgdsség mértéke szerint keriilnek ellatasra. Az operacios
rendszerekben a prioritasos jobok feldolgozasa is hasonl6 elv alapjan torténik.

Keressiik azt az adatszerkezetet, amelyben az elsObbségi sor tipus taroldsa hatékony
modon lehetséges. Ez azt jelenti, hogy szeretnénk, ha az elsébbségi sor miveleteit a lehetd
leggyorsabban tudnank végrehajtani. J6 lenne olyan strukturat taldlni, amelyben a beérkezo
beteg elhelyezése, illetve az ellatasra kovetkezd paciens kivalasztiasa (egylittesen) minél
rovidebb 1d6t venne igénybe. (Milyen elrendezésben iiltessiik le dket a varoteremben? A
valasz nem trividlis, altalaban egy kezd6 nem is ismeri, noha a veremrdl, sorrél mar tudja,
hogy hogyan néznek ki.)

6.1. ADT

Az egyszeriség kedvéért a P prioritasos sor tipusba csak az egyes elemek prioritasat

tessziik be, az elemet magat nem. Igy a sorban csak N-beli elemek vannak.

1. Mitiveletek Ezen miiveletek elnevezése mas konyvekbdl
Empty: —P Ures Create
IsEmpty: P—L Ures? Empty?
Insert: PxN—>P Sorba Enqueue
Max: P—>N Els6 Prior / Els6 Elem MaxPrior
DelMax: P —>PxN Sorbol Serve / Dequeue

2. Megszoritasok:

Dmax = Dpeimax = P\ {Empty }
3. Axiomak: Vp € P-re, Vn € N
1. IsEmpty(Empty) vagy p = Empty = IsEmpty(p)
2. IsEmpty(p) = p = Empty
3. —IsEmpty(Insert(p,n))
4. Max(p) = DelMax(p), , ahol a 2-es index a par masodik komponensét jelzi.
5. Insert(DelMax(p)) =p
6. —IsEmpty(DelMax(p),;) — Max(p) > Max(DelMax(p);)
7. n > Max(p) — DelMax(Insert(p,n)); = p A Max(Insert(p,n)) =n
8. n < Max(p) — Max(Insert(p,n)) = Max(p)
9. DelMax(Insert(Empty,n)) = (Empty,n)
10. Max(Insert(Empty,n)) =n

Megjegyzés: A 4.-8. axidmaknal feltettiik, hogy —IsEmpty(p).



6.2. ADS és reprezentacios szint

A két pontot egyiitt targyaljuk, ugyanis meg kell vizsgalni, hogy milyen reprezentacidval
tudjuk leghatékonyabba tenni a tipus miiveleteit. A kiilonb6z6 megvalositasi médok pedig
kiilonboz6 szerkezeti tulajdonsadgokat eredményeznek, melyekkel az ADS-szint foglalkozik.

A kovetkezokben latni fogjuk, hogy barmely megvalositast is valasztjuk, az Empty és
IsEmpty miiveletek ®(1) hatékonysaguak, ezért mindig csak a tobbi miivelet hatékonysagat
vizsgaljuk.

1. Megvalésitas: Rendezetlen tombbe keriilnek az elemek, pl. a beiras sorrendjében.

| | | | | | | k jelzi a mindenkori elemszamot.

Az egyes tipusmiveletek hatékonysaga (T(n) az 6sszehasonlitdsok szamat jeloli):
— Insert (A[1..n],t): Ha a tomb nincs tele, akkor k értékét noveljik 1-el, A[K] értékét
t-re allitjuk. T(n) = O(1).
— Max (A[1..n]): Ha a sor nem iires, akkor egy MaxKer-rel megoldhat6 a feladat.
T(n)=n-1=0(n).

— DelMax (A[1..n]): A maximalis és egyben torlendd elem megkeresése az eldzdek
alapjan torténik. Ha i a legnagyobb elem indexe, akkor a torléshez A[i] megkapja
A[K] értékét, k értéke pedig 1-el csokken. T(n) = O(n).

(Insert (A[1..n1,1)) ( Max (AT1.n) ) ( DelMax (AT1..nT) )
|
k=n k=0 k=0
k:=k+1 MaxKer (A[1..K],i) MaxKer (A[1..k],I)
HIBA HIBA :
ALK] ==t Return(A[i]) t:= Ali]
HIBA |  A[i] = ALK]
k=k-1
Return(t)

Megjegyzés: Ha T(n) nem korlatozodik az dsszehasonlitasok szamdra, hanem 4ltalaban
végrehajtasi idot jelol, a fenti nagysagrendek akkor is jok.

Javitas: Nem nevezhetjiik 1j megvaldsitasi modnak az aldbbiakat, az el6z6hez képest csak
Uj valtozot vezetiink be:

T[] ] | maxh mindig a maximalis elem indexe (helye)
méxh




Az igy moédositott stuktogramok:

(Insert (A|[1--n],t)> C Max (A[1..n]) ) ( DelMax (A[1..n7) )
k=n k =| 0 k :| 0
o k:=k+1 HIBA | Return(A[maxh]) t := A[maxh]
]13 Alk] =t H| A[maxh]:= A[K]
A t > A[maxh] é k=k_1
maxh :=k | SKIP A | MaxKer (A[1..k],maxh)
Return(t)

A miiveletigények:

— Insert: valtozatlanul T(n) = ©(1), mivel maxh karbantartasa itt egyetlen (feltételes)
értékadassal megoldhato6.

— Max: T(n)=0(1), itt tehat javitottunk!

— DelMax: T(n) = ®(n), mert a (eleve megjeldlt) maximum torlése utan a maxh
karbantartdsahoz jra végre kell hajtani egy MaxKer-t.

2. Megvalositas: Rendezett tombben helyezziik el az elemeket. A maximalis elem mindig
az utolso.

Hasznaljuk ki azt, hogy egy rendezett tombben egy elemet logaritmikus (=binéris)
kereséssel lehet megtalalni. Ha a keresett elem nincs a tdmbben, akkor a logaritmikus keresés
jelzi ezt és ebben az esetben a keresés indexeinek végso helyzete alapjan meg lehet mondani,
hogy hol lenne a keresett elem helye (HF!). Oda be is szirhatjuk az elemet, ha a téle jobbra
1évoket eggyel jobbra 1éptetjiik. Az alabbi LogKer (A[1..K],t,i) tehat agy miikodik, hogy ha a t
elem nincs A[1..K]-ban, akkor az i index értéke jelzi, hogy hol lenne a helye, azaz hova kell
beszurni.

(tnsert (A[1..n11)) ( Max (A|[1..n1) ) CTIED
| .
k=n k=0 k :l 0
LogKer (A[1..K].t,i) HIBA | Return(A[K]) t:= ALK]
=Kk HIBA |k ==k 1
jzi Return(t)
HIBA Alj+1] = Alj]

j=j-1

Ali] =t

k:=k+1




Megjegyzés: Ez a specidlis Insert mar egy javitasi kisérlet eredménye ahhoz a valtozathoz
képest, amely linearisan keresi meg a besziras helyét.

A miiveletigényekre térve, itt az Insert miatt MT(n)-et, vagy AT(n)-et kell szdmolnunk. A
logaritmikus keresés atlagos 6sszehasonlitas szama kb. log, n — 1, tehat nagysagrendben log n,
a 1éptetés pedig atlagosan k/2 elemre vonatkozik, ahol k a tomb aktualis elemszama, ami
pedig atlagos esetben n/2-nek vehetd. A l1éptetések varhatdo szama igy kb. n/4, ami
nagysagrendben linedris.

— Insert: AT(n)=0(log n) + G(n) = B(n).
MT(n) = ®(n) (nyilvanvaloan)

- Max: T(n)=0().

— DelMax: T(n) = O(1).

Az Insert és a DelMax miiveletek hatékonysdgara pont forditott eredményt kaptunk, mint
az el0z6 reprezentacioban. Ez a masodik abrazolés érezhetden kevesebbet dolgozik, de
nagysagrendben nincs koztiik kiillonbség.

3. Megvalésitas: Egy kupac tulajdonsagt fat toltiink fel az elemekkel. A kupac (heap)
egy olyan majdnem teljes, balra tomoritett binaris fa (tehat az utolsé szint jobb oldalarol
esetleg hidnyozhatnak elemek), amelyben minden belsd elem nagyobb, vagy egyenld, mint a
gyermekei.

De a szamitastechnikai megvaldsitas ebben az esetben sem lesz pointeres, ajanlott a fat
szintfolytonosan egy tombbe rakni. (Jegyezzilk meg: a heap-et mindig tombben abrazoljuk,
nem pedig pointeresen!) Ha az eredetileg meglévd kapcsolatokat ldnconként behuzzuk a
vektor egyes elemei kozott, akkor lathatjuk, hogy a tomb sem nem rendezetlen, sem nem
teljesen rendezett, hanem egy bizonyos kompromisszumos részben rendezettség 4ll fenn: az
elemek az egyes lancok mentén rendezettek, mivel csokkend sorozatokat alkotnak.

OEENC) . N

Az egyes tipusmiveleteket itt csak intuitiv szinten adjuk meg, pontos megirasukra késdbb
keriil sor (lasd: kupacrendezés / heap sort).

— Insert: Az 10j csucs beszlrasaval meg kell tartanunk a kupac tulajdonsagot, ezért az 1j
csucs az utolso sorba, balrdl az elsé iires helyre, vagy ha az utolso sor teljes, akkor
egy uj sor bal szélére keriil. De még rendbe kell hozni a csucsok értékeinek
viszonyat, tehat elemcseréket végziink alulrol a gyokér fel¢ haladva a megfeleld
¢lsorozaton (tombnél a megfeleld lancon), ameddig sziikséges. Nézzik ennek
miukddését az alabbi kupacon, ha a 15-6s értéket szlrjuk be:



1. csere

A miuveletigany ekkor atlagos ill. legrosszabb esetben is a fa magassagaval lesz egy
nagysagrendben, ami n elemii fa esetében \_log2 nj. Tehat AT(n) = MT(n) = O(log n).

— Max: Ebben az esetben csak kiolvassuk a gyokérben 1évo értéket.

— DelMax: A gyokérben 1év6 értéket kiolvassuk, majd a szintfolytonos bejards soran
utolsoként bejart (jobb also) értéket rakjuk a gyokérbe, az utolsd csucs kitorlodik. A
kupac tulajdonsidg megtartasa érdekében a gyokérbe keriilt értéket elemcserékkel
lesiillyesztjiik (mindig a nagyobb gyerekkel cserélve) a megfeleld helyre. Az aldbbi
kupacon lathatjuk ennek miikodését:

A miiveletigény itt is a fa magassagaval ardnyos: AT(n) = MT(n) = ©(log n).



Foglaljuk 6ssze egy hatékonysagi tablazatban a kiilonb6z6 megvalositasok jellemzoit:

Rendezetlen tomb 1. | Rendezetlen tomb 2. Rendezett tomb Kupac
Insert 0(1) 0(1) O(ogn)+0O(N)=0() | O(log, n)
DelMax O(n) O(n) 0(1) O(log, n)
Max O(n) O(1) O(1) O(1)

A Max miiveletre a javitas utan mar mindhdrom reprezentdcioban konstans 1épésszamot
kaptunk.

A két fontosabb miivelet az Insert és a DelMax a kupac reprezentdcioban
kiegyensulyozott modon hatékonyabb, mint az els6 kettében. Ezt akkor latjuk igazan, ha egy
olyan miivelet sorozatot hajtunk végre, amelyben vegyesen szerepel beszuras és a maximum
torlése.

6.3. A prioritasos sor felhasznalasa rendezésre

Talaltunk egy nagyon egyszerli és taldn meglepd algoritmust, amely az emlitett két
miveletet egyenld szdmban hajtja végre mitkodése soran.

( RendPrior (S) )
|

Empty (p)
S#*¢g
Read (s,X)
Insert (p,X)
~IsEmpty (p)
DelMax (p,Xx)
Write (X)

Az eljaras az s szekvencialis inputrol beolvasott értékeket sorban beteszi egy (kezdetben
iires) elsdbbségi sorba. Azutan pedig sorban kiveszi az elemeket az els6bbségi sorbdl. A kiirt
sorozat nyilvan rendezett lesz! Ez a rendezés minden bizonnyal meglepd, hiszen nincs benne
egymasba dgyazott ciklus. Ennek az a magyarazata, hogy az algoritmus szintjén el van
takarva eldliink a felhasznalt adatszerkezet megvalositdsanak modja.

(Erdekes HF és vizsgakérdés annak a meggondolasa, hogy milyen rendezd algoritmust
kapunk az egyes reprezentaciok esetén!)

Elemezziik most ennek az algoritmusnak a miiveletigényét mindharom reprezentaciod
esetén! Ennek soran a bevezetett miiveletek egész sorat vessziik szamba, ezaltal ugynevezett
amortizacios elemzést hajtunk végre. Mivel csak nagysagrendekkel fogunk szamolni,
mindegy, hogy az dsszehasonlitdsok maximalis vagy atlagos szdmat hatarozzuk meg, hiszen a
két mennyiség mindig azonos nagysagrend.

Az alabbi elemzés alapjan joggal mondhatjuk, hogy az elsobbségi sornak kupaccal
megvaldsitasa hatékonyabb a masik két abrazolasi modnal!




Reprezentaciotol fliggetleniil igaz, hogy

n-1 n

MT (n) = TEmpty + z MTInsert (n) + Z IVITDeIMax (n)

k=0 k=1
€s AT(n)-re is hasonlo Osszefliggés igaz.
Szamitsuk ki a fenti kifejezés nagysagrendjét a harom reprezentacioban.

1. Rendezetlen tomb

MT (n) = (1) + n@(1) + n@(n) = O(n’)

2. Rendezett tomb

MT (n) = ©(1) + nO(n) + n@(1) = O(n*)
3. Kupacos dbrazolas

MT (n) =0O() +20(log, 1 +log, 2 +...+log, N)

Azt allitjuk, hogy ennek az 6sszegzésnek az eredménye nagysagrendben nlogn-es,
azaz:

MT (n) = ®(nlogn).

Bizonyitas:
A kiszamitando Osszeget, mint a log, X fliggvény beirt téglalapjainak teriiletosszegét,
tekintsiik integral kozelité 0sszegnek. Ekkor

n+l1 n+1

log,1+log,2+...+log, N~ Ilogz X dx=ﬁ jlnx dx =
1 n 1

= L[x Inx-x]'"" = L[(n+1) In(n+l) — (n+) +1]~ 1,44 -nlnn =
In2 In2

=nlog, n=0O(nlogn)

log, n

1 n n+l




