Név (olvashatoan): Név (alairas): EHA KOD:

Formalis nyelvek vizsgadolgozat 2011. december 28.
Megoldas

A maximalisan megszerezhetd pontszam 62. A sikeres vizsga el6feltétele, hogy az els6 5

kérdésbal el kell érni legaldbb 17 pontot (a 34-bdl). Az eléfeltételt teljesitOk osztalyzata:
[0sszesitett pontszam/10], de legalabb 1 és legfeljebb 5.

Kérjiik, csak a valasznak kihagyott iires helyre irjanak!

1. Melyik allitas igaz tetszéleges L, L1, L2 nyelvek esetén az alabbi allitasok koziil? (Jelolje a
megfelelé valaszt! 2 pont kérdésenként, +1, ha mind jé, -1 a rosszért.)

. LiNL,=J = L, LNL,L=J igaz nem igaz

(Ellenpélda adhato: Li= {e}, L,= {a}, és L= {¢, a} nyelvekre L1NL,=<J és mégis
LiLNLoL={e, a}N{a, aa}= {a}= )

. (Lo*Ly*)* = (Lyuly)* igaz nem igaz

(Kihaszndljuk a regularis miiveletek monotonitdsdt és a * lezardsi tulajdonsagat, (L*)*=L* -ot.
= Ly*Li* c(Lihly)* (Licky)* o ((Licky)*)*= (LicLy)*, ahonnan

(L*La*)* = ((Lacho)®)* = (Liho)™

< Vilagos, hogy Lic Ly*Li* és Lo Loy*Ly*, ahonnan Ly (L, Lo*La ¥, amibdl * monotonitasa
miatt az dallitdas kovetkezik.)

. L=L"* igaz nem igaz

(Itt L* nem tartalmazza ¢ —t (hiszen L * tartalmazza), mig L * definicié szerint igen.)

2. Adja meg a kovetkezo definiciok, jelolések jelentését (kérdésenként 1 pont, +1, ha mind
jo)!

a. VDA-K esetében a 5: Q x T* — Q Kiterjesztett allapot-atmeneti fiiggvény:

Rekurzivan: 5( q,€) = q; (q,vt) = 8(8(q,v),t) , ahol g € Q, v e T*, teT tetszlegesek.

Iterativan: Legyenek q € Q, v e T*, k:= I(v), v=tito...t. 8(q,v) = q', ha léteznek olyan cy, C1,
... C allapotok, hogy co =0, Ck=q’ és minden 1 <j<k-ra ¢j=5(Cj,t) .

b. L(A), ahol A véges, standard jelolésii nemdeterminisztikus automata:
L(A) ={u; ueT*és d(qo, u) N F# I}

C.. L Rekrel
Olyan nyelvek osztalya, amelyekhez 1étezik a nyelvet felsorolo algoritmus. A felsorolt nyelv a
felsorolo algoritmus altal a futds soran a sz6 tipusu output valtozoba kiirt szavak dsszessége.



d:q I q’, ahol q,q’ egy VDA illapotai:
gL qgeoVvreT'(8(q,u) e Fd(q,u) e F)

e.: LF(V), ahol V egy (1)veremautomata a standard jeloléssel:
LF(V) = {u; ueT* és [qq, u, o] 7* [f, &, a] valamely feF és ae T esetén}

3. Adja meg a kivetkezo konstrukciokat, képleteket (3 pont kérdésenként, +1, ha mind jé)!

a. Az L regularis nyelvhez készitett AL automata:

Egy L < T* nyelv valamely p € T* széra vonatkozé maradéknyelve: L,:= {v, pv € L}.
Tulajdonsagai: 1.) L,=L;2.) ee Ly« peL;3) (Ly) =Ly

MYHILL-NERODE tétele szerint a maradéknyelveinek halmazara teljesiil |{Lp; p € T"}| < oo. EZ
a halmaz lesz az alabb definialt AL VDA allapothalmaza:

Al:i= <{L,;p€ T} T8 L, {Lp e €Ly} > ahol 8(Lp, ) = Ly A maradéknyelvek el6bbi
tulajdonsagait kihasznalva belathato, hogy AL jol definialt és L= L(AL).

b. A CYK algoritmusban hasznalt H;; halmazok és rekurziv eléallitasuk:

A CYK algoritmust Chomsky-normalformaja 2. tipust nyelvtanok esetében a széprobléma
eldontésére hasznaljuk. Legyen G=<T,N, P, S> az adott Chomsky-normalformajt nyelvtan, és
szamozzuk meg szabalyait az Ax— qx alakban (k= 1,2,...,|P|). Legyen az adott terminalis sz
u=tity ... tn, N1,

A Hijhalmazokat (1<i<j<n) a kovetkezé modon definidljuk: Hi;= {A; A E>* titiv.. ..}

A rekurziv eléallitas:
Hii={Ac dk=t}, Hij={Ag 3reli.. j-1],BeH;;,CeH;,q; (ak =BC)}, hai <j.
(Ez utobbi a Hij= {Ax; 0k € U]r_:} H; Hyy1;} tomorebb alakban is felirhato.)

c. Egy G=<T,N, P, S> 2. tipusu nyelvtan feletti szintaxisfa:

G-feletti szintaxisfan olyan nem {ires fat értiink, melynek

1. csucsai a TUNuU{e} halmaz elemeivel cimkézettek,

2. belsd pontjai N elemeivel cimkézettek,

3. € cimkéjili pontnak nincsen testvére,

4. ha egy pont cimkéje Z, kozvetlen leszarmazottjaiban balrdl jobbra rendre az 74, Z», ...,Zx
cimkék vannak, akkor Z— Z; Z, ...Zy szabaly a G-ben.

4. Adja meg azt a konstrukciot, mely bizonyitja, hogy a 3. tipusu nyelvek osztilya zart a
lezaras (*) miiveletére nézve (5 pont)!

Azt kell kimutatnunk, hogy ha L tetsz6leges harmadik tipusii nyelv, akkor L” is az.

Legyen G=< T, N, P,S > egy L — et general6 3. tipust nyelvtan. A kovetkez6 alaka Gx 3.
tipusu nyelvtan az L* nyelvet fogja generalni:

G+»=<T, NU{S’}, PUD(P,S’)u {S’—>S|e}, S’>, ahol ®(P,S’) Iényegében megegyezik P — vel,
azzal az eltéréssel, hogy az A — v € P, v € T * alaka terminal6 szabalyok helyettaz A — v S’
szabaly van benne. .

5. Mit ért a véges determinisztikus automatak analizis feladatan? Kleene tételének
bizonyitasat alapul véve javasoljon médszert az analizis feladat megoldasara! (6 pont)

Véges determinisztikus automatak analizisén egy olyan regularis kifejezés eldallitasat értjiik, mely
az adott VDA altal felismert nyelvet irja le. Kleene tétele alapjan ilyen regularis kifejezés biztosan
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létezik. Az emlitett tétel bizonyitasanak egyik iranya pontosan egy ilyen regularis kifejezés alabbi
eldallitasaval torténik.

Legyen A= <{qi, 02,...,.qn}, T, 8, Q1, F> az adott VDA.

Képezziik rendre a fels6 index szerint novekvé sorrendben a kdvetkezd Lllf]- nyelveket (0 <i,j,k <n
és 1,j#0) :

L0 ={t; o(q;, t) = q,} U Ajj, ahol Ajj = {&}, ha i=j, egyébként pedig &.

Lli(,] = LS o LG (LD Lt

Ekkor L(A) = Ugjer Li; , azaz megkapjuk L(A) egy reguldris kifejezését.

6. Az alabb felsorolt nyelvek esetén azt a legnagyobb tipust kell megnevezni, amilyen tipusi
nyelvtannal az adott nyelvet biztosan generalni tudja. (Jelolje a megfelelé valaszt! 2 pont
kérdésenként, -1 a rossz valasz.)

a. 3 zardjelpar feletti helyes zardjelezések nyelve 0 1 2 3
(Legyenek a zardjelek példaul (,),{,}, [L]. A Kis Bar-Hillel lemmdaval bizonyitottuk, hogy az egy
zarojelpar feletti helyes zardjelezések nyelve nem harmadik tipusu. Ez a bizonyitds valtozatlanul
miikodik harom zardjelpar esetében is. Az alabbi 2. tipusu szabdlyrendszer viszont elédllitja oket:

S—>O)I{SH/S] 155 ]e)

b.{a"; ahol n 0 és 1000 kozé es6 primszam} 0 1 2 3
(A nyelv nyilvan véges, emiatt 3. tipusii)
c. {x"y"?%"?: n >3} 0 1 2 3

(A nagy Bar_Hillel lemmaval bizonyitottuk, hogy az {aa ; ae T*} dadogds nyelv (|T| >2) nem 2.
tipusu. Ez a bizonyitas analog modon most is miikédik. Az alabbi 1. tipusu szabdlyrendszer viszont
generdlja:

S—xSYz | xYz, zY—>Yz; xY— xy; ; yY— yy)

d. Tetszoleges rekurzivan felsorolhaté nyelv 0 1 2 3
(Tudjuk, hogy a rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztdilya megegyezik a 0. tipusu nyelvek
osztalyaval, mely a Chomsky-féle erds hierarchia tétel alapjan bévebb, mint az 1. tipusu nyelvek
osztalya.)

7. Mely nyelveket generaljak az alabbi nyelvtanok (csak a szabalyokat adjuk meg, a nagy
betiik a nyelvtani jelek, a Kicsik a terminalisok, S a kezddjel)? Indokolja roviden a valaszat
(5, illetve 4 pont)!

a. S—BDcJ, Dc—ccecD, DJ—EJ, cE—Eccce, BE—BD, BD—¢, EJ—¢, B—g, J—s.
A generalt nyelv: {c"; n=4% ahol k=0,1,2,....}

Indoklés: Ahhoz, hogy termindlis sz6t kapjunk, el kell , tiintetniink” a mondatformaban 1évé
nyelvtani jeleket. A bal, illetve jobb sz¢€lIt jel6ld B és J jelek barmikor eltlintethetok a megfeleld
epszilon szaballyal. D a B-hez ragadva a bal szélen, E pedig a J-hez ragadva a jobb szélen tlinhet
el. Az S—BDcJ kezdés utan azonnal az eltiintetd szabalyokat alkalmazva egy darab c-t kapunk.
Tovabbi terminalis szavakat a D-nek a ¢ betiikon valo, J-ig torténd atugratasaval, illetve E-nek a ¢



betiikon valo, B-ig torténd atugratasaval kaphatunk. Mindkét esetben négyszerezddik a c-k szama,
hiszen minden atugras egy mar meglevé ¢ helyett 4 darab c-t hoz be.

b.S — SBa, S—Y, YB—bY, aB—Ba, YB—bc¢
A generélt nyelv: {b"ca"; n=1,2,...}

Indoklas: Szdmozzuk az adott sorrendnek megfeleléen 1-t61 5-ig szabalyainkat! Ahhoz, hogy
terminalis sz6t kapjunk, az S nyelvtani jelet a 2. ( S—Y ) szaballyal egyszer at kell irnunk Y-ra. A
levezetésben ez eldtt 1.-et és 4.-et hasznalhattuk vegyesen, ezért a mondatforma a 2. szabaly
alkalmazasa utan Ya alaku lesz, ahol ooe{a,B}" és benne ugyanannyi B van, mint a. A B-ket csak
a sz0 baloldalan, Y-hoz tapadva tudjuk a 3. szaballyal b terminalissa atirni, melyek ezutan az Y
elétt halmozodnak fel. Az Y-t csak B mellett, mégpedig pontosan az utolsé B-vel egyiitt lehet csak
az 5. szaballyal atirni (kiilonben vagy B, vagy Y eltavolithatatlanul maradna benne). Ez az atiras
mindig hoz be egy b-t, és a sz6 kozepére pedig egy c-t.

8. Bizonyitsa be MYHILL-NERODE tételét (4 pont a sziikséges definiciok és a helyes
kimondas, 7 a teljes bizonyitas)!

Kozvetleniil a tételhez kothetd definiciok:

Egy L € T* nyelv valamely p € T* szora vonatkozé maradéknyelve: Ly:= {v, pv € L}.
Tulajdonsagai: 1.) L,=L;2) eelLy=pel;3) (Ly) =Ly

Egy A=< Q,T, 9, qo, F > VDA ge Q allapotra vonatkozé maradéknyelve:

L(A,9):={v, L(A,g)e F}.

Tulajdonsagai: 1.) L(A,qo)=L(A);2) e e L(A,g)<qeF;3.) L(Ag) = L(A, 5(q,n))

Tétel (MYHILL-NERODE): L € L3 <|{Lp;p € T} <00

Bizonyitas:

< Elég belatnunk, hogy L-hez van 6t felismerd VDA.

Mivel feltételiink szerint |{Lp; p € T} < oo, képezhetjiik a kovetkezd Al VDA -t

Ab=<{Lp;p € T'}L, T, §, L, {Lp; € € Lp}>, ahol §(Lp, t)= L.

A maradéknyelvek tulajdonsagait hasznalva belathato, hogy AL jol definialt és §(L;, u)= L.
Ez utébbit és a 2. tulajdonsagot hasznalva:

ue L(A}) © eed(Lg, u) & gely < u e L, tehat L= L(AL).

= Legyen A=<Q,T, d, qo, F > L-et felismeré VDA (L 3 = L pa miatt ilyen mindig van).
Tetszbleges p € T* szora — az automata maradéknyelv tulajdonsagait hasznalva - szamitsuk ki
Lp-t: Lp=L(A)= L(AQo)p =L(A, 5(0o.P))-

Ezt felhasznalva felirhatjuk a kovetkezd Osszefliggést:

{Lpp e T} ={L(A 8(q0,p));p € T }{L(A q);q € Q}

Itt attérve a halmazok elemszamara:

I{Lp; p € T*}I<I{L(A,q); q € Q}| < |Q| < oo (itt felhasznaltuk, hogy egy VDA - nak nyilvan
legfeljebb annyi maradéknyelve lehet, amennyi az allapotainak szama).



