Név (olvashatoan): Név (alairas): EHA KOD:

Formalis nyelvek példadolgozat a vizsgara
(mintamegoldassal)

A maximalisam megszerezhetd pontszam 62. A sikeres vizsga eléfeltétele, hogy az elsd 5
kérdésbdl el kell érni legalabb 17 pontot (a 34-bdl). Az eldfeltételt teljesitok osztalyzata:
[6sszpontszam/10], de legalabb 1 és legfeljebb 5.

1. Melyik allitas igaz tetszoleges L, L1, L2, L3 nyelvek esetén az alabbi allitasok koziil?
(Hiizza ala a megfelel6 valaszt! 2 pont kérdésenként, +1, ha mind jo, -1 a rosszért.)

. LiNL=@ = L,1L3NL,L3=J igaz nem igaz

(Ellenpélda adhato: L1= {e}, L,= {a}, és L3= {¢, a} nyelvekre LiNL,= és mégis
LiLsNLoLs={e, afN{a, aa}= {a}= O)

I (Lo*L*)* = (Liuly)* igaz  nem igaz
(Kihasznaljuk a regularis miiveletek monotonitasat és a * lezarasi tulajdonsagat, (L*)*=L* -ot.
= Lz*Ll* Q(LlL/Lz)* (L1 L/Lz)* g( (LlL/Lz)*)*: (LlL/Lz) *, ahonnan

(Lo*Li*)* < ((Liho)®)* = (Lio)™,

< Vilagos, hogy Lic Loy*Li* és Lo Loy*Ly*, ahonnan Ly (Lo Lo*La ™, amibdl * monotonitasa
miatt az allitas kovetkezik)

IHLL*=L- {g}* igaz  nem igaz
(Hacel, akkor s ¢ L *, de L—i{e} * mindig tartalmazza az & —.)

2. Adja meg a kovetkezo definiciok, jelolések jelentését (kérdésenként 1 pont, +1 ha mind
e

t:;.))ll_(G), ahol G formalis nyelvtan a standard jeloléssel

L(G) ={u; ueT* és S?* u}

b. VDA-k esetében a 5: Q x T* — Q kiterjesztett allapot-atmeneti fiiggvény

Rekurzivan: 5( q,€) = q; (q,vt) = 8(8(q,v),t) , ahol g € Q, v e T*, teT tetszlegesek.
Iterativan: Legyenek g € Q, v € T*, ki= I(v), v=tito...t. 8(q,v) = q', ha léteznek olyan cy, c1,
... Cx allapotok, hogy Co =0, ck=q  ésminden 1 <j<k-ra ¢;=5(Cj.1,t;) )

C.: L Rekrel
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Olyan nyelvek osztalya, amelyekhez 1étezik a nyelvet felsorol6 algoritmus. A felsorolt nyelv az
algoritmus altal az output valtozoba kiirt szavak Osszessége.

d.:.q L q’, ahol q,q° egy VDA illapotai
qL q e VreT(8(q u) € F=d(q’,u) € F)
e.. L*(V), ahol V egy (1)veremautomata a standard jeloléssel

L%(V) ={u; ueT* és [qq,u, o] 7* [q, ¢, €] valamely qeQ esetén}

3. Adja meg a kovetkezo konstrukciokat, képleteket (3 pont kérdésenként, +1, ha mind jé)!
a. Az L regularis nyelvhez készitett AL automata:

Egy L € T* nyelv valamely p € T* széra vonatkozé maradéknyelve: Ly:= {v, pv € L}.
Tulajdonsagai: 1. L;=L;2.eeLyepel;3.(Lp) =Ly

MYHILL-NERODE tétele szerint a maradéknyelveinek halmazara teljesiil |{Lp; p € T™} < o0. Ez
a halmaz lesz az alabb definialt AL VDA allapothalmaza:

Al= <{Lp;p € T}, T, 8, L, {Lp; € € Lp}>, ahol 8(Ly, t)= Lpt. A maradéknyelvek 2. tulajdonségait
Kihasznalva belathato, hogy AL jol definialt és L= L(AL).

b. A Kleene-tétel bizonyitasa soran hasznalt Llf_]- nyelvek és rekurziv eléallitasuk:

Legyen A= <{qi, 02,....qn}, T, 8, Q1, F> valamely VDA. A 0 <i,j,k <n és i,j#0 indexek mellett
képezziik az L];j = {u; 3(qi, t) = q; és a kozbiilso allapotok indexe < k} definicidval adott
halmazokat. Ezeket a kovetkez6 rekurzidval éllithatjuk eld:

ng = {t; 5(q;, t) = g} U Aij, ahol Ajj = {e}, ha i=j, egyébként pedig .

Lij = L7 o L (L) "L

c. Egy G=<T,N, P, S> 2. tipusu nyelvtan feletti szintaxisfa:

G-feletti szintaxisfan olyan fat értiink, melynek

1. csticsai a TUNwU{¢e} halmaz elemeivel cimkézettek,

2. bels6 pontjai N elemeivel cimkézettek,

3. € cimkéjli pontnak nincsen testvére,

4. ha egy pont cimkéje Z, kozvetlen leszarmazottjaiban balrdl jobbra rendre az 74, Z», ...,Z,
cimkék vannak, akkor Z— Z; Z; ...Z szabaly G-ben.

4. Mutassa meg, hogy a 3. tipusi nyelvek osztalya zart a konkatenacio miiveletére nézve (5
pont)!

Azt kell kimutatnunk, hogy ha L; és L, tetsz6leges harmadik tipusu nyelvek, akkor L;L; is az.
Legyenek i=1,2 mellett G; = <T;, N;, P; ,Si> az L; —t general6 3. tipusu nyelvtanok, ahol N; N N,
=. A kovetkez6 alakt Gyonk 3. tipusu nyelvtan az L;L, nyelvet fogja generalni:
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Gronk= <T1U T, Ny U Ny, (D(Pl ,Sz)U P,,S:>, ahol (D(Pl ,Sg) lényegében megegyezik P, —el, azzal
az eltéréssel, hogy az A — v € P1, v € Ty * alaka terminal6 szabalyok helyett A — v S, szabaly
van benne.

5. Milyen a CYK algoritmus és mire hasznaljuk? (6 pont)

A CYK algoritmust Chomsky-normalformaju 2. tipust nyelvtanok esetében a szoprobléma
eldontésére hasznaljuk. A Chomsky-normalforma szabalyalakjai: S— ¢ KES, A — BC, A — t.
Legyen G=<T,N, P, S> egy Chomsky-normalformajua nyelvtan és ue T* tetsz6leges sz0.
Eldontendd, hogy u € L vagy sem. Az eldontd algoritmus a kovetkezo:

a. u=¢gesetében ue L < S— ¢ € P, ezért elegendé S— ¢ € P -t ellendrizni.

b. Legyen u=tit; ... ti, k>1.

Szamozzuk meg P elemeit az A; — q; alakban, i=1,2,...,n. és képezziik a H;; halmazokat
(1<igj<k) a kovetkezé modon:

Hii= {Aq O« = ti}, Hij= {Ac Ok € Ul HixHiyq 3 hai <.

A szabalyok alakjabol és a képzés modjabol kovetkezik, hogy Ay € Hij < Ax E>* titisa...t.

Ennek alapjan S € Hyx < S E)* titr...tk = ue L(G) , ezért elegendd S € Hy i -t ellendrizni.

6. Az alabb felsorolt nyelvek esetén azt a legnagyobb tipust kell megnevezni, amilyen tipusi
nyelvtannal az adott nyelvet biztosan generalni tudja. (Hazza ala a megfelel6 valaszt! 2 pont
kérdésenként, -1 a rossz valasz.)

a. {a"; n=k?, ahol 0< k< 1000 } 0 1 2 3
(a nyelv véges, tehat 3. tipusu)
b. 2 zarojelpar feletti helyes zarojelezések nyelve 0 1 2 3

(Legyenek a zardjelek példaul {,}, [,]. A kis Bar-Hillel lemmdaval bizonyitottuk, hogy az egy
zarojelpar feletti helyes zardjelezések nyelve nem harmadik tipusu. Ez a bizonyitads valtozatlanul
miikodik két zardjelpar esetében is. Az alabbi 2. tipusu szabadlyrendszer viszont elédllitja oket:
S—{S}[S]|SS|¢e)

c. {x"y"z";n>1} 0 1 2 3

(A nagy Bar Hillel lemmaval bizonyitottuk, hogy az {aa ; ae T*} dadogds nyelv (|T| >2) nem 2.
tipusii. Ez a bizonyitds analog modon most is miikodik. Az alabbi 1. tipusu szabdalyrendszer viszont
generdlja:

S —xSYz | xYz ; zY—>Yz; xY— xy,; ; yY— yy)

d. Tetszoleges parcialisan rekurziv nyelv 0 1 2 3
(Tudjuk, hogy £ parrek = Lo és LoD L 1)

7. Mely nyelveket generaljak az alabbi nyelvtanok (csak a szabalyokat adjuk meg, a nagy
betiik a nyelvtani jelek, a Kicsik a terminalisok, S a kezddjel)? Indokolja roviden a valaszat
(6, illetve 4 pont)!
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a. S—LA; A—zZAlzZlyYAlYY; z2Z—22; 2Y—-Y2; YZ—-2Zy; yY—-YY;
LZ—zL; LY—>YL; L—e.

L ={vv; ve{y,z}+}, vagyis az {y,z} abécé feletti, nem iires dadogds szavakat tartalmazo nyelv.

Indoklas: Az A nyelvtani jel eltiinése utdan a mondatformank L{zZ,yY}" alaku lesz. Legyenek v,
illetve V azok a szavak, melyeket a terminalisok (kis betiik), illetve nyelvtani jelek (nagy betiik)
Osszeolvasasaval kapunk. Ezek nyilvan egymas kis és nagybetiis valtozatai. Mivel Z és Y csak az
L mellett alakulhat at a neki megfeleld terminalissd, mindegyikiiket muszaj az L mellé balra
cserélgetni. Ezért L el6tt a V kisbetlis valtozata, v keletkezik. L-et el lehet hagyni, de csak a teljes
V v-re valo cseréje utan, mert kiilonben a szoOban maradna nyelvtani jel.

b. S — Dd|Yy, D—Yy]cy, Y—Dd|cd.

L, ={cv; ve {dy}* I(V)>2 ésdd & vésyy & v) vagy regularis kifejezéssel
L2 = c(d+e)(yd) (y+e).

Indoklas: Az S-bdl legalabb 1 1épésben generalt, nyelvtani jelet még tartalmazo6 szavak alakja Zv,
ahol pre (v,1) =z, ze {d,y}, Z a z nagybetls valtozata, tovabba dd Z vésyy € v.

Az S-re vonatkozé szabalyok alakja alapjan az 1 hosszl levezetésekre ez biztosan igaz, mig
amiatt, hogy D, illetve Y jobboldalai rendre a masiknak megfeleld kisbetiikkel végz6dnek, a
tulajdonsag 6roklodik. Az utolso 1épés is 1ényegében megtartja az elébbi tulajdonsagot, csak a
nyelvtani jel helyett a baloldalon ¢ jon be. A legrévidebb levezetés is legalabb két 1épésbol all, ami
legalabb 3 termindlis jelet hoz be.

8. Bizonyitsa be a kis Bar-Hillel lemmat(3 pont a helyes kimondas, 7 a teljes bizonyitas)!

Tétel (kis Bar-Hillel lemma) Tetszdleges L 3. tipusu nyelv esetében van olyan n=n(L)>0 egész,
hogy valahanyszor ueL €s 1(u)>n, akkor u felirhaté az u=xyz alakban a kovetkezd
tulajdonsagokkal: 1. 1(y)>0, 2. I(xy) <n, 3. Vi=0,1,... esetén xy'z € L.

Bizonyitas: Mivel L 3. tipusu, ezért 1étezik olyan A=<T,Q,5,0o,F> VDA, melyre L(A) = L. Legyen
n:=|Q|, mely valoban egész, 0-nal nagyobb és nyilvan fiigg L-t61 (mert maga A fligg L-t6l).
Tekintslink egy u=tit,...tm L-beli szot, melyre m>n. Legyen (qo=) Co, C1, C2, ..., cm (€ F) @z u
felismerése soran érintett allapotok sorozata. cg, Cy, Co, ... , cn k0z0tt a skatulya-elv alapjan van két
allapot, melyek egyenlék (Q —ban csak n kiilonb6z6 allapot van). Legyen ezek indexe 0 < j <k <n,
azaz cj=cy. Ekkor az x:= tito...tj, Y:= tjsatjso. . .tk €s Z:= tirilics2. . .tm Szavakra nyilvan u=xyz, I(y)=k-
>0, I(xy)=k < n, tovabba 5(Co,X)=C; , 5(Cj,y)=Ck=C;j , 5(Ck,Z)=Cm. Tetszlegesi=0,1,... mellett az
Xy'z sz0 hatdsara az automata ugyanazt az utat fogja bejarni, mint xyz, csak a 3(cj,y)= c; hurkot i-
szer. Emiatt 8(Co, Xy'z) = Cm. Mivel go= Cg és ¢ € F ez azt jelenti, hogy xy'z e L.



