riilirhaté értelemben) a logika szabdlyainak megfeleléen beldtjuk: az &llitds a tételben
megfogalmazott esetekben kivétel nélkiil mindig igaz.

>
riilirhaté értelemben) a logika szabalyainak megfeleléen beldtjuk: az allitas kovetkezik
az axiémakbdl.

. 9/2...4:

<

1.1.1. Az axiomatikus mdédszer. Tegyiik fel, hogy a valdsig egy részének mo-
dellezésével, egy elmélet problémdinak szabdlyrendszerével foglalkozunk. Az axiomatikus
maodszer abban all, hogy bizonyos feltevésekbdl, az elmélet axiémaibdl valamilyen logika

>

1.1.1. Az axiomatikus mdédszer. Tegyiik fel, hogy a valdsdg egy részének model-
lezésével foglalkozunk. Az axiomatikus mddszer abban all, hogy bizonyos feltevésekbdl,
az elmélet axiémdaibdl a logika

) 9/12...16:

<

1.1.2. Logikai jelek, predikatumok, formuldak. Egy matematikai elmélet olyan
kijelentésekbdl, allitasokbdl all, melyek lehetnek igazak, vagy hamisak ugy értve,
hogy a ketté koziil pontosan az egyik teljesiil. Azokat az allitdsokat, melyek valtozdkat
tartalmaznak, predikatumoknak nevezziik. A predikdtumok valtozdinak helyébe alkalmas
objektumot helyettesitve, azok igazsdgértéke eldonthets. Ez az érték szintén igaz (jele:
1)

>

1.1.2. Logikai jelek, predikatumok, formuldk. Egy matematikai elméletben
szerepel néhany definidlatlan alapfogalom, az lgynevezett predikdtumok, amelyeknek
valtoz6iktdl fiiggden az értéke igaz (jele: 1)

o 10/12...14:
<

VxVy((P(x) AP(y) A—z =y)
= <3z(E(z) AN(z,z) AN I(y, z))

/\Vsz((E(z) AN(z,2) A(y,2) A E(w) A(z,w) A(y,w)) = 2z = w))



VxVy((P(x) AP(y) A—a = y)

/\Vsz((E(z) ANI(xz,2) N1(y,z) N E(w) Al(z,w) /\I(y7w)) =z= w))

° 15/20...22 :

<
mazelmélet axiomarendszerének, a Neumann—Bernays—go—delkurtGodel, Kurt (1906—
1978)Godel, roviditve NBG axiémarendszer, amely ilyen , tdl nagy” dolgokat is megen-
ged, de ezeket nem nevezi halmaznak, hanem osztalynak. Lasd részletesebben Kelley

>
mazelmélet axiémarendszerének, a Neumann Bernays Gdédel, roviditve NBG axiéma-
rendszer, amely ilyen ,,tdl nagy” dolgokat is megenged, de ezeket nem nevezi halmaznak,
hanem osztdlynak. Lasd részletesebben Kelley

° 23/—4:
<

anal6g médon értelmezziik.
>

analég moédon értelmezziik. Az itt definidlt halmazokat kozods néven intervallumoknak
nevezziik.

° 25/9 :
<

(argumentumban) felvett értékének nevezziik és gyakran f,-el jelsljiik. (Vannak, akik
>

(argumentumban) felvett értékének nevezziik és gyakran f,-szel jeloljiik. (Vannak, akik

o 31/3...5:

<

Tobb természetes kérdés meriil fel. Az egyik, hogy az axiémak egyértelmiien meg-
hatdrozzdk-e N-et? ( A vélasz igen, egy pontosan meghatdrozott értelemben.) A mdsik,
hogy létezik-e N7 (Erre is igen a vélasz. ) Egy tovabbi, hogy sziikség van-e mind az 6t

>

Tobb természetes kérdés meriil fel. Az elsd, hogy az axiémak egyértelmiien megha-
tarozzdk-e N-et? (A véalasz igen, egy pontosan meghatirozott értelemben.) A maésodik,
hogy létezik-e N? (Erre is igen a valasz.) Egy tovabbi, hogy sziikség van-e mind az 6t



° 32/11:
<
Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha g és g* is a tétel feltételeit kielégito fiiggvény,
>
* Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha g és g* is a tétel feltételeit kielégité fiiggvény,

° 36/—18:
<

észre, hogy ha h-nak h* az inverze, akkor g x h inverze h* x g*. Ha egy egységelemes
>

észre, hogy ha h-nak h* az inverze, akkor g * h inverze h* * g*. Ha egy semleges elemes

° 36/-9:
<

(multiplikativ jeldlés), a semleges elemet, egységelemmek nevezziik, és e-vel vagy 1-gyel
>

(multiplikativ jelolés). Multiplikativ jellés esetén a semleges elemet egységelemnek ne-
vezziik, és e-vel vagy 1-gyel

° 39/-10:
<
Bizonyitds. Az egyértelmiiség bizonyitasa N jélrendezettségén milik. (Az ilyen
>
* Bizonyitas. Az egyértelmiiség bizonyitdsa N jélrendezettségén mulik. (Az ilyen

o  41/-T:
<

m-et g-val, azaz irjuk fel m = m’q + r alakban, ahol m'r e Nés r < q. Ha m’ =0,
>

m-et, g-val, azaz rjuk fel m = m’q + r alakban, ahol m’,r € Nés r < q. Ha m/ =0,

° 45/9...10 :

<

3.1.7. Példdk. Barmely X halmazra p(X) a (A,N) miiveletekkel kommutativ
egységelemes gylirii, amely dltaldban nem nullosztémentes.

>

3.1.7. Példa. Bdrmely X halmazra p(X) a (A,N) miiveletekkel kommutativ
egységelemes gytirt, amelyben nem nulla elemek , szorzata” lehet nulla.

° 47/12 :
<

—z+x < —x+0 = —z. Ezzel beldttuk (1)-et. (2) abbdl kovetkezik, hogy y—x > y—y = 0,
>

—z+x < —z+0 = —z. Ezzel beldttuk (1)-et. (2) abbdl kovetkezik, hogy y—z > z—z = 0,



° 47/-10 :
<

ekvivalenciarelacié. Az ekvivalenciosztalyok halmazdt Q-val fogjuk jelélni, és elemeit
>

ekvivalenciareldcié. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat Q-val fogjuk jelolni, és elemeit

. 56/—1:
<

koszinusza segitségével. Ez a trigonometrikus alak. A trigonometrikus alaknak (a geo-
>

koszinusza segitségével. A trigonometrikus alaknak (a geo-

. 57/4...7:

<

Ha z € C, akkor van olyan t valds szdm, amelyre sgn(z) = cost + isin¢. Ha z = 0,
akkor akiarmilyen ¢ € R védlaszthato, egyébként, ha ez az Osszefiiggés fenndll t-re, akkor
at+ 2km, k € Z szdmokra is, és csak ezekre. Ekkor z = |z|(cost + isint), ez a komplex
szdm trigonometrikus alakja. Ha 0 # z € C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) az
az

>

Ha 0 # z € C, akkor van olyan t valés szdm, amelyre sgn(z) = cost + isint. Ha ez
az Osszefliggés fenndll ¢-re, akkor a ¢t + 2kw, k € Z szamokra is, és csak ezekre. Ekkor
z = |z|(cost + isint), ez a komplex szdm trigonometrikus alakja. Ha z = 0, akkor
akirmilyen ¢ € R vélaszthaté. Ha 0 # 2z € C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) az
az

° 62/-8:
<
maza ekvivalens {1,2,... ,m}-el valamely m < n természetes szamra.
>
maza ekvivalens {1,2,... ,m}-mel valamely m < n természetes szamra.
° 62/-5:
<
n+ 1€ A, akkor van olyan k < n + 1 természetes szdm, amelyre k ¢ A. Definidljuk az
>

n+ 1€ A, akkor van olyan 0 < k < n + 1 természetes szdm, amelyre k ¢ A. Definidljuk
az

o  63/14:

<

Egy halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalensa {1,2,... ,n} halmazzal, mert ha {1,2,... ,m}{
mel is ekvivalens lenne, akkor m < n vagy n < m miatt NT egy kezddszelete ekvivalens

>



Egy halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens a {1,2,...,n} halmazzal, mert ha ekvi-

valens lenne {1,2,...,m}-mel is, akkor m < n vagy n < m miatt NT egy kezddszelete
ekvivalens
o  64/12:
<
{1, 2,... ,b(X)} egy valddi részhalmaza ekvivalens lenne {1, 2,... ,b(X)}—el.
>
{1, 2,... ,h(X)} egy valédi részhalmaza ekvivalens lenne {1, 2,... 7h(X)}—nel.
. 67/-7:
<
Ha a gyfirti nem egységelemes, akkor is igaz az 4llitds r,n € N* esetén, ha a szerepld
>
Ha a gyfiri nem egységelemes, akkor is igaz az 4llitds r,n € NT, iy,... i, € N

esetén, ha a szerepld

o T71/-13:
<

valamelyik fenndll (dichotomitds). Az is kérdéses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan
>

valamelyik fennall (dichotomia). Az is kérdéses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan

. 73/—11...—8:

<

A bizonyitds felhaszndlja a kivdlasztasi axiémat és az N-re alkalmazott transzfinit
rekurziot. Legyen F' egy, az X véges részhalmazaihoz a komplementeriik egy elemét ren-
del8 (kivalasztdsi) fiiggvény. Ha h: ], n[ — X egy fiiggvény, legyen f(h) = F(rng(h)),
és alkalmazzuk a transzfinit rekurzié tételét. Egy x : N — X kolcsonosen egyértelmii

>

A bizonyitas felhaszndlja a kivalasztdsi axiomat és az altalanos rekurzié tételt. Le-
gyen I egy, az X véges részhalmazaihoz a komplementeriik egy elemét rendeld (kivé-
lasztasi) fiiggvény. Ha h : J—,n] — X egy fiiggvény, legyen f(h) = F(rng(h)), és
alkalmazzuk az altal‘nos rekurzié tételt. Egy « : N — X kolcsonosen egyértelmii

o T4/-12:
<
Az f(m,n) fiiggvény , mitkodése” az 5.1.4bran tanulményozhatd.
>
Az f(m,n) fiiggvény , miikodése” az 5.1. dbran tanulméanyozhato.

. 76/9 :
<
5.3.8. Szamossagok. A szamossdgon az ekvivalens halmazok , kozos tulajdonsa-
>
* 5.3.8. Szdmossagok. Szdmossdgon az ekvivalens halmazok ,, kozos tulajdonséa-



) 78/-5...—3:

<
azon elemei, amelyeknek van a szorzasra rézve inverziik. Az egységek a szorzdsra nézve
Abel-csoportot alkotnak, a gylrii egységcsoportjat. Az egységek barmely a € R-nek
osztéi, mert la-nak osztéi. Megforditva nyilvanvalé: ha egy elem minden a € R-nek

>
azon elemei, amelyeknek van a szorzasra nézve inverziik. (fgy egy egységelemes integritasi
tartomany pontosan akkor test, ha minden nem nulla eleme egység.) Az egységek a
szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak, a gylirii egységcsoportjit. Az egységek barmely
a € R-nek osztdéi, mert la-nak osztdi. Megforditva nyilvanvalé: ha egy elem minden
a € R-nek

° 80/—16 :
<
6.1.12. Megjegyzés. Elég 7., Tn, Yn, Tnt1, Tntl, Ynt1 €S n értékét tarolni. Ha
>
6.1.12. Megjegyzés. Elég 7, Tn, Yn, Tnt1, Tnt1 €S Ynt+1 értékét tarolni. Ha

. 84/11...12:
<
egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik. Ha egy maradékrendszer minden maradé-
kosztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszernek nevezziik. Ha egy mara-
>
egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik. Ha egy maradékrendszer minden maradék-
osztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszernek nevezziik. Ha egy mara-

o 86/8...13:

<

6.2.9. Példa. Oldjuk meg a 172z = 6 kongruenciat, vagy ami ezzel ekvivalens,
hatarozzuk meg a 172z + 62y = 6 egyenlet egész megoldésait. Mivel Inko(172,62) = 2
osztdja 6-nak, van megoldds. Az egyenlet a 86x + 31y = 3 egyenlettel ekvivalens. A
bévitett euklideszi algoritmussal 172-(—9)+62-25 = 2, ahonnan z¢g = (—9)-3, yo = 25-3,
igy az egyenlet Osszes megoldasa z = —27+ 31k, yr, = 75—86k, k € Z. A kongruencia az
x =4 (mod 31) kongruencidval ekvivalens, igy =4 (mod 62) vagy « = 35 (mod 62).

>

6.2.9. Példa. Oldjuk meg a 172z = 6 (mod 62) kongruenciit, vagy ami ez-
zel ekvivalens, hatdrozzuk meg a 172z + 62y = 6 egyenlet egész megolddsait. Mivel
Inko(172,62) = 2 osztdja 6-nak, van megoldas. Az egyenlet a 86z + 31y = 3 egyen-
lettel ekvivalens. A bévitett euklideszi algoritmussal 172 - (=9) + 62 - 25 = 2, ahonnan
x1 = (=9) -3, y1 =253, igy az egyenlet dsszes megoldédsa x = —27 + 31k, y = 75 — 86k,
k € Z. A kongruencia az x = 4 (mod 31) kongruenciaval ekvivalens, igy 2 = 4 (mod 62)
vagy = 35 (mod 62).



° 91/-14...—11:

<
osszegzési fiiggvénye, multiplikativ. Tovdbbd, ha n = p{' ---p}
bontasa, akkor

>

osszegzési fiiggvénye, multiplikativ. Tovabbd, ha n = p{'' ---pi* az n kanonikus alakja,
akkor

¥ az n primtényezds fel-

° 94/—14:
<
felhasznélasaval
>
felhasznélasaval, mivel P,_o, P,_3, Qpn—2, Qn—3 csak a q1,... ,qn—2 fliggvényei,

° 97/-9...—1:

<
és egy G = (E,V) grafrdl beszélni. Egyébként a csicsok és élek kozotti illeszkedés egy
relacié V és E kozott, amelyet illeszkedési relacionak neveziink.

Két kiilonboz6 élt szomszédosnak neveziink, ha van olyan csics, amely mindkettore
illeszkedik. Két kiilonb6z6 csiicsot szomszédosnak neverziink, ha van olyan él, amelyre
mindkettd illeszkedik.

Ha egy él csak egy csicsra illeszkedik, akkor hurokélnek nevezziik. Ha az e; #
ey élekre ugyanazok a csicsok illeszkednek, akkor parhuzamos élekrol vagy tébbszoros
élekrdl beszéliink. Ha egy graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos éleket,
akkor egyszerii grafnak nevezziik. Az 8.1. dbran példaul e;,es parhuzamos élek, es
hurokél.

>
és egy G = (E,V) grafrdl beszélni. Egyébként az élek és csticsok kozotti illeszkedés egy
relaciéo F és V kozott, amelyet illeszkedési relaciéonak neveziink.

Két kiilonb6z6 élt szomszédosnak neveziink, ha van olyan cstics, amelyre mindketto
illeszkedik. Két kiilonb6z6 csicsot szomszédosnak neveziink, ha van olyan él, amely
mindkettére illeszkedik.

Ha egy él csak egy cstcsra illeszkedik, akkor hurokélnek nevezziik. Ha az e; # eq élek
ugyanazokra a cstucsokra illeszkednek, akkor parhuzamos élekrdl vagy tobbszords élekrol
beszéliink. Ha egy graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos éleket, akkor
egyszerii grafnak nevezziik. Az 7.1. 4bran példiul eq, es parhuzamos élek, es hurokél.

. 98/5 :
<
Ha egy csics csak véges sok élre illeszkedik, akkor a csics fokszaméan a ra illeszkedd
>
Ha egy csiicsra csak véges sok él illeszkedik, akkor a cstics fokszamén a ré illeszkedd



. 99/-2...—1:
<
vezésétdl eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 8.3. 4bran szaggatott vonal mutatja a
komplementer grafot, (vi,ve, v4, €1, €4, eg) telitett, (vi,va, v4, €1, €6) nem telitett részgraf.
>
vezésétdl eltekintve azonosak, azaz izomorfak.) A 7.3. dbran szaggatott vonal mutatja
a komplementer grifot, ({61,64,65}, {01,02,04}) telitett, ({el,ee}, {1}1,’(}2,1}4}) nem te-
litett részgraf.

e 100/-7...—6:

<
hdromszdgnek, négyszognek, ... nevezziik. A 8.4. dbrdn vy,... ,vg séta, de nem 1t és
nem vonal, vy,... ,vg vonal, de nem ut, vy,... ,v3 Ut is vonal is, vs, ... ,v7, €7, v3 kor.
>
haromszognek, négyszognek, ... nevezziik. A 7.4. dbran

U1, €1, U2, €2, U3, €8, Us, €9, Vg, €9, U
séta, de nem 1t és nem vonal;
U1, €1, V2, €2,03,€3,V4, €4, Vs, €5, Vg, €6, U1, €7, U3, €8, U

vonal, de nem 1t;
U1, €1, V2,€2,03

it is, vonal is;
U3, €3, U4, €4, Us, €5, Vg, €6, U7, €7, U3

kor.

o 102/-2...—1:

<
grafnak létezhet feszit6faja.) Az 8.5. dbrén két izomorf, de nem identikus graf lathatd,
v1, €1, U2, €2, V3, eg feszitofa a bal oldali grafban.

>
grafnak létezhet feszit6fdja.) A 7.5. dbran két izomorf, de nem identikus graf lathatd, az
e4 torlésével kapott részgraf feszitéfa a bal oldali grafban.

° 104/11 :
<

elvidgé halmaz, akkor vagdsnak nevezziik. Az 8.1. dbran példaul ey, e, eo vagas.
>

elvdgd halmaz, akkor vdgdsnak nevezziik. A 7.1. dbrdn példaul {e4} illetve {e1, e2} vigas.



° 106/6...7 :

<
meriink lényegesen jobb algoritmust Hamilton-kor keresésére. A 7.8 dbran lathatunk egy
Hamilton-vonalat, amelyben nem Euler-vonal.

>
meriink 1ényegesen jobb algoritmust Hamilton-kor keresésére. A 7.8. dbran egy olyan
grafot lathatunk, amelyben van Euler-vonal, de nincs Hamilton-kor.

° 106/8...13 :

<

7.1.24. Silyozott grafok. Gyakorlati alkalmazdsokban gyakran adott egy G =
(p, E, V) graf és egy w : E — R fiiggvény; a w-t siilyozdsnak, a (p, E, V,w) négyest pedig
stilyozott grafnak nevezziik. (Vannak alkalmazasok amelyekben masként adunk tovabbi
informécidkat a grathoz, példaul az adott csicsra illeszkedd éleket rendezziik vagy meg-
szadmozzuk, a csucsokat silyozzuk, a csticsokhoz szineket rendeliink, stb.) Egy silyozott
grafban egy B’ C E véges részhalmaz siilya ., w(e). Nagyon sok gréafalgoritmus

>

7.1.24. Cimkézett és siulyozott grafok. Gyakorlati alkalmazasokban gyakran
tovabbi adatokat rendeliink a graf éleihez, illetve csticsaihoz. Ha adott egy G = (¢, E, V)
graf, a C, és C, halmazok, az élcimkék illetve csicscimkék halmaza, valamint a c. :
E — C, és ¢, : V — C, leképezések, az élcimkézés illetve csiicscimkézés, akkor a
(p, E,V, e, Ce, ¢y, Cyy) hetest cimkézett grafnak nevezziik. Ha csak élcimkék és élcimké-
zés adott, akkor élcimkézett grafrdl, ha pedig csak csicscimkék és csicscimkézés adott,
akkor csicscimkézett grafrdl beszéliink. Gyakran szinezett grafrél beszéliink cimkézett
graf helyett. A cimkéket felhaszndlhatjuk példdul arra, hogy az adott csicsra illeszkedd
éleket megszamorzuk, rendezziik, stb. Igen gyakori, hogy C. = R illetve C,, = R, ekkor
élsiilyozasrol és élsilyozott grafrdl illetve csiicssiilyozasrol és csiicssiilyozott grafrél be-
széliink, és a jelslésbél Ce-t illetve C,-t elhagyjuk. Egy (¢, E,V,w) élsilyozott grafhan
egy E' C E véges részhalmaz siilya ) ., w(e). Hasonléan egy (¢, E,V,w) csticssilyo-
zott grafban egy V' C V véges részhalmaz silya ) i, w(v). Nagyon sok grafalgoritmus

° 107/6 :
<
A 7.9. dbra mutatja, hogy nem tudunk mindig minimalis sulyu élet valasztani, kii-
>
A 7.9. dbra mutatja, hogy nem tudunk mindig minimalis silyu élt valasztani, kii-

° 107/—-6...—3:

<

7.1.27. Megjegyzés. A grafelmélet tobb mint 100 évig megoldatlan probléméja
volt a négyszinsejtés, mely szerint barmely sikba rajzolhaté egyszeri graf csicsaihoz
hozzadrendelhetiink négy szint gy, hogy a szomszédos csicsokhoz rendelt szinek kiilon-
boz6ek. 1976-ban Appel és Haken amerikai matematikusok bizonyitottdk be a sejtést.

>



7.1.27. Megjegyzés. A grafelmélet t6bb mint 100 évig megoldatlan probléméja
volt a négyszinsejtés, mely szerint barmely térkép kiszinezhetd négy szinnel gy, hogy a
szomszédos orszagok kiillonb6z6 szinliek. Ez egy grafszinezési probléma: kossiik dssze a
szomszédos orszagok févirosait éllel. 1976-ban Appel és Haken amerikai matematikusok
bizonyitottak be a sejtést.

° 108/—13:
<

hiszen minden 1jabb él mindkét Gsszeget eggyel néveli.
>

hiszen minden 1jabb él mindhirom &sszeget eggyel noveli.

e 108/-10:
< z

dikkal. Ekkor (v, F, V) irdnyitott graf. Igy relacidk irdnyitott grafokkal szemléltethetSk.
>

dikkal. Ekkor (¢, E, V) irdnyitott graf. fgy relacidk irdnyitott grafokkal szemléltethetdk.
Ezt mar hasznaltuk is a reldcidknal.

e 109/-9...—5:

<
cstcsbdl irdnyitott 1t.)

>
csticsbdl irdnyitott it.) Irdnyitott faban a gyokértdl nyilvan csak egy it vezet min-
den csicshoz. Ebbdl kovetkezik, hogy minden, a gyokértdl kiillonbozo csics befoka egy.
Azok a csiicsok, amelyekhez n hosszi 1t vezet a gyokértdl, alkotjik az n-edik szintet. A
csticsok szintjeinek maximumaét (amely véges irdnyitott fa esetén nyilvan létezik) a fa ma-
gassdgénak nevezziik. Ha van olyan él, amelynek v a kezd6pontja, v’ pedig a végpontja,
akkor az mondjuk, hogy v' a v gyermeke, illetve hogy v a v’ sziilje. Ha két csiicsnak
ugyanaz a sziil6je, akkor testvéreknek nevezziik ket. Barmely v csicsra tekinthetjiik
azon csucsok halmazat, amelyekhez vezet irdnyitott ut v-bol. Ezek a csiicsok megha-
taroznak egy feszitett iranyitott részgrafot, amely nyilvan irdnyitott fa, és v a gyokere;
ezt a v-ben gyGkerez6 irdnyitott részfanak nevezziik. Irdnyitott fanak azokat a csicsait,
amelyek kifoka nulla, levélnek nevezziik.

° 109/—4:
<
° 7.2.8. Grafok rajzolhatésaga. Legyen X C R™. Egy X-beli egyszerii gérbe egy,
>

°* 7.2.8. Grafok rajzolhatdsaga. Legyen X C R". Egy X-beli egyszerii gorbe egy,

. 110/18 :
< rd
° 7.2.9. Allitas. Tetszéleges véges egyszerti graf R®-ba rajzolhatd.



>
ok 7.2.9. Allitds. Tetszlleges véges egyszerii graf R*-ba rajzolhatd.

o 110/-14:
<
° 7.2.10. Segédtétel. Legyen X C R? egy gémbfeliilet és (f,g) a G = (¢, E,V)
>

°* 7.2.10. Segédtétel. Legyen X C R? egy gombfeliilet és (f,g) a G = (v, E,V)

o 111/6:
<
° 7.2.11. Tétel. Egy G = (v, E, V) egyszerii véges graf pontosan akkor rajzolhaté
>
°* 7.2.11. Tétel. Egy G = (¢, E, V) egyszerii véges graf pontosan akkor rajzolhatd

° 111/14 :

<

7.2.12. Tartomanyok. Az R™ egy X nyilt részhalmazat tartomanynak nevezziik,
>

°* 7.2.12. Tartomdanyok. Az R" egy X nyilt részhalmazat tartomdnynak nevezziik,

o 111/17...19:
<
° 7.2.13. Euler tétele. Legyen (f,g) a G = (¢, E, V) egyszerii véges Osszefiiggd graf
egy sikba rajzoldsa. Ekkor a G’ = Ugcp rng(ge) halmaz komplementere 2 + f(E) — g(V)
paronként diszjunkt tartomany egyesitése.
>
°* 7.2.13. Euler tétele. Legyen (f,g) aG = (¢, E, V) egyszerii véges sszefiiggl graf
egy sikba rajzoldsa. Ekkor a G' = Ugep rng(ge) halmaz komplementere 2 + §(E) — (V)
paronként diszjunkt tartomadny egyesitése.

° 111/-17:
<
° 7.2.14. Megjegyzés. Az el6z0 , bizonyitas” kihagyott részeinek pontos igazoldsa
>

°* 7.2.14. Megjegyzés. Az el6z6 , bizonyitds” kihagyott részeinek pontos igazolasa

o 111/-7:
<
7.2.15. Grafok topologikus ekvivalencidja. A G és G’ véges gréifokat topologi-
>
* 7.2.15. Gréafok topologikus ekvivalencidja. A G és G’ véges gréafokat topologi-



. 111/-3:
<
7.2.16. Kuratowski tétele. Egy egyszerii véges graf akkor és csak akkor sikba
>
* 7.2.16. Kuratowski tétele. Egy egyszerii véges graf akkor és csak akkor sikba

° 112/1...3:

<

A bizonyitas nehéz, itt nem targyaljuk. O

A 7.11. dbrdn lathaté Petersen graf nem sikba rajzolhatd, mivel tartalmaz a K3 3-mal
topologikusan izomorf részgrafot.

>

A bizonyitas nehéz, itt nem targyaljuk. O

A 7.11. dbran lathaté Petersen-graf nem sikba rajzolhaté, mivel tartalmaz a K3 3-
mal topologikusan izomorf részgrafot. (Torsljiink egy csticsot.)

. 112/-3...—2:

<

Megjegyeziik, hogy bar tobb mas mdédon is rendelhetiink grafokhoz méatrixokat és a
matrixok felhasznédlhatdk graf szamitdgépes dbrazolasara, bar erre a célra mas adatszer-

>

Megjegyezziik, hogy bar tobb mas médon is rendelhetiink grafokhoz matrixokat és
a matrixok felhasznalhatok graf szamitégépes dbrazolasara, erre a célra mas adatszer-

° 113/4...7:
<
mazdara, amelyeken a szorzds és az dsszeadds tulajdonsagait vizsgaltuk. A szdmhamazok-
nal megfigyelt fogalmak jelentds része értelmezhetd olyan halmazokon is, amelyek elemei
nem szamok. Ennek a fejezetnek a {6 feladata az, hogy az eddigiekben mar értelmezett, a
miiveletekkel kapcsolatos fogalmakat a halmazok minél altaldnosabb korére kiterjessziik,
>
mazara, amelyeken a szorzds és az Osszeadds tulajdonsdgait vizsgaltuk. A szdmoknél
megismert fogalmak jelentés része értelmezhet6 olyan halmazokon is, amelyek elemei
nem szadmok. Ennek a fejezetnek a f6 feladata az, hogy az eddigiekben mar értelmezett,
a miiveletekkel kapcsolatos fogalmakat minél altaldnosabb kérre terjessziik ki,

° 113/-10...—7:

<
a fiiggvényterek. Csoportok leirasanal additiv vagy multiplikativ {frdsmdédot hasznélunk,
de figyelmeztetiink, hogy ez nem feltétleniil jelenti, hogy a miivelet az Osszeadas vagy a
SZOT7Z4s.

8.1.2. Homomorfizmusok. Két csoport vizsgdlatanal fontos szerepet jatszanak a
>
a fiiggvényterek.



8.1.2. Homomorfizmusok. Csoportok vizsgalatanal fontos szerepet jatszanak a

° 115/-14:
<
8.1.6. Tétel. Ha G egy félcsoport, akkor az alabbi feltételek ekvivalensek:
>

* 8.1.6. Tétel. Ha G egy félcsoport, akkor az alabbi feltételek ekvivalensek:

° 116/7 :
<

megoldhaté, megoldasat jelolje e. Megmutatjuk, hogy e jobb oldali egységelem. Legyen
>

megoldhaté, megoldasat jeldlje e. Legyen

) 116/17...23 :
<
Bizonyitds. A (3)-beli egyértelmiiségbdl kovetkezik. [

8.1.8. Megjegyzés. Az {a, 3,7} halmazon a

2w o
20 |
@ 2 |®
O w2 |2

tablazattal megadott mivelet invertdlhatd, mégsem kapunk csoportot, mert a mivelet
>
Bizonyitds. A (3)-beli egyértelmiiséghdl kovetkezik (vagy ¢ inverzével szorozva). [

* 8.1.8. Megjegyzés. Az {a, 3,7} halmazon a

2w B
20 @
w2 2@
O w2 |2

tablazattal megadott miveletnél az ax = b és ya = b egyenletek egyértelmiien megold-
hatok, mégsem kapunk csoportot, mert a mivelet

° 117/11 :
<

a szadmoldshoz pedig elég tudni, hogy ” = 72 = ¢, és eT = 7e~!. A diédercsoport név
>

a szdmoldshoz pedig elég tudni, hogy e® = 72 = ¢ és e7 = 7¢~!. A diédercsoport név



e 119/—11...-9:
<
H, ahonnan d definiciéja miatt r = 0, és igy ¢ = (¢%)?. O

Eddigi tanulményaink soran is taldlkoztunk méar olyan feladattal, hogy egy halmaz
elemeit egy miveleti tulajdonsdg szerint osztalyokba soroltuk, és a tovibbiakban ezeket
>
H, ahonnan d definiciéja miatt r = 0, és igy ¢ = (¢%)?. O

8.1.23. Tétel. Legyen G egy n rendii véges ciklikus csoport, g pedig egy generatore-
leme G-nek. Ha a € Z és d = Inko(a, n), akkor g* a H = {g%,g*¢,... ,g™¢ = e} ciklikus
részcsoportot generdlja, ahol n = md. A G minden részcsoportja el6all igy valamely
d|n-re. A G-nek p(n) generdtora van.

Bizonyitds. Az elézé tétel bizonyitdsa szerint minden H részcsoport g% hatvanya-
ibél 4ll, ahol d a legkisebb poritiv kitevs, amelyre g¢ € H. Mivel g¢ a g% hatvanya, igy
az altala generdlt részcsoport része H-nak. Mivel alkalmas x,y € Z-re d = ax + ny, azt
kapjuk, hogy g? = go*+t™ = ¢9%gny = g9%e¥ = g% {oy g% generdlja H-t. Az utolsé
allitas abbdl kovetkezik, hogy ¢(n) darab olyan 0 < a < n természetes szam van, amelyre
a és n relativ primek. O

Eddigi tanulméanyaink soran is el6fordult mar, hogy egy halmaz elemeit osztalyokba
soroltuk, és a tovdbbiakban ezeket

o 119/-3...—2:
<
portja. Ve
zessiik be az a ~ b, ha ab~! € H reldciét. Ez nyilvdn ekvivalenciareldcié. Vizsgaljuk
>
portja. Vezessiik be az a ~ b, ha ab™! € H relciét. Ez nyilvin ekvivalenciarelacié.
Vizsgaljuk

° 120/-2:
<
8.1.27. Tétel. Egy nem egyelemii csoport pontosan akkor primszamrendii, ha
>
* 8.1.27. Tétel. Egy nem egyelemii csoport pontosan akkor primszamrendii, ha

° 121/-8:
<
8.1.32. Bels6 automorfizmusok. Ha G csoport és a € G rogzitett, akkor a
>

* 8.1.32. Bels6 automorfizmusok. Ha G csoport és a € G rogzitett, akkor a



. 122/—-11...-10:

<
arra, hogy ezekben vizsgaljuk az eredeti struktira bizonyos tulajdonsigait. Példaul a
szamitogéppel végrehajtott algoritmusok felgyorsitasa is ezen a médszeren alapul.

>
arra, hogy ezekben vizsgaljuk az eredeti struktira bizonyos tulajdonsigait. Bizonyos
algoritmusok felgyorsitdsa is ezen a mddszeren alapul.

° 123/-8...—T:

<
a paros vagy pératlan szét adja, igy ker o = 2Z. v a kanonikus leképezés G és G/ ker p
kozott.

>
a péros vagy pératlan szt adja, igy ker o = 2Z. A kanonikus leképezés G és G/ ker p
kozott v.

. 124/10 :
<
8.1.40. Véges Abel-csoportok alaptétele. Egy véges Abel-csoport primhat-
>
* 8.1.40. Véges Abel-csoportok alaptétele. Egy véges Abel-csoport primhat-

o 126/—14:
<
1 2 3 4
(2 3 4 1)—(171473)—(1,3)(1,2)(3,4)
>
1 2 3 4
(2 3 4 1)—(171374)—(1,3)(1,2)(3,4)
. 126/—10:
<
8.1.46. Definicié. Egy G csoport egy normalldncan részcsoportoknak egy olyan
>

* 8.1.46. Definicié. Egy G csoport egy normdlldncéan részcsoportoknak egy olyan

° 1277 :
<

permutdacidk egy részcsoportot alkotnak, amelyet A,-nel jel6liinkm, és n-edfoku alternalé
>

permutacidk egy részcsoportot alkotnak, amelyet A, -nel jeloliink, és n-edfoku alterndlé



° 127/12...13 :
<
nem felodhatd, ha n > 5.

8.1.47. Példa. Megmutathaté, hogy Ss-ben
>
nem feloldhaté, ha n > 5.

* 8.1.47. Példa. Megmutathatd, hogy Ss-ben

° 127/18 :
<

mint tudjuk, egy alaphalmazbdl és rajta értelmezett két binér miiveletebdl dllnak. A
>

mint tudjuk, egy alaphalmazbdl és rajta értelmezett két binér miiveletbdl allnak. A

° 127/-15:
<

gytrilikre az egész szamok gytriije és Z,,, ferdetestre a kvarternidk, testre pedig a racio-
>

gytrilikre az egész szamok gytirije és Z,,, ferdetestre a kvaternidk, testre pedig a racio-

° 127/-12...—11:

<

8.2.2. Megjegyzés. Egy egységelemes integritdsi tartoméany nyilvan pontosan
akkor test, ha minden nem nulla eleme egység. Egy véges integritdsi tartomdany test, mert
egy rogzitett nem nulla elemmel szorozva a nem nulla elemeket, mindegyiket megkapjuk,
igy a nem nulla elemek korében az ax = b egyenlet megoldhato.

>

* 8.2.2. Megjegyzés. Egy véges integritdsi tartomény test, mert egy rogzitett nem

nulla elemmel szorozva a nem nulla elemeket jobbrdél vagy balrél, mindegyiket megkapjuk,
igy a nem nulla elemek korében az ax = b és ya = b egyenletek megoldhatdk

o 128/1...5:

<

8.2.4. Gyiirli karakterisztikdja. Ugy a gytriiknél, mint a testeknél is fontos
jellemzé az elemek additiv rendje, amely bizonyos feltételek teljesiilése esetén minden
nem nulla elemnél megegyezik.

8.2.5. Tétel. Egy nullosztémentes R gytiriiben a nemnulla elemek additiv rendje
megegyezik, ami vagy végtelen, vagy primszam.

>

Ugy a gytiriiknél, mint a testeknél is fontos jellemzd az elemek additiv rendje, amely
bizonyos feltételek teljesiilése esetén minden nem nulla elemnél megegyezik.

8.2.4. Tétel. Egy nullosztémentes R gyiiriiben a nem nulla elemek additiv rendje
megegyezik, és vagy végtelen, vagy primszam.



o 129/1...3:

<

Ha ez a kozos n érték véges, akkor azt mondjuk, hogy a gytirii karakterisztikaja n,
ha pedig végtelen, akkor azt mondjuk, hogy a gyiirti karakterisztikdaja nulla. Jeltlése:
char(R).

>

8.2.5. Gyiirii karakterisztikdja. Az el6z0 tétel szerint nullosztémentes gytriiben
a nem nulla elemek additiv rendje megegyezik. Ha ez a kozos érték végtelen, akkor azt
mondjuk, hogy a gytiri karakterisztikaja nulla, ha pedig egy véges n érték, akkor azt
mondjuk, hogy a gytirii karakterisztikdja n. Jelolése: char(R).

o 129/-9:
<

gytirti /nek neveziink. Boole-gytiriiben minden a elemre 2a = 0, hiszen a+a = (a+a)* =
>

gytiriinek neveziink. Boole-gytiriiben minden a elemre 2a = 0, hiszen a + a = (a +a)? =

o 130/-18:
<
8.2.12. Példa. (1) Az egész szdmok gylirtijében egy m egész szdm tobbszorosei
>

8.2.12. Példdk. (1) Az egész szamok gytirtijében egy m egész szadm tobbszorosei

o 131/-13:
<
8.2.18. Példa. Ha R =7 és I = mZ akkor R/I = Zyy,.
>

8.2.18. Példa. Ha R =7 és I = mZ, akkor R/I = Zy,.

e 131/-9...—6:
<

(I4+a)(I+b)=(8Z+4)(8Z + 4) = 647> + 327 + 327 + 16 = 64Z + 327 + 16 C 16Z # II
ami csupa 16-tal oszthaté szamot tartalmaz, viszont 8Z+16 csupa 8-cal oszthatét, tehat

kapjuk, hogy
(8Z + 4)(8Z + 4) C 16Z # 8Z + 16.

(I+a)(I+0b)=(8Z+4)(8Z +4) = 64Z> + 327 + 327 + 16 = 64Z + 32Z + 16 C 16Z



ami csupa 16-tal oszthatd szamot tartalmaz, viszont 8Z + 16 nem, tehat kapjuk, hogy

(8Z + 4)(8Z + 4) C 16Z C 8Z + 16.

° 135/4 :
<

specidlisan a = rg és b = r t6bbszorosei d-nek.
>

specidlisan a = rg és b = ry tobbszordsei d-nek. [

° 136/4 :
<

generatordra bla, de b nem egység és nem is asszocidltja a-nak, ami lehetetlen.
>

generdtorara bla, de b nem egység és nem is asszocidltja a-nak, ami lehetetlen. O

° 136/—13 :
<
8.2.42. Tétel. Egy kommutativ egységelemes egyszerii gytirii akkor és csak akkor
>

* 8.2.42. Tétel. Egy kommutativ egységelemes egyszerti gylirii akkor és csak akkor

o 136/-7:
<
8.2.43. Héanyadostest. Legyen R integritdsi tartomany. Az R x R\ {0} halmazon
>
8.2.43. Hanyadostest. Legyen R integritdsi tartomany. Az Rx (R\{O}) halmazon

o 137/1...7:

<

8.2.44. Algebrai struktirak. Tulajdonképpen nem csak egy vagy két miive-
letet definidlhatunk egy halmazon, hanem tetszolegesen sokat, vagy akar O-t is. fgy
bevezethetiink egy 1j fogalmat. Az algebrai struktirdkat (H; () parral jeloljiik, ahol H
tetszOleges halmaz (alaphalmaz), és Q H-n értelmezett miiveletek halmaza. Amennyiben
nem okoz félreértést, (H;)-t jelolhetjiik egyszeriien H-val. Ha Q az ng nullavaltozds,
n1 egyvaltozos és rendre n; i-valtozés miiveletekbdl all, akkor azt mondjuk, hogy az
(no,n1,...,n;,...) sorozat a H struktira tipusa.

>

* 8.2.44. Algebrai struktirdk. Tulajdonképpen nem csak egy vagy két miiveletet

definidlhatunk egy halmazon, hanem tetszdlegesen sokat is. fgy bevezethetiink egy 4j
fogalmat. Az algebrai strukturdkat (H;()) pérral jeloljiik, ahol H tetszbleges halmaz
(alaphalmaz), és Q legyen H-n értelmezett (nem feltétleniil ugyanannyi valtozés) miive-
letek halmaza. Amennyiben nem okoz félreértést, (H;Q)-t jelolhetjiik egyszertien H-val.
Szamos tétel ilyen altaldnossdgban is bebizonyithatd.



° 138/12...15:

<
szokds irni. Specidlisan z = (0,¢,0,0,...), és indukciéval kapjuk, hogy ha n € N, akkor
z™ olyan sorozat, amelyben az n indexii tag az e egységelem, az Gsszes tobbi tag pedig
nulla. Ha egy polinom féegyiitthatéja R egységeleme, akkor fépolinomnak (vagy normalt
polinomnak) nevezziik.

>
szokds {rni. Ha egy polinom féegyiitthatdja R egységeleme, akkor fépolinomnak (vagy
normdalt polinomnak) nevezziik.

° 139/17...22:

<

8.3.5. Kovetkezmény. Ha R test, akkor a 0 # f — degf leképezéssel R[z]
euklideszi gytirii.

Bizonyitas. Testben minden nem nulla elem egység, igy minden nem nulla g-
re alkalmazhaté az eléz6 tétel, tovabba ha f, g nem nulla polinomok, akkor deg fg =
deg f + deg g > max{deg f,degg}. O

8.3.6. Kovetkezmény: gybktényez6 levdlasztdsa. Ha f # 0 és ¢ az f gycke,
>
8.3.5. Kovetkezmény: gybktényezo6 levalasztasa. Ha f # 0 és c az f gyoke,

° 139/—1:
<
Bizonyitas. Egyébként a kiilonbségpolinomnak végtelen sok gyodke lenne. [
>

Bizonyitas. Egyébként a kiilonbségpolinomnak végtelen sok gyodke lenne. [

8.3.9. Kovetkezmény. Ha R test, akkor a 0 # f — deg [ leképezéssel Rz
euklideszi gyfirii.

Bizonyitas. Testben minden nem nulla elem egység, igy minden nem nulla g-
re alkalmazhaté az elézd tétel, tovabba ha f, ¢ nem nulla polinomok, akkor deg fg =
deg f + deg g > max{deg f,degg}. O

. 140/8...23 :
<
8.3.11. Megjegyzés: Horner-elrendezés. Az

f(@) = apz™ + an12" " +an02" % Laiz +ap

polinom
f@)=((- ((anT + an-1)r + an—2)x +--- +a1)r + ao

alaku felirdsa adja az Gtletet, hogy f egy helyettesitési értékét kiszamoljuk csupan n — 1
szorzédssal és ugyanannyi dsszeadassal. A maradékos osztas tételét alkalmazva az f és a



g = x — ¢ polinomra azt kapjuk, hogy f = (z — ¢)q + r, ahol r konstans, értéke f(c),
tehat

f=(&—=c)g+ f(o)

| an an-2 a |

| an bn_ 0
8.5. dbra

A téblazat (8.5. dbra) elsd sora f egyiitthatéit, mig a masodik sor ¢ egyiitthatéit tar-
talmazza. A masodik sor els6 eleme kimarad, a masodik elem f féegyiitthatéja. Egyéb-
ként egy kiszamolt elembdl a kovetkezot gy kapjuk, hogy c-vel szorozzuk, és hozzdadjuk
a felette 1év6 szamot.

>

8.3.11. Megjegyzés: Horner-elrendezés. A maradékos osztas tételét alkal-
mazva az f és a g = x — ¢ polinomra azt kapjuk, hogy f = (z —¢)q + r, ahol r konstans,
értéke f(c). gy n — 1 szorzéssal és ugyanannyi dsszeadéssal megkaphatjuk f(e)-t.

o 142/13:
<
* Példak. (1) Tekintsiik az R[z] polinomgytiriiben az (z* + 1) f8idedlt. Minden
>

* 8.3.19. Példdk. (1) Tekintsiik az R[z] polinomgyfirtiben az (2? + 1) féidedlt.
Minden

° 142/—4 :
<

Zy-ben minden elem additiv rendje legfeljebb p).
>

Zy,-ben minden elem additiv rendje legfeljebb p).
8.3.21. Tétel. Véges test nem nulla elemeinek multiplikativ csoportja ciklikus.

* Bizonyitas. Egy n rendii G ciklikus csoportban minden d|n esetén pontosan egy

d rendii részcsoport van. Ez ciklikus és ¢(d) generdtora van. Mivel G minden eleme
generdl egy részcsoportot, - ;.. ¢(d) = n.

Legyen most a nem nulla elemek multiplikativ csoportja G és legyen a G rendje n.

Ha d|n és van olyan g € G, amelynek rendje d, akkor ez egy H = {1,g9,¢%,... ,g% '} cik-

likus részcsoportot generdl. Mivel testben az x¢ = 1 egyenletnek legfeljebb d megoldasa



van, azok mind a H részcsoportban vannak. Specidlisan, minden d rendl eleme G-nek
generdtora H-nak, és ¢(d) ilyen van. Igy d renddi eleme G-nek 0 vagy p(d) darab van.
Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy Zd|n o(d) = n. Igy van
n rendi elem is, tehat G ciklikus. [

o  143/13:
<

is gyok. A g. = (z — ¢)(z —¢) = 22 — 2Rex + |c|? valds egyiitthatés polinommal R felett
>

is gyok. A g. = (x—c)(x—¢) = 2> = 2R(c)z + |c|* valds egyiitthatés polinommal R felett

° 143/-3:
<
8.3.22. Primitiv polinomok. Legyen R egy Gauss-gyliri. Ekkor R[x] egy po-
>
* 8.3.22. Primitiv polinomok. Legyen R egy Gauss-gytirt. Ekkor R[x] egy po-

o 147/-18:
<

elemet R-ben, barmely d;|f(c;), j =0,1,... ,n értékhez Lagrange-interpoldciéval meg-
>

elemet R-ben, barmely d;|f(c;), j =0,1,... ,n értékekhez Lagrange-interpolaciéval meg-

o 150/1...151/14:

<

8.3.36. Tobbhatdrozatlani polinomok. Legyen R gyiirii, n € N. Az R feletti
n-hatarozatlani polinomok gytiriijét n szerinti indukciéval definidljuk: ha n = 0, legyen
R[z1, 9, ... ,2,] = R, az egyhatdrozatland polinomok gytriijét mar definidltuk, ha pedig
n > 1, akkor legyen R[x1,Z2,...,%,] = R[z1,Z2,... ,Tn_1][zy]. Nyilvidn zq,2,,... 2,
helyett barmilyen mds betiik is szerepelhetnek. Néhaegy f € R[z1,2s,... ,x,] polinomra
inkdbb az f(x1,x2,...,x,) jelolést fogjuk hasznalni.

Ko6nnyen lathaté, hogy az n-hatarozatlani polinomok

Z fir i i Y TS
11,820 yin

alaki véges osszegek, ahol 1, s, ... , 2, a ,hatdrozatlanok”™ és f; i, . ;. € R, az Gssze-
adds és szorzds pedig tagonként torténik. A felirds tomorebbé teheté az aldbbi mdédon:
Az N" elemeit multiindexeknek fogjuk nevezni. Multiindexek ¢sszegét koordindtanként
definidljuk. Ha i = (i1,42,... ,i,), akkor legyen ' = xi‘ x? --xin. Ezzel a jeloléssel az
f polinom ). fiz® véges Gsszegként frhaté. (Tulajdonképpen f egy olyan N™-et R-be
képezd fiiggvénnyel azonosithatd, amely véges sok helyen vesz fel nem nulla értéket.)

Az a € R elemhez hozzarendelve azt az f polinomot, amelyre foo, . o0 = a és

firis,....i, = 0 egyébként, az R egy olyan leképezését kapjuk a polinomok gytrtijébe,



amely nyilvin monomorfizmus, értékkészletének elemei a konstans polinomok, ezeket R
elemeivel azonosithatjuk.
Az n-hatdrozatlani polinomok jeldlésére a hagyomanyos

f = Z flml = Z fi1,i2>~»»>l'n$il 33122 o m;n

i1+ i <m i1+t +in <m

felirast fogjuk hasznalni. Gyakran az z alaki tényezGket nem irjuk ki, z helyett pedig
z;-t frunk. Az fi-k az egyiitthatdk, i = (i1,42,... ,i,) az fiz' tag multifoka, iy + -+ iy,
pedig a foka. Az (egyetlen) nulladfoki tag egyiitthatdja a polinom konstans tagja. Mivel
az [ = i 4 gi<m fix? felirasbdl a nulla egyiitthatéji tagokat szokés elhagyni illetve
a felirashoz tovabbi nulla egyiitthatéju tagok adhatok hozzda, a felirds nem egyértelmii.
Egyértelmiivé vélik azonban, ha kik6tjiikk, hogy m minimadlis legyen, és minden m-nél
nem magasabb foku tag szerepeljen. Ez a minimadlis m a polinom foka, jeltlése deg f.
(Egy masik lehetéség a felirds egyértelmiivé tételére, hogy minden nulla egyiitthatju
tagot elhagyunk.)

A nulla polinom egyértelmii felirdsa az iires Osszeg, és fokat —1-nek definidljuk.
(Vannak, akik a nulla polinom fokit a —oo szimbd6lumnak definidljdk vagy nem defini-
aljak.) A konstans polinomok a legfeljebb nulladfoki polinomok. A legfeljebb els6foku
polinomok a linedris polinomok. Azokat a polinomokat, amelyek f;z? alakba ifrhatdk,
monomoknak nevezziik. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagjanak ugyanaz a k a
foka, akkor k-adfokd homogén polinomnak nevezziik.

Ha f =, fiz® és g = >, giz" polinomok, akkor dsszegiik a > (f; + g;)z* polinom,
szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre hj, = Zi,jeN“,i+j:k fig;, ha k € N, vagy
a szokasosabb mddon, kiirva a multiindexek koordinatait

hk‘],k}g,...,k)n = § fi1,12,~»»,ingj1>j21---ajn
i1+j1=k1,... in+jn=Fkn

(Vegyiik észre, hogy ha f legfeljebb m-edfoki, g legfeljebb [-edfoki, akkor h legfeljebb
m + l-edfokii.)

Ha R egységelemes az e egységelemmel, akkor R[x1, ... ,x,] is egységelemes, benne
az fo,0,..0 = e és egyébként f; ;. . i = 0 Osszefiiggéssel definidlt polinom egységelem.
Az f;z' tag helyett f; = e esetén x'-t szokds frni. Specidlisan, z; az az f polinom, amelyre
firyin,... in = €, ha i; =1 és az Osszes tobbi 7 nulla, minden més i, 1a, ... ,%, indexsoro-
zatra pedig fi, i, i, = 0, tovabbd indukciéval kapjuk, hogy ha i = (i1, 42, ... ,i,) € N7,
akkor x!' 2% .-zl az az f polinom, amelyre f;,
nulla.

Ha az R gytir(i nullosztémentes, akkor az R[z1, 22, ... , 2] gylir(l is nullosztémentes,
és két nem nulla polinom szorzatanak a foka a fokok sszege.

Szamitégépen vagy az m fokszamot és az egyiitthatok fi, 4, 4., ¢; < m, ha j =
1,2,...,n tombjét taroljuk, vagy a nem nulla egyiitthatékra az (i, f;) parok egy lancolt
listdjat.

>

= ¢, minden maés egyiitthatdja

i, yin



8.3.36. Tobbhatarozatlanii polinomok. Legyen R gyliri, n € N. Az R feletti
n-hatarozatlanu polinomok gytriijét n szerinti indukciéval definidljuk: ha n = 0, legyen
R[x1,a, ... ,x,] = R, az egyhatdrozatland polinomok gytir(ijét mér definidltuk, ha pedig
n > 1, akkor legyen R[xi,xo,... ,x,] = R[x1,%2,... ,Tn_1][xn]. Nyilvin zq,zs,... 2,
helyett barmilyen mds bettik is szerepelhetnek. Néhaegy f € R[z1,2s,... ,x,] polinomra
inkdbb az f(xz1,za,... ,x,) jelolést fogjuk hasznélni.

Konnyen lathaté, hogy az n-hatarozatland polinomok

. . . 1:1 1:2 PR ln
E fﬂ ,zg,...,znx] Ly T

11,82, 40n

alaku véges osszegek, ahol x1, s, ... ,x, a , hatdrozatlanok” és f;, ;, . .. € R. Aza € R
elemhez hozzdrendelve azt az f polinomot, amelyre foo,.. 0 = a és fi, 4,.. i, = 0 egyéb-
ként, az R egy olyan leképezését kapjuk a polinomok gytiriijébe, amely nyilvin monomor-
fizmus, értékkészletének elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel azonosithatjuk.
Az

01,12 4
fir iz, in @1 T3 T

tagot monomnak nevezziik, f;, i, . .. az egyitthatdja, (i1,4s,... ,in) a multifoka, i, +
-+« +1i, pedig a foka. Az n-hatarozatland polinomok jel6lésére a hagyomanyos
(1) f= Z Fivio Tzl gin

i1+ig+- i <m

felirast fogjuk hasznalni. Gyakran az z alaki tényezGket nem irjuk ki, z helyett pedig

zj-t irunk. Az (egyetlen) nulladfoki tag egyiitthatéja a polinom konstans tagja. Mivel
az (1) felirasbdl a nulla egyiitthatéji tagokat szokds elhagyni illetve a felirdshoz tovabbi
nulla egyiitthatéju tagok adhaték hozza, a felirds nem egyértelmii. Egyértelmiivé valik
azonban, ha kikotjiik, hogy m minimalis legyen, és minden m-nél nem magasabb foki tag
szerepeljen. Ez a minimdlis m a polinom foka, jellése deg(f). (Egy masik lehetéség a
felirds egyértelmiivé tételére, hogy minden nulla egyiitthatéju tagot elhagyunk.) A nulla
polinom egyértelmii felirdsa az iires Osszeg, és fokdt —1-nek definidljuk. (Vannak, akik a
nulla polinom fokdt a —oco szimbdlumnak definialjak vagy nem definidljdk.) A konstans
polinomok a legfeljebb nulladfokd polinomok. A legfeljebb els6fokd polinomok a linedris
polinomok. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagjdnak ugyanaz a k a foka, akkor
k-adfoku homogén polinomnak nevezziik.
A definiciébdl adédik, hogy az 6sszeadas és szorzds tagonként torténik: ha

_ § o PRSI S )
g = Gis 7127-~7an1 Lo xnn
i1 +ig+-+inp <m
egy masik polinom, akkor Gsszegiik az

e . . . . . . ‘il i2 “ e i
f+g= E (firsinssin F Ginvin,... in)T1 T Ty
i1+t +i, <m



polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre

hk‘],k}g,...,k)n = § fi1,12,~»»,ingj1>j21---ajn
i1+J1=k1,.- yin+in=kn

(Vegyiik észre, hogy ha f legfeljebb m-edfoki, g legfeljebb [-edfoki, akkor h legfeljebb
m + l-edfokd.) Ha az R gylrl nullosztémentes, akkor az R[zy,zo,... ,x,] gylrd is
nullosztémentes, és két nem nulla polinom szorzatdnak a foka a fokok Gsszege.

Ha R egységelemes az e egységelemmel, akkor R[x1,... ,z,] is egységelemes, benne
az fo,,. 0 = e és egyébként f; ;, . ;. = 0 Osszefiiggéssel definidlt polinom egységelem.
Az

o U ST SR 7
Jir i in 7' T3 T

tag szokdsos frasmédja fi, 4,,... i, = € esetén

sin

i1 .02 [N in
' T, T

Szamitégépen vagy az m fokszamot és az egyiitthatdk
fi],ig,...7in: Z] S m, ha] = 1727 .
tombjét taroljuk, vagy a nem nulla egyiitthatékra az

((i17i27 cee 7in)7fi1,i2,...7in)

parok egy lancolt listajat.

* 8.3.37. Multiindexek. Tobbhatirozatlani polinomok felirdsa tomorebbé tehetd
az aldbbi médon: Az N™ elemeit multiindexeknek fogjuk nevezni. Multiindexek Gsszegét
koordinatanként definidljuk. Ha i = (41,42, ... ,i,), akkor legyen |i| = i1 +is+- -+, és
ot = 2l .. xin . Ezzel a jeloléssel az f polinom > lil<m fix® véges tsszegként irhatd.
(Tulajdonképpen f egy olyan N"-et R-be képezd fiiggvé;myel azonosithatd, amely véges
sok helyen vesz fel nem nulla értéket.) Az f;z' monom multifoka i, foka |i|.

Ha f =, fiz® és g = >, giz" polinomok, akkor dsszegiik a > (f; + g;)z* polinom,
szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre hy = Ei,jeN",i+j:k figj, ha k € N™.



