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BEVEZETES

Ez az feladatgyiijtemény azzal a céllal késziilt, hogy segitséget nyijtson a program-
tervezd matematikus és programtervezo informatikus hallgaték szaméara tartott ,, Beveze-
tés a matematikiba” gyakorlatokhoz. Bar szdmos, a Komputer Algebra Tanszék munka-
tarsai dltal sszedllitott feladatgyiijtemény &ll rendelkezésre (Bruder [5], [6]; Gonda [25],
[26]; Langné [45], [46], [47], [48], [49]), néhdny teriilet egyéltaldn nincs, vagy csak hid-
nyosan van lefedve, elsésorban az anyag véltozdsa miatt. Olyan feladatokat igyekeztem
Osszegytijteni, amelyek segitenek megérteni az el6adason tanult altaldnos fogalmakat, il-
letve ravildgitanak az informatikai alkalmazasokra. A feltétleniil megoldanddénak tartott
feladatokat — jelzi. A torzsanyagon kiviili részeket *-gal jeloltem. A °-rel megjeldlt
részek olyan fogalmakat is felhasznalnak, amelyeket még nem definidltunk; ezek a kozép-
iskolai ismeretek alapjan altaladban megoldhatok. Az itt definidlt fogalmakat délt betiivel
szedtem.

Ha az els6 gyakorlat el6bb van, mint az elsé eléadas, a teljes indukciéval kapcsolatos,
illetve a sikbeli ponthalmazok felvazolasaval foglalkozé feladatokkal érdemes kezdeni.

A feladatok nagy részét — mint a legtébb feladatgytjteményben teszik — mashon-
nan vettem at. Valdszinlileg azok a feladatok, amelyeket nem atvettem, is szerepelnek
mar valahol. Mivel a feladatok eredetének kinyomozasa lehetetlen, feladatonként nem
adok meg hivatkozast, de az irodalomjegyzékben hivatkozom azokra a miivekre, ame-
lyekbdl sok feladat szarmazik.

Budapest, 2007. oktéber 23. A Szerzé



1. HALMAZOK

1.1. Logikai alapok

— 1.1.1. Feladat [5]. Pozitiv egészeket tekintve, jelolje P(x), E(z), O(z) illetve
D(x,y) rendre azt, hogy x prim, paros, paratlan, illetve, hogy x osztdja y-nak. Fordit-
suk le magyar nyelvre az alabbi formuldkat. Tagadjuk a formuldkat, formadlisan, illetve
koznyelvileg.

(1) P(7);

(2) (E(2)AP(2));

3) (Vz(D(2,7) = E(x)));

(4) (Bz(E(z) A D(z,6)));

(5) (Ve(=E(z) = =D(2,2)));

(6) (Vz(E(z) = (Vy(D(z,y) = E(y)))));

(7) (Va(P(x) = Cy(E(y) A D(x,9)))));

(®) (Vz(O(z) = (Vy(P(y) = ~D(z,9)))));

9) ((Fz(E(z) A P(x))) A (=(Fz(E(x) A P(z) A Cy(4£ =y A E(y) A Py)))))))-

— 1.1.2. Feladat [7]. Az embereket tekintve, jeldlje J(z), B(z), U(z), I(z), E(z),
P(x), K(z), N(z), H(z,y) illetve T(z,y) rendre azt, hogy x jogész, bird, iigyeskedd,
idGs, életerds, politikus, képviseld, no, illetve hogy = hazastarsa y-nak valamint hogy x
tiszteli y-t. Formalizaljuk az alabbi allitasokat:

minden bird jogdsz;
vannak tigyeskedd jogaszok;
nincs iigyeskedo biro;

bizonyos birdk idések, de életerdsek;

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) d bir6 sem nem idds, sem nem életerds;

(6) a birdk kivételével minden jogdsz iigyeskedd;
(7) néhany jogasz, aki politikus, képviseld is;

(8) egyetlen képviseld felesége sem id6s;

(9)

minden id6és képviseld jogasz;
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10) van olyan n6, aki jogdsz és képviseld;

11) minden olyan n6, aki jogasz, tisztel néhany birdt;
12) bizonyos jogaszok csak birdkat tisztelnek;

13) van olyan bird, aki tisztel néhany nét;

14) bizonyos iigyeskeddk egyetlen jogdszt sem tisztelnek;

(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15) d biré egyetlen iigyeskedét sem tisztel;
(16) vannak jogaszok és iigyeskeddk is, akik tisztelik d birdt;
(17) csak birdk tisztelnek birdkat;

(18) minden biré csak birdkat tisztel;

(19) minden nés képvisel6 életerds;

(20)

20) azok a jogaszok, akiknek életerds feleségiik van, mind képviseldk.

— 1.1.3. Feladat [4]. Jelolje N(), E(), H(), illetve B() azt, hogy ma siit a nap, hogy
ma esik az esd, hogy ma havazik, illetve, hogy tegnap borult volt az ég. Forditsuk le
magyar nyelvre (az iires zdrdjeleket nem frtuk ki):

1) (N=~(EAH));
(2) (B < N);

(3) (BA(NVE));
(4) ((B= E)VN);
(5) (N < ((EA-H)V B);

(6) (N < E)A(-HVB)).

— 1.1.4. Feladat [7]. Definidljuk formulaval az aldbbi kapcsolatokat: = az y-nak fia,
lanya, sziilGje, apja, anyja, unokdja, nagysziilje, nagyapja, nagyanyja, apai nagyapja,
anyai nagyapja, apai nagyanyja, anyai nagyanyja, testvére, fivére, névére, féltestvére,
unokatestvére, nagybatyja, nagynénje, unokatccse, unokahtiga.

1.1.5. Feladat [6]. Bevezetve a H(z,y) predikdtumot arra, hogy z és y hazastar-
sak, definidljuk formulaval az aldbbi kapcsolatokat: z az y-nak férje, felesége, sogora,
ségorndje, apdsa, anydsa, veje, menye.

1.1.6. Feladat [5]. Az el6z8 két feladatban hasznalt predikdtumok mellett milyen
predidtumra van még sziikségiink, ha batyja, hiiga, nénje, stb. fogalmakat is formalizalni
akarunk?

— 1.1.7. Feladat [6]. Formalizaljuk az alabbi &llitasokat:

—_

(1) Maérta nem szdke;
(2)

() e

(4) Eva vagy Pisti ott volt;
(5)

nem igaz, hogy Matyas nem elég virtudz;

esik az es6, de meleg van, bar a nap is elbijt, és az id6 is késére jar;

ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed megy a hegyhez;
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(6) elmegyiink kirdndulni, ha nem esik az es6, és a szél sem fij;
(7) kizédrt, hogy se matekbdl, se fizikdbdl ne menjek &t elsére;

(8) ha a szemtand megbizhatd, és az ujjlenyomatok a tettest6l szdrmaznak, akkor téved
az irdsszakérto;

9) szivarvany csak akkor van, ha esik az es6, a Nap is siit, de nincs dél;
minden ajtén van kilincs;

(

(10)

(11) nem mind molndr, ki szekercét fog héna al;
(12) ki nem sz6lt csak bégetett, az kapott dicséretet;
(13)

mindig fazom, ha fij a szél.

1.1.8. Feladat [5]. Formalizaljuk az aldbbi térgeometriai axiémakat:
(1) ha egy egyenes két pontja benne van egy sikban, akkor minden pontja benne van;
(2) van négy nem egy sikban fekvé pont;

(3) pérhuzamossigi axiéma.

— 1.1.9. Feladat [0]. Tegyiik fel, hogy a kivetkez8 hdrom éllitds igaz: Ha Eva angolul
tud, akkor tud németiil vagy francidul is. Eva nem tud németiil. Eva valamelyiken beszél
a hdrom nyelvbél. Kovetkezik-e ezekbdl, hogy Eva tud francidul?

— 1.1.10. Feladat [6]. Egy tdncmulatsiagon fitk és lanyok tancolnak. Jelslje T'(L, F),
hogy az L lany tancolt az F fiuval. Formalizaljunk pontosan az aldbbi , gyorsirdssal” felirt
formuldkat. Dontsiik el, hogy melyik kiovetkezik a mésikbdl. (Egy formuldbdl kovetkezik
egy masik formula, ha valahdnyszor az egyik igaz, a mésik is.)

(1)
3LVF T(L,F),  VF3L T(L,F), 3FVLT(L,F),

VL3F T(L,F), VLVF T(L,F), 3L3F T(L,F);

-3L3F T(L,F), VF3L ~T(L,F), VL3F -T(L,F), YLVYF —T(L,F).
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1.2. Halmazelméleti alapfogalmak

— 1.2.1. Feladat [5]. Legyenek x = {alma, korte} és y = {kutya, macska} halmazok.
Az aldbbi halmazok koéziil melyekre igaz, hogy x eleme, x részhalmaza, illetve z se nem
eleme, se nem részhalmaza: {{z},y}, =, 0Na, {a} \ {{z}}, {z} Uz, {z} U {0}.

1.2.2. Feladat. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitasat.1.2.13.
1.2.3. Feladat. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitasat.1.2.15.
1.2.4. Feladat. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitasat.1.2.16.
— 1.2.5. Feladat [0]. Legyen A = {{a,b,c},{a,d, e}, {a, f}}. Mi lesz UA és NA?

—° 1.2.6. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a {{z € R : |2| < y} : y € R,y > 0} halmaz-
rendszer unidjat és metszetét.

° 1.2.7. Feladat [5]. Hatarozzuk meg a
{zeR:|lz—yl<r}:yreRy<1,1<r<5}
halmazrendszer unidjat és metszetét.

° 1.2.8. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg azon nyilt korlapok rendszerének uniéjat, il-
letve metszetét, amelyek sugarara 2 < r < 3, kozéppontjuk koordindtaira pedig 0 <
z,y < 1.

— 1.2.9. Feladat [1]. Adjunk meg olyan halmazrendszert, amely diszjunkt, de nem
paronként diszjunkt. Van-e olyan halmazrendszer, amely paronként diszjunkt, de nem
diszjunkt?

— 1.2.10. Feladat [5]. Ha X egy halmaz, legyen X+ = X U{X}. Irjuk fel a 0F, 9+,
(*++ halmazokat. Igaz-e, hogy 0+ € 0T+, hogy 0F C 0, hogy 0T N O++ = 0, hogy
gr Ut =0+t illetve hogy (DN O++) € 0F?

1.2.11. Feladat. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitasat.1.2.18.
— 1.2.12. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy (AU B)\ (ANB)=AA B.

— 1.2.13. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszdleges A, B, C halmazokra AA () =
AJANA=0, AABYAC=AN(BAC),és AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

— 1.2.14. Feladat [3]. Legyen A, B,C, D C X, és jelolje ' az X alaphalmazra vonat-
kozé komplementert. Egyszeriisitsiik, amennyire lehet:

1) (au(Bn@uD));
(2) (AUB)N(AUB));

(3)
(ANBNCYUA' NBNCO)U(ANB' NC)U(ANnBNC)

UANB NCYUA'NnBNCHYU (A’ NnB ' N0O).

1.2.15. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A, B halmazokra A = ()
pontosan akkor, ha B = A A B.
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1.2.16. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra AAB C
(AAC)U(C A B), és a tartalmazds lehet valédi.

° 1.2.17. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy ha A,,... , A, halmazok, akkor = pon-
tosan akkor eleme az AA Ay A ... A A, halmaznak, ha z az A,,... , A, halmazok koziil
paratlan soknak eleme.

— 1.2.18. Feladat [4]. Allapitsuk meg, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak
tetszéleges A, B, C' halmazokra és melyek nem:
(1) (AUB)\ A= B;
(2) (AUB)\C =AU (B\C);
(3) (A\B)NnC=(ANnC)\B=(AnC)\ (BN(C);
(4) A\B=A\(ANB).
— 1.2.19. Feladat. frjuk fel a hatvanyhalmazt egy-egy 0, 1, 2, illetve 3 elemi hal-

mazra.

— 1.2.20. Feladat [5]. Irjuk fel a p(p(p(@))) halmazt.

1.2.21. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A, B halmazokra
(1) ha A C B, akkor p(A) C p(B);
(2) A = B pontosan akkor, ha p(A) = p(B);
(3) 9(A) Np(B) = p(AN B);
(4) p(A)Up(B) C p(AUB).
Mikor teljesiil egyenl6ség (4)-ben?
1.2.22. Tovdbbi feladatok. Részletes megolddssal: [6], 1 23; [3]: L.1 I1.13; [31]:

1.6, 1.8, 1.11, 1.14-1.34; [48]: 1.0-1.— 2.0-30; [51]: L.1.1-1.1.18, 1.1.20, 1.1.24-1.1.28, 1.1.30—
1.1.33; [73]: 11.8.2-T1.8.5; [74]: 1.1.-1.12, 1.14-1.16, 1.27, 1.28, 1.30.

1

1.3. Relaciok

— 1.3.1. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy X x Y = () pontosan akkor, ha X =
vagy Y = 0.

— 1.3.2. Feladat [2]. Milyen X, Y halmazokra igaz, hogy X xY =Y x X7
1.3.3. Feladat [3]. A p(p({l, 2})) halmaz elemeibdl melyek a rendezett parok?

1.3.4. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha X és Y halmazok, x € X, y € Y, akkor
(z,9) € p(p(X UY)).

1.3.5. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha X’ x Y’ # (), akkor X' xY' C X xY
pontosan akkor teljesiil, ha X' C X és Y’ C Y.
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1.3.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy (X X Y)U (X' xY) = (X UX') xY és
(X x Y)U(X xY') = X x (Y UY).

— 1.3.7. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy R reldciéra R = (), dmn(R) = () és
rng(R) = 0 ekvivalensek.

— 1.3.8. Feladat [0]. Ha R binér reldci6, mi lesz R(0), R~'(0), R(dmn(R)) és
R7'(rng(R))?

° 1.3.9. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg az R N S reldciét, ha R az m osztéja n-nek
relacié NT-on, S pedig az n = m + 6 reldcié Z-n.

—° 1.3.10. Feladat [9]. Hatdrozzuk meg az aldbbi relacidk értelmezési tartomanyat,
értékkészletét, dontsiik el, hogy fiiggvény-e, és hogy az inverze fiiggvény-e.

(1) {(z,y) €R?:a <z <bx<y< 2z}, ahol a,b € R adott szamok;
(1) {(z,y) eR?:y(1 —2?) =2 —1};

(2) {(zy) eR?:y=(x—1)/(1-2")};

(3) {(x,y) €R?: fz] + [y < 1};

4) {(z,y) eR?:2? =1+4%y >0}

(5) {(z,y) eR*:2® +y> -2y <0}

6) {(z,y) €R*: |z = |y|};

(1) {(z.) R y(la) —2)=1};

8) {(z,y) eR*:y =2 — |2]};

9) {(z,y) eR®:y = [x]*};

(10) {(x,y) e R? ty = x2};

(1) {(z,y) eR*:y =2a", 0 <z < 2};

(12) {(z,y) € R* : y = 2*, haz € N};

(13) {(z,y) € R*: y =z, haz € Q, egyébként y = 1 — z}.

° 1.3.11. Feladat [10]. Abrazoljuk azon (x,y) valds szadmparok sikbeli halmazat,
amelyek eleget tesznek a megadott Osszefiiggésnek:

y=a",n=123,4,56,-1,-2 -3, —4;

y" =x,m=23,4,5;

Y=o (mm) = (2,1),(2,3), (3,1),(3,2), (3,4), (4,2), (4, 3):
xy = 1+ 22 (hiperbola);

2y = 1+ 23 (Newton-féle hdromdgu szigony);

yr® =1+ 2%

y(1+ 2%) = 1 (Agnesi-gorbe);

y(1+ 2?) = 2z (Newton-féle szerpentin);
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(
(10) y
( )y = —x — 2 (parabola);
(12) y*> = 23 (Neil-féle parabola);
( )4 2 + 22 =100 (ellipszis);
(14) 4> = 22 — 1 (hiperbola);
(15) y2 (1+x) =1-u;
(16) y* = 2*(100 — 2?);
(17) o (10 — ) = 23 (cisszois);
(18) |z[™ + |y|” =1, n = 1,2,3,4,5,1/2,1/3,1/4;
(19) max{Ja], ]yl} = 1;
(20) zy = [z].
° 1.3.12. Feladat [9]. Abrazoljuk a megadott val6s szampérok sikbeli halmazat:

(1) {(1—t,1—1?):teR};

(2) {(t+1/t,t+1/t*):teR};

(3) {(10cost,sint) : ¢t € R} (ellipszis);

(4) {(5cos?t,3sin’t) : t € R};

(5) { (t — sint),2(1 — cost)) : t € R} (ciklois);

° 1.3.13. Feladat [9]. Paraméterezést bevezetve, dbrazoljuk azon (z,y) valds szam-

parok sikbeli halmazat, amelyek eleget tesznek a megadott Osszefiiggésnek:
(1) 2 + 93 = 32y (Descartes-féle levél);
(2) 2 +y* =a' +y

(3) 2%y =a® —y%;

(4) 2?/% +¢*/3 =1 (astroid);
(

¥ =y*, x,y > 0.

)
)
4)
5)

° 1.3.14. Feladat [8]. Poldr koordindtara attérve, dbrazoljuk azon (x,y) valds szam-
parok sikbeli halmazat, amelyek eleget tesznek a megadott Osszefiiggésnek:

1) (22 +y?)? = 2% — y? (Bernoulli lemniszkatéja);

) @t 4yt = 2ay;

) (@3 62 = a2 + s

) (22 +y? —4x)? = 16(2® + y?);
5) z* +y* = 8ay?;

) at+yt =24y

) (@ 4+ = 2Mayy

) (@ +y?)? =y,
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° 1.3.15. Feladat [8]. Abrazoljuk az aldbbi, (r,¢) polarkoordinitakban megadott
sikbeli halmazokat:

1) r = ¢ (arkhimédészi spirdlis);
2) r
3) r=p/(1+¢);

(

(2) 7 /¢ (hiperbolikus spirilis);
(3)

(4) r=2%/C7 (logaritmikus spiralis);
(5)

(6)

(7)

5) r=2(1+ cosyp) (kardioid);

6) r = sin 3¢ (hdromlevell rozetta);
7
—° 1.3.16. Feladat [5]. Az R = {(z,y) € RxR:y? = 2—z—2?} reldciéra hatdrozzuk

meg a {0} halmaz képét és teljes inverz képét. Mely A C R halmazokra lesz R(A) illetve
R7(A) egyelemii?

r? = cos 2¢ (Bernoulli lemniszkatéja).

—° 1.3.17. Feladat [3]. Irjuk fel intervallumokkal az & — |z| leképezésnél az aldbbi
halmazok teljes inverz képét: [—1,2], ]1,4[, [-1,2[.

— 1.3.18. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy barmely R reldciéra és A halmazra A C
R7'(R(A)) pontosan akkor, ha A C dmn(R).
R

° 1.3.19. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg az S o R és R o S szorzatot, ha

(1) R={(z,y) eRxR:y? =z} és S={(z,y) eRxR:y=2z};

(2) R={(z,y) eR" xR:y? =2} ésS={(z,y) eERxR:y=tanz};

(3) R={(z,y) el-ma|xR:y=sinz}és S={(x,y) eRxR:y+1/y=ua};

(4) R=S={(z,y) eRxR:z<y};

(5) R=S={(z,y) €ZXZ:x<y};

(6) R=5S={(x,y) € N" x N* : z osztéja y, de  # y};

(7) A tetszdleges halmaz, R = {(z,y) € p(4) x p(4) : 2Ny =0} é S = {(z,y) €

p(A) x p(4) : z Cy);
(8) K és L két korlap az S sikban és R = {(x,y) €S xS:x=yvagyx,y € K} és
S={(z,y) € SxS:x=yvagy z,y € L}.

— 1.3.20. Feladat [5]. Legyen X kételemii halmaz. Hatarozzuk meg az osszes X -beli
binér relaciét. Keressiink példat a tanult reldciétulajdonsagok (tranzitiv, stb.) minde-
gyikének teljestilésére és nem teljesiilésére is.

° 1.3.21. Feladat [4]. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik a sik egyenesei kozotti
parhuzamossag illetve merdlegesség?

— 1.3.22. Feladat [6]. Az emberek halmazan tekintve, milyen tulajdonsdgokkal ren-
delkeznek az apja, sziilGje, anyja, testvére, féltestvére, egyenesdgi leszarmazottja, egye-
nesagi rokona, gyermeke, nagysziiloje, unokaja, nagyapja, nagyanyja, anyai nagysziilGje
relacidk?
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1.3.23. Feladat [6]. Az emberek halmazan fejezziik ki az eléz6 feladatban szerepld
Osszes reldciét az apja és a sziildje relacidk segitségével.
1.3.24. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy egy X-beli R binér relaciéra
R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R;
R pontosan akkor intranzitiv, ha (Ro R) N R = (J;
R pontosan akkor szimmetrikus, ha R~ = R;
R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R~! C Ix;
R pontosan akkor szigorian antiszimmetrikus, ha RN R~ = {);
R pontosan akkor reflexiv, ha Iy C R;
R pontosan akkor irreflexiv, ha Ixy N R = 0;

R pontosan akkor trichotom, ha R, R™! és [x paronként diszjunktak és egyesitésiik
X x X;

(9) R pontosan akkor dichotom, ha RUR™! = X.

— 1.3.25. Feladat [0]. Mi a hiba a kovetkez6 okoskoddsban? Szimmetrikus és tran-
zitiv R relacié reflexiv is, mert ha xRy akkor yRx is, és a tranzitivitds miatt ebbdl
TRz.

— 1.3.26. Feladat []. Adjunk példét olyan binér reldciéra, amely
(1) reflexiv és szimmetrikus, de nem tranzitiv;

(2) reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus;
(3) tranzitiv és szimmetrikus, de nem reflexiv.

— 1.8.27. Feladat [6]. Hany kiilonb6z6 osztédlyozéasa van egy 0, 1, 2, 3, illetve 4 elemii
halmaznak?

— 1.3.28. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha P egy osztédlyozds, akkor a megfelel
ekvivalencia-reldcié U{C' x C': C € P}.

— 1.3.29. Feladat [1]. Lehet-e () ekvivalencia reldcid, parciélis rendezés, rendezés,
szigord parcidlis rendezés, illetve szigord rendezés?

— 1.3.30. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy egy részben rendezett halmaz barmely
nem iires részhalmazanak barmely alsé korlatja kisebb vagy egyenld barmely felsé kor-
latjandl.

— 1.3.31. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy egy részben rendezés inverze is részben
rendezés. Mi a kapcsolat a két Hasse-diagramm kozott?

—° 1.8.32. Feladat [5]. Tekintsiik az {1,2,3,4,5,6, 7,8} halmazon az osztéja részben-
rendezést. A megfelel6 szigord relaciot irjuk fel parok halmazaként. Keressiink intervall-
lumokat, részhalmazokra alsé és felsé korlatokat, infimumot és szuprémumot.

° 1.3.33. Feladat [5]. Mely n € NT szdmokra alkotnak az n-nek az N*-beli oszt6i
rendezett halmazt?
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—° 1.3.34. Feladat [5]. Legyen H C R. A H halmaz milyen tulajdonsigat fejezik
ki az alabbi formuldk? A kvantorok, x és y valamint R és H cserélgetésével keresiink
tovabbi formuldkat és fejtsiik meg jelentésiiket.

(1) VeeR3Iye H (v <y);
(2) dxeRVye H (x<vy);
(3) Ve € HIy e R (z<y);
(4) Vee HIye H (z <y).

1.3.35. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha egy rendezett halmaz minden nem
iires és feliilrdl korlatos halmazdnak van pontos felsé korlatja, akkor minden nem iires
alulrdl korlatos részhalmazanak van pontos alsé korlatja.

—° 1.83.36. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg az {1,2, 3,4, 5,6} halmazon az ,,osztéja” re-
laci6 egy olyan kiterjesztését, amely rendezés.

— 1.3.37. Feladat [13]. Az aldbbiakban egy, az IBM Cell processzorra irt assembly
programrészlet van megadva. Minden utasitds az eredményt az elséként megadott célre-
giszterbe teszi, az operandusokat pedig a tobbi regiszterbdl veszi, kivéve az x-re végzddo
bgx és sfx utasitidsokat, ezeknél a célregiszter is operandus. Minden utasitdsnal meg-
adtuk, hogy e vagy o tipusi, és hogy a végrehajtdsa hiny drajelig tart. A processzor
két utasitast bir elkezdeni minden érajelben, de csak ha az els6 e, a masodik pedig o
tipusi, egyébként csak egyet, és csak akkor, ha az operandusai elkésziiltek. (A program-
részlet elején minden operandus amit megvaltoztatas el6tt haszndlunk, kész van és nem
»szemét”.) Optimalizaljuk a programrészletet: adjuk meg a sorok egy olyan részbenren-
dezését, amelynek rendezéssé torténd kiterjesztései kozott csupa olyan sorrend szerepel,
amelyre igaz, hogy ugyanezt az eredményt adja minden regiszterben, és programmal ke-
ressiik meg a minimélis futdsideji sorrendet. Az utolsd, ugrd utasitdsnak utolsénak kell
maradnia!

bg $65,$43,$55 #e2
bg $64,$42,$54 #e2
bg $63,$41,$53 #e2
bg $62,$40,$52 #e2
st $43,$43,$55 #e2
st $42,$42,$54 #e2
sf $41,$41,$53 #e?2
sf $40,$40,$52 #e?2
shlgbyi $60,$56,0 #e2

shufb  $56,$18,$65,$24 #o04
shufb $66,$18,$65,$24 #o04
shufb  $55,$65,$64,$24 #o04
shufb  $65,$65,$64,$24 #o04
shufb  $54,$64,$63,$24 #o04
shufb  $64,$64,$63,$24 #o04
shufb  $53,$63,$62,$24 #o04
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shufb  $63,$63,$62,$24 #o04
shufb  $52,$62,$18,$24 #o4
shufb  $62,$62,$18,$24 #o4

bgx $66,$20,$60 #e2
bgx $65,$20,$43 #e2
bgx $64,$20, $42 #e2
bgx $63,$20,$41 #e2
bgx $62,$20,$40 #e2
sfx $56,$20,$60 #e2
sfx $55,$20,$43 #e2
sfx $54,$20, $42 #e2
sfx $53,$20,$41 #e2
sfx $52,$20,$40 #e2
and $61,%$66,$65 #e2
and $61,%$61,$64 #e2
and $61,$61,$63 #e2
and $61,$61,$62 #e2
xor $60,$61,$18 #e2
gb $60,$60 #04

brnz $60, subkarasqrb #o
— 1.3.38. Feladat [1]. J6lrendezett-e N a szokdsos rendezés inverzével?

— 1.3.39. Feladat [1]. Jélrendezett-e a {1 —1/n: n € N*} halmaz a szokdsos rende-
zéssel?

— 1.3.40. Feladat [1]. Ki lehet-e valasztani jolrendezett halmazban elemek végtelen
szigorian csokkend sorozatét?

— 1.3.41. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy jélrendezett halmaz barmely részhalmaza
is jélrendezett.

— 1.3.42. Feladat [2]. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitdsat.1.3.25.

1.3.43. Feladat [5]. Tanulmanyozzuk N x N-en a lexikografikus rendezést. Adjunk
példat olyan végtelen jolrendezett halmazra, amelyben van legnagyobb elem.

— 1.3.44. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy egy jélrendezett halmazban (kivéve eset-
leg a legnagyobb elemet, ha van olyan) minden elemnek van kozvetlen rdkovetkezdje.

° 1.3.45. Feladat [6]. Tanulményozzuk R x R-en a jegyzet 1.3.25. példdjdban meg-
adott két rendezést. Van-e minden feliilrél korlatos halmaznak pontos felsé korlatja a
lexikografikus rendezésnél?

© 1.3.46. Feladat [6]. Ha A részben rendezett halmaz, definidljuk a lexikografikus
rendezést az A* halmazon. Ha A rendezett, illetve jélrendezett volt, rendezett, illetve
jOlrendezett lesz-e A*?
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— 1.3.47. Feladat [12]. Tervezziink egy Mini Tanulmanyi Rendszert. A sziikséges
reldcidkat prébaljuk meg binér relacidkra felbontani. Egy oktatonk megbetegedett, egy
adott napon nem tud ordkat tartani. Kiildjiink e-mail-t mindenkinek, akit ez érint.
Milyen relaciémiveletek segitségével tudjuk a sziikséges adatokat kinyerni?

1.3.48. Tovdbbi feladatok. Részletes megolddssal: [5], 1-19; [3]: 1.17-1.24; [48],
2.0-1.- 2.0-9; [51]: 1.2.1-1.2.3, 1.2.5, 1.2.7-1.2.11, 1.2.13, 1.2.18, 1.3.1-1.3.24, 1.3.26-1.3.44,
1.3.46-1.3.72; [31]: 2.1-2.12, 3.1, 3.2, 3.7, 3.8, 3.11-3.15, 3.17, 3.21, 3.23, 3.26-3.35, 9.1—
9.8, 9.10 9.13, 11.1, 11.4, 11.5, 11.7; [73]: I1.8.7 11.8.9, II1.5.1 II1.5.15, I11.5.17; [74]:
4.1 4.3,4.6,4.7,4.42 4.44, 4.53, 4.54, 4.77, 4.91, 4.92, 4.95.

1.4. Fiiggvények

— 1.4.1. Feladat [1]. Milyen X és Y halmazok esetén lesz X x Y fiiggvény?

— 1.4.2. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy Y~ = () pontosan akkor teljesiil, ha Y = ()
és X £ 0.

— 1.4.3. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha X, Y halmazok, ¢ € Y, akkor az
X x {c} konstans leképezés fiiggvény.

— 1.4.4. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg az XY ©sszes elemét, ha X-nek illetve Y-nak
nulla, egy, két illetve hadrom eleme van. Melyek lesznek invertalhatdak?

—° 1.4.5. Feladat [4]. Adjunk példat olyan fiiggvényre, amely

(1) N-et N val6di részére képezi le, de nem injektiv;

(2) N-et N valédi részére képezi le és injektiv;

(3) Z-t Z valédi részére képezi le, de nem injektiv;

(4) Z-t Z valédi részére képezi le és injektiv;

(5) R-et N-be képezi le;

(6) R-et N-be képezi le, de egyetlen elem képe sem sajit maga.

— 1.4.6. Feladat [7]. Legyen R C X X Y egy relacié. Vizsgaljuk meg, hogy tetszdle-
ges A, B C X esetén milyen kapcsolat &ll fenn az aldbbi halmazpéarok kozott (egyenldség,
egyik vagy mésik irdnyd tartalmazss). Ha taldltunk osszefiiggést, bizonyitsuk be, egyéb-
ként adjunk ellenpéldat. Mi a helyzet, ha R: X — Y fiiggvény? Mi a helyzet, ha R egy
f:Y — X fliggvény inverze?

(1) R(AUB) és R(A) U R(B);
(2) R(ANB) és R(A) N R(B);
(3) dmn(R) \ A és rng(R) \ R(A);
(4) R(A\B) és R(A)\ R(B):

(5) R(AA B) és R(A) A R(B).
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1.4.7. Feladat [5]. Abbdl, hogy az f: X — Y és g: Y — Z fiiggvényekre go f
inverze fiiggvény, kovetkezik-e, hogy f és g inverze is fiiggvény?

— 1.4.8. Feladat [6]. Két részben rendezett halmazt hasonlénak neveziink, ha létezik
kozottiikk bijekcid, amely monoton novekedd és az inverze is monoton névekedd. Mi a
kapcsolat hasonld halmazok Hasse-diagrammja kozott?

— 1.4.9. Feladat [6]. Hany olyan részbenrendezés van egy 0, 1, 2, 3, 4, illetve 5 elem
halmaznak, amelyek nem hasonléak? Hany van ezek kozott, amely rendezés? Minden
esetben keressiik meg a minimadlis, maximalis, legkisebb és legnagyobb elemeket és a
lancokat.

— 1.4.10. Feladat [3]. Ha f,g € X — Y fiiggvények, fiiggvény lesze fUg, fNg,
f\g,illetve f A g?
1.4.11. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha R reldcié az X és Y halmazok kozott,
akkor az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) R fiiggvény;
(2) barmely B C Y-ra R(R™'(B)) C B;
(3) barmely A,BCY-raR"'"(ANB) =R '(A) N R (B);
(4) ha A, B C Y diszjunktak, akkor R~1(A) N R~1(B) = 0.
1.4.12. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha R reldcié az X és Y halmazok kozott,

S pedig relacié az Y és X halmazok kozott, tovibbd So R =1x és Ro S = Iy, akkor R
és S bijektiv leképezések és S = R™!.

1.4.13. Feladat [5]. Legyenek A, B, C' és D halmazok, f: A — B, g: B — C és
h : C — D leképezések. Mutassuk meg, hogy ha go f és h o g bijektivek, akkor f, g és h
bijektiv.

1.4.14. Feladat [6]. Legyenek A, B, és C halmazok, f: A — B, g: B — C és
h: C — Aleképezések. Mutassuk meg, hogy ha a hogo f, go foh és fohogleképezések
koziil kettd szurjektiv, a harmadik pedig injektiv, vagy kettd injektiv, a harmadik pedig
sziirjektiv, akkor bijektivek, akkor f, g és h bijektiv.

1.4.15. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy barmely f fiiggvényre és B halmazra
f(f’](B)) = B Nrng(f). Mutassuk meg, hogy az allitds nem marad érvényben, ha f
csak relécié.

1.4.16. Feladat [5]. Legyen f: X — Y fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az aldbbi
feltételek ekvivalensek:
(1) f injektiv;
(2) minden A C X halmazra f~'(f(A)) = A;
(3) barmely A, B C X halmazokra f(AN B) = f(A) N f(B);
(4) barmely diszjunkt A, B C X halmazokra f(A) N f(B) = 0;
(5) ha AC B C X, akkor f(A\ B) = f(4)\ f(B).
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1.4.17. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy barmely R reldciéra és A;, i € I hal-
mazcsalddra R(U;crA;) = Uier R(A;).

— 1.4.18. Feladat [5]. Legyen X, = {A}, X1 = {a,b}, Xo = {o, 8,7}, és [ =
{O, 1, 2}, J = {]., 2} Ad]llk meg UiE]Xi—t és XiEIXi‘t- Ad]llk meg X1 X XQ—t és XiEJXi‘
t. Adjunk meg X;c; X; projekcidjat x;csX;-be. Mi a helyzet, ha Xq = 0?7

—° 1.4.19. Feladat [5]. Har € R, legyen K, = {z € R : |z| < r}. Mi lesz U;c; K; és
Nicr K;, ha I = R*?

° 1.4.20. Feladat [6]. Legyenek f,g: R — R fiiggvények, és
H ={zeR:f(z)>r}n{zeR:g(x) <r}, ha reR.

Mutassuk meg, hogy {z € R: f(z) > g(x)} = UregH,-

1.4.21. Feladat [6]. Legyenek A;, B;, i € I nem iires halmazcsalddok. Mutassuk
meg, hogy
(Uier Ai) A (Uier Ai) C Uier(Ai A By).

Mutassuk meg, hogy a tartalmazds lehet valédi. Mi a helyzet, ha unié helyett metszet
van?

1.4.22. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha XY =YX akkor X =Y.

— 1.4.23. Feladat [5]. Egy személyi torzsadattarbdl, amely a véllalat dolgozénak
adatait tartalmazza, és minden rekordja 7 mez6t tartalmaz, egy listat készitiink, amely
az Osszes dolgozéra a nevét és a beosztasat tartalmazza. Mi koze ennek a Descartes-
szorzatok projekcidjahoz?

°* 1.4.24. Feladat [8]. Legyen f : R — R egy fiiggvény és a,e,0 € R. Milyen
tulajdonsagat fejezik ki a fiiggvénynek az alabbi formuldk? Adjunk meg olyan fiiggvény,
amely rendelkezik a megfelel6 tulajdonsaggal.

(1) Ve>0VY6>0Va (|x—a|<5:>|f(x)—f(a)‘<£);
(2) Ie>0V5>0Vz (Jx—al<d=|f(z)— fa)| <e);

(3) Ie>035>0Vex

VAN
™

|z —a| <& = [f(2) — f(a)]

VAN
™

( )
( )
(4) V6>03e>0Va (|x—a|<5:»|f(x)—f(a)\<a);
(5) 36 >0Ve>0Va (|x—a|<5:>|f(x)—f(a)‘ )
(6) Ve>035>0Va (|x—a|<5:»|f(x)—f(a)\<a).

—° 1.4.25. Feladat [0]. Miivelet-e a valés szdmokon a kivonds, illetve az osztas?

— 1.4.26. Feladat [3]. Hany nullér, unér illetve binér miivelet definidlhaté egy 0, 1,
2, illetve 3 elemii halmazon?
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— 1.4.27. Feladat [7]. Keressiik meg az §sszes binér logikai miiveletet (azaz az Osszes
miiveletet az {1, ]} halmazon). Fejezziik ki mindet a tanult logikai miiveletekkel, minél
kevesebbel. Keressiink olyan binér miiveletet, amellyel minden maés binér logikai miivelet
kifejezhetd.

° 1.4.28. Feladat [7]. Milyen logikai miiveletek taldlhaték példdul az MMIX vagy
az IBM Cell processzor utasitaskészletében? Vajon miért pontosan ezek?

—° 1.4.29. Feladat [5]. Mi koze a kilences, illetve a tizenegyes-prébdnak a miivelet-
tartd leképezésekhez?

1.4.30. Tovabbi feladatok. [3]: 1.25-1.52, 1.54-1.90; [31]: 4.2-4.6, 4.10, 4.12-4.14,
4.18-4.20, 4.22-4.30, 5.2-5.6, 5.9-5.11; 6.1-6.9, 9.9, 12.3-12.22; [48]: 2.0-10.— 2.0-19;
[51]: 1.1.22, 1.1.29, 1.1.36-39, 1.2.4, 1.2.6, 1.2.12, 1.2.15, 1.2.16, 1.2.19, 1.2.20, 1.2.21, 1.2.25,
1.2.28,1.2.30-1.2.43,1.2.46 49,1.2.51; [73]: 11.8.10 11.8.25, I1.8.33; [tota]: 1.13,1.17, 1.32
1.36.



2. TERMESZETES SZAMOK

2.1. Peano-axiomak

—° 2.1.1. Feladat [5]. Teljes indukciéval bizonyitsuk be az aldbbi tsszefiiggéseket:

(1)

1
1+2+3+---+n:%;
(2)
12+22+32...+n2:n(n+1)6(2n+1);
(3) 1 2
1.2+2.3+...+n(n+1):%;
(4)
1)...
1-2~-~m+2~3-~-(m+1)+--~+n(n+1)---(n+m_1):”(”-l') (n+m);
m+ 1
(5) |
B2+ 4nd=04+2+---+n)%
(6)
S S STt §
(7)

20 42" 422 . g2 =t 1,
2.1.2. Feladat [8]. Bizonyitsuk be Nikomakhosz tételét: 13 = 1, 23 = 3 + 5,

3 =74+9+11,4% = 13+ 15 + 17 + 19, stb. Vezessiik le ebbdl az el6z8 feladat (5)
Osszefiiggését.

—° 2.1.3. Feladat [1]. Hol a hiba a kovetkez§ okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy
minden egész szam egyenld. Azt latjuk be, hogy barmely egész szdm megegyezik a
rakovetkezojével, azaz n = n + 1. Tegyiik fel, hogy ez igaz n-re. Ekkor n + 1-re is, mert
n=n+1béln+1=(n+1)+1.
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—° 2.1.4. Feladat [4]. Hol a hiba a kovetkez§ okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy
a sik Osszes pontja egy egyenesen van. Megmutatjuk, hogy akirhogy vesziink véges sok
pontot, azok egy egyenesen vannak. Egy es‘ két pontra ez igaz. Tegyiik fel, hogy barmely
n pont egy egyenesen van. Vegyiink n + 1 pontot. Az elsé n pont egy egyenesen van.
Vegyiink el ezek koziil egyet, és adjuk hozzd az n + 1-edik pontot. Ez az n pont egy
egyenesen van, tehat az n + 1 pont egy egyenesen van.

—° 2.1.5. Feladat [4]. Hol a hiba a kovetkez§ okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy
adott a pozitiv valds szdmra és barmely n € Nt természetes szamra a” ! = 1. Az 4llitas
igaz, ha n = 1. Ha igaz barmely n + 1-nél kisebb szdmra, akkor

a(n+])7]:an_a - a :11:1

—° 2.1.6. Feladat [4]. Hol a hiba a kovetkez6 okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy

1

1 3
1-2 2

1
+m+...+7_

1
(n—1)n n’

Ha n =1, akkor 3/2 —1/n=1/(1-2), és ha n-re igaz, akkor

1 1
2 sttt Ty T

1 1 3 1 3 1
2 2

11 B
n n n+1 n+1

° 2.1.7. Feladat [5]. Teljes indukcidval bizonyitsuk be az aldbbi tsszefiiggéseket:

(1)

o1 11
(2)
4n? —1
12+32+52+_..+(2n_1)2:%;
(3)
(4)
2_1 2
0 1241-2242.82 4 4 (n—1)n2 = 27 1)2(3n+ ).
(5)

(-D0-3)0-%) (-7 “3re

—° 2.1.8. Feladat [6]. Fejezziik ki egyszertibb alakban az alabbi 6sszegeket:
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(1)
1434544+ (2n—1);
(2)
1:2:342-3-44---+n(n+1)(n+2);
(3)

12 _ 22 +32 o+ (_l)n—an.

° 2.1.9. Feladat [9]. Fejezziik ki egyszertibb alakban az alabbi 6sszegeket:
(1)

I SO S : ;
1-5 2.6 3-7 (4n —3)(4n + 1)’
(2)
L 1L ! ;
1-2.3 2.3-4 n(n+1)(n+2)’
(3)

1 +2t+ 4t
° 2.1.10. Feladat [11]. Fejezziik ki egyszeriibb alakban az aldbbi 6sszegeket:
(1)

13 33 53 (-)"(2n+1)3
14+4 3*+4 5*+4 2n+1)4+4
(2)
1-2"4+2.22 4328 ... 4 n2™;
(3)

lz' + 222 4323+ -+ n2™, ha zeR, z#I1.

° 2.1.11. Feladat [5]. Bizonyitsuk be a Bernoulli-egyenl6tlenséget:
(T+a)(I+a) - (I+an) >4z +22 4+ T,

ahol z1,...x, azonos elgjeld és —1-nél nagyobb valés szamok.

° 2.1.12. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy © > —1, n € N* esetén fennall az (1 + z)" >
1 + nx egyenlbtlenség és egyenlOség csak n = 1 vagy x = 0 esetén teljestil.

—° 2.1.13. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N*-ra

(1)

11 1
N<Td et —— -t —— < 2Vn;
vnslt st VoD

(2)

PPUNE U S B
2="T37"3 g1 ="

° 2.1.14. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy
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) 1 1 1 2
n<l4+ —+—+4+..-+4 —<3—-—, ha TLEN+;
= 22 ' 3V3 nyn = Vn
@ 1 1 1
n<l4+ —+-—=+---+—<2yn, ha neNt;
ARV AV AN
(3)
17’L
W>27 ha neN, n>1,;
n
@ 1 1 1 13
— h N 1;
n+1 n+2 +2n>247 aonefn=h
5) 1 1 3 5 2 1 1
n—
< .. Z < , h €N, > 1;
ovn 246 T2 S\ Barr vonmeEmT
®) 1 1 1 1 7
6/7 6/7 +.
BRI AR A T
(7)
2" >1+nv2"~!, ha neN, n>1;
(8)
2" >n? ha neN, n>4;
(9)
3">n? ha neN, n>3;
(10)
2" >n% ha neN, n>9;
(11)
3">2"+7n, ha neN, n>3;
(12)

n"' > (n+1)", ha neEN, n>2;

° 2.1.15. Feladat [7]. Hany részre osztja a sikot n egyenes, ha koziiliikk semelyik
kett6 nem parhuzamos és semelyik hdarom nem megy 4t egy ponton?

° 2.1.16. Feladat [9]. Bizonyitandd, hogy véges sok egyenes (vagy kor) a sikot olyan
tartomanyokra bontja, amelyek kiszinezheték két szinnel gy, hogy azonos szinii tarto-
manyoknak nincs kozos hatarvonaluk.
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°% 2.1.17. Feladat[9]. frjunka...e >0 ...N ...n> N (Jan — A| < €) kifejezésbe,
amelyben a : N — R egy sorozat, A, € Résn, N € N, a kipontozott részek helyére kvan-
torokat az Osszes lehetséges médon. Milyen tulajdonsagat fejezik ki a sorozatnak a kapott
formuldk? Adjunk meg olyan sorozatot, amely rendelkezik a megfelel$ tulajdonsiggal.

°* 2.1.18. Feladat[8]. Az el6z6 feladat jelsléseivel, milyen tulajdonsiagat fejezik ki az
a : N — R egy sorozatnak az aldbbi formuldk? Adjunk meg olyan sorozatot, amely
rendelkezik a megfelel6 tulajdonsdggal.

(1) 3NVe>0Vn >N (la, — A| <e);
(2) 3INVe>03n >N (lay — Al <e);
(3) VN 3Ie>0Vn >N (la, — A| <e);
(4) VN 3e>03n> N (la, — Al <e).

°% 2.1.19. Feladat [10]. Irjunk a...A ...N ...n > N (a, > A) kifejezésbe, amely-
ben a : N — R egy sorozat, A € R és n, N € N, irjunk a kipontozott részek helyére
kvantorokat az 6sszes lehetséges médon, illetve permutaljuk a kvantoros részeket. Milyen
tulajdonsagat fejezik ki a sorozatnak a kapott formulik? Adjunk meg olyan sorozatot,
amely rendelkezik a megfelel6 tulajdonsaggal.

—° 2.1.20. Feladat [3]. Ha Y és Z az X alaphalmaz részhalmazai, fejezziik ki az
X\Y, YNZ YUZ Y\Zé Y A Z halmazok karakterisztikus fiiggvényeit xy és xz
segitségével.

—° 2.1.21. Feladat [3]. Az informatikiban elterjedt az Iverson-konvencid: ha
Y={zeX: Flx)}

az X részhalmaza, akkor karakterisztikus fiiggvényét []:(x)} jeloli. Adjuk meg masként
az z — [z #0]/(z + [z = 0]), z € R fiiggvényt.

2.1.22. Tovibbi feladatok. [51]: 1.2.44, 1.2.45; [74]: 1.37.
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2.2. Miveletek természetes szamokkal

— 2.2.1. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy természetes szamokra
(1) m+n=0esetén m =0ésn =0;

(2) mn =0 esetén m = 0 vagy n = 0;

(3) m+n=1esetén m =1 vagy n = 1;

(4) mn=1esetén m=1ésn = 1.

—° 2.2.2. Feladat [6]. Az aldbbi, képlettel megadott sorozatokat definidljuk rekur-

zi6val. (Hasonlé rekurzidkat haszndlt Babbage els6 szdmitégépe polinomok értékeinek
kiszamitaséra, és ezdltal trigonometrikus fiiggvények értékeinek kozelitésére.)

(1) an = (="

(2) an= n*;

(3) an = (2n+ 3)%

4) an = n;
(5)

(6)

an =n° —n?—2n+3;

an, = n, ha n paros, és a, = 1, ha n paratlan.

— 2.2.3. Feladat [3]. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitdsat.2.2.8

— 2.2.4. Feladat [3]. Definidljuk a természetes szamok hatvinyozdsat természetes
szam kitevére. Vizsgdljuk meg a tulajdonsagait.

— 2.2.5. Feladat [3]. Hiny kommutativ binér miivelet definidlhaté egy 0, 1, 2, illetve
3 elemi halmazon?

— 2.2.6. Feladat [5]. Adjunk példdt semleges elemes grupoidra, amelyben egy elem-
nek t&bb inverze is van.

— 2.2.7. Feladat [5]. Hany olyan binér miivelet van a {uparrow, |} halmazon, amellyel
semleges elemes félcsoport?

— 2.2.8. Feladat [5]. Hany olyan binér miivelet van a {uparrow, |} halmazon, amellyel
félcsoport, amelyben nincs semleges elem, de van jobb illetve bal oldali semleges elem?

— 2.2.9. Feladat [6]. Hany olyan binér miivelet van a {uparrow, |} halmazon, amellyel
félcsoport? A miveleteket fejezziik ki -, A, V, = és <= segitségével.

— 2.2.10. Feladat [8]. Hanyféleképpen tudunk miiveletet definidlni egy haromelemti
halmazon ugy, hogy azzal egységelemes félcsoport legyen?

— 2.2.11. Feladat [8]. Hényféleképpen tudunk miiveletet definidlni egy 0, 1, 2, 3
illetve 4 elemii halmazon gy, hogy azzal Abel-csoport legyen?

— 2.2.12. Feladat [9]. Hényféleképpen tudunk miiveletet definidlni egy 0, 1, 2, 3
illetve 4 elemii halmazon gy, hogy azzal csoport legyen?
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° 2.2.13. Feladat [6]. Vizsgdljuk meg, teljesiil-e az asszociativitds, kommmutativi-
tas, egységelem létezése, illetve inverz elem létezése az aldbbi esetekben:
1) (N*,x), ahol zxy = 2y — x + y;
2) (NT,%),ahol zxy=ay+z+y;
3) (N,%), ahol zxy =ay + 1z +y;
4) (Z,x), ahol x xy = x;
5) (
6)

R, %), ahol z xy = ax + by, a,b € R rogzitett;
(A x B,*), ahol (z,2') * (y,y’) = (z,y’), A, B nem iires halmazok.

N N N N S/~

2.2.14. Feladat [6]. Az aldbbi &llitdsok mikor igazak minden csoportban, minden
a, b, z, y elemre? Az érvényeseket bizonyitsuk be, a tobbire adjunk ellenpéldat:

(1) ha azb = ayb, akkor z = y;

(2) haz™' =y~', akkor x = y;

(3) ha za = ay, akkor z = y;

(4) ha zy =1, akkor y = z71;

(5) ha abxr =1, akkor x = a~'b~!;
(6) ha (zy)? = 22y ,akkorxy:yx.

2.2.15. Feladat [8]. Legyen G kommutativ félcsoport, amelyben 22 = x minden
x € G-re. Mutassuk meg, hogy {(m,y) eG@xG:axy = a:} olyan részben rendezés,
amelyre minden {z,y} C G halmaznak van szuprémuma. Megforditva, mutassuk meg,
hogy ha adott egy olyan részben rendezés a G halmazon, amelyre minden {z,y} C G
halmaznak van szuprémuma, akkor az (x,y) — sup{x,y} miivelettel G kommutativ
félcsoport, amelyben 22 = z minden x € G-re.

2.2.16. Feladat [10]. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitdsit.2.2.7

2.3. A természetes szamok rendezése

— 2.3.1. Feladat [5]. Adott A, A4y,... halmazsorozathoz adjunk meg olyan, paron-
ként diszjunkt halmazokbdl all6 By, By, ... halmazsorozatot, amelyre Ul jA; = U B;
minden n € N-re. Mutassuk meg, hogy U2 A; = U2, B;.

— 2.3.2. Feladat [3]. Mikor lesz a jegyzet 2.3.6. példdjadban szerepld félcsoport kom-
mutativ? Hogy hivjdk az elemeit a programozasi nyelvekben? Hogy hivjdk a miiveletet
a programozasi nyelvekben?

—° 2.3.3. Feladat [5]. Az aldbbi, altaldnos rekurziéval megadott sorozatokat hozzuk
zart alakra:
(1) apg = —1, a) = 2, anp = (CLn,] + CLn,Q)/Q;

(2) a0 =1,a1 =3, an = faraz - an.
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° 2.3.4. Feladat [9]. Az aldbbi sorozatokat adjuk meg altalanos rekurziéval:
(1) an az n-edik primszdm;

(2) a, a V2 tizedes kifejtésének n-edik jegye.

—° 2.3.5. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy az n-edik Fibonacci-szamra

e (1B 1 (1-45)"
"5 2 V5 2

° 2.3.6. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg az Fiooo Fibonacci-szam kozelité értékét.

° 2.3.7. Feladat [4]. Mennyi cos 36°7 Szerkessziink szabdlyos 6tszoget.

° 2.3.8. Feladat [5]. Fejezziik ki az aldbbi, rekurzidval adott sorozatokat a Fibonacci-
szamok segitségével, (r, s, c € R tetsz6leges):
(1) ap=r, a1 =8, dnta = Apt1 + an, han € N;
(2) bo=1,b1 =5, bpya =bpy1 +b, +c,han eN.

2.3.9. Feladat [5]. Jelolje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Bizonyitsuk be az aldbbi

azonossagokat:
(1) Fn+]Fn,] — Frf = (_1)71: han € N+;
(2 FP+F+F;+ -+ F?=F,F,;1,haneN.

° 2.3.10. Feladat [7]. Jelolje F), az n-edik Fibonacci-szdmot. Fejezziik ki egyszeriibb
alakban az aldbbi Osszegeket:
(1) Fo+F+Fi+---+ Fop;
(2) L+ Fs+F5+ -+ Fopyr;
(3) Fo+ F3+ Fg+ -+ Fap;
(4) FiFy 4+ FoFs + FsEy + -+ By 1 Fyy,.

° 2.3.11. Feladat [6]. Jelolje F,, az n-edik Fibonacci-szamot. Bizonyitsuk be az
alabbi azonossagokat:
(1) FoFo a1+ FpaFy=F,m, haneN,me N+;
(2) FpsnFomi — FuFp = (—1)"Frp_p_iFy, ha k,m,n € N, m > n + k.

° 2.3.12. Feladat [2]. Keressiik meg az §sszes olyan F),, Fibonacci-szamot, amelyre

F, = n, illetve F,, = n>.

° 2.3.13. Feladat [9]. Jelslje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Fejezziik ki a Fibonacci-
szamok segitségével az aldbbi tsszegeket:

(1)
i(”;k> k,n e N;

k=0
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> B
k=0

n

Z(Z)Fm-Fkv k,m,nGN;

k=0

Z(Z)F'iz-lFﬁka-Fkv kvmvnaTEN'

k=0
—° 2.3.14. Feladat [5]. Legyen p(z) = 2F —ci2% ™! —coa? =2 —- .. — ¢y, tegyiik fel, hogy
Aly.oo s A gyOkei a p polinomnak, ag, ... , a,, pedig tetszdleges szdmok. Mutassuk meg,

hogy az a, = a1 A} + - - - am A, sorozat eleget tesz az a,, = c1ap—1 + C2ap_2 + -+ + Cp—k
rekurziénak minden n > k-ra.

—° 2.3.15. Feladat [5]. Adjunk zart formuldt az aldbbi, dltaldnos rekurziéval definialt
sorozatok n-edik tagjara:
(1) ap=0,a1 =1, an = Gn-1 + ap_2, han > 1;
(2) a0 =0,a1 =1, ap = an_1 +2a,_2, han > 1;
(3) ag = O: a1 = ]-: ap = 2Gp—1 + Qn—2, ha n > ]-1
(4) a1 =1,a2 =3, ap, =4ap_1 — 3an_2, han > 2.
°* 2.3.16. Feladat [6]. Legyen p(z) = 2F — c;2F™! — cp2¥~2 — ... — ¢y, tegyiik fel,
hogy A a p polinomnak kétszeres gydke, azaz p felirhaté p(z) = (x — \)?q(x) alakban

valamely ¢ polinommal. Mutassuk meg, hogy az a,, = nA"™ sorozat eleget tesz az a,, =
C1Up_1 + C2Gp_2 + -+ + ¢,_k rekurziénak minden n > k-ra.

° 2.3.17. Feladat [5]. Adjunk zirt formuldt az ag = 0, a1 = 0, aa = 1, a, =
n—1 + Gn_o + an_3, ha n > 3 altalanos rekurziéval definidlt sorozat n-edik tagjara.

° 2.3.18. Feladat [5]. Adjunk zért formuldt az u; = a, us = b, up = 2up_1 — Up_o,
ha n > 2 altaldnos rekurziéval definidlt sorozat n-edik tagjara.

° 2.3.19. Feladat [5]. Adjunk zart formuldt az uw; = a, us = b, u, = —(2up_1 +
Un—2), ha n > 2 altaldnos rekurziéval definidlt sorozat n-edik tagjira. Kiilon vizsgaljuk
meg az a=1,b= —1és a =1, b = —2 specidlis eseteket.

° 2.3.20. Feladat [5]. Adjunk zart formuldt az u1 = a, us = b, up = 2up—_1+3up_2),
ha n > 2 dltaldnos rekurziéval definialt sorozat n-edik tagjara.

2.3.21. Feladat: Catalan-szdmok [11]. Egy kirtyacsomag n kiilonb6z6 lapot
tartalmaz. Minden idépontban két dolog kozott valaszthatunk: vagy levesziink a cso-
maghdl egy lapot (ha még van), és egy ,,veremre” tessziik, vagy a verem tetején levé
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lapot kiadjuk (ha a verem nem iires). Jelolje a lehetséges lépéssorozatok szaméat C,,.
Mutassuk meg, hogy

Cn=0CoCpr1+CiCh_s + -+ Cr_1Cp.

(A C,, Catalan-szamok sok helyen elékeriilnek, példaul irdnyitott fak leszdmlaldsanal.)

°* 2.3.22. Feladat: Catalan-szamok [12]. Az eléz6 feladat jeloléseivel bizonyitsuk

be, hogy
- 1 (2n>
n+1\n

* 2.3.23. Feladat [13]. Adjunk hasznalhaté algoritmust tetsz6leges pontossigu ter-
mészetes szamok maradékos osztasara bindris szamitogépen.

— 2.3.24. Feladat [4]. Adjunk hasznalhatd algoritmust tetsz6leges pontossdgu termé-
szetes szamok decimadlis 4brazoldsrdl bindrisra valé konverzidjara bindris szdmitégépen.

— 2.3.25. Feladat [4]. Adjunk hasznalhat¢ algoritmust tetsz6leges pontossigu termé-
szetes szamok bindris dbrazolasrél decimadlisra valé konverzidjara bindris szamitégépen.

2.3.26. Feladat [8]. Adjunk gyors algoritmust tetszdleges pontossagu természe-
tes szdmok decimdlis 4brazoldsrdl bindrisra valé konverzidjara bindris szdmitégépen, ha
a szorzasra van olyan algoritmusunk, amelynek futdsideje ,majdnem ardnyos” a szadm
hosszaval.

2.3.27. Feladat [8]. Adjunk gyors algoritmust tetszéleges pontossagi természetes
szamok bindris dbrazolasrél decimélisra valé konverzidjara bindris szamitégépen, ha a
szorzasra és a maradékos osztasra van olyan algoritmusunk, amelynek futdsideje , majd-
nem aranyos” a szam hosszaval.

° 2.3.28. Feladat [9]. Jelolje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Mutassuk meg, hogy
barmely n € Nt egyértelmiien felithaté n = Fy, + Fg, +- - -+ Fj,, alakban, ahol m € N* és
a0,ky, ko, ..., ky sorozat szigorian monoton névekedo és nem tartalmaz egymas melletti
szamokat.

2.3.29. Tovabbi feladatok. [31]: 8.9, 8.11-8.15, 12.1, 12.2; [51]: L.1.34, 1.1.35,
1.1.40, 1.1.41; [59]: 4.5.1 4.1.13; [74]: 1.38 1.44.
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3.1. Egész szamok

— 8.1.1. Feladat [4]. Soroljuk egy osztalyba NT azon elemeit, amelyekre az a legna-
gyobb n € Nt kitevs, amelyre 5" osztja a szdmot, ugyanannyi. Mutassuk meg, hogy ez
az osztalyozds kompatibilis a szorzdssal. Mi a helyzet, ha 5 helyett 6-ot vesziink?

— 3.1.2. Feladat [6]. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitdsat.3.1.7.

—° 3.1.3. Feladat [6]. A jegyzet 3.1.8. pontjdban megadott gylriik kozott keresiink
olyat, amelyik egységelemes, amelyik nem egységelemes, amelyik kommutativ, amelyik
nem kommutativ, amelyik nullosztémentes, és amelyikben vannak nullosztdk.

— 3.1.4. Feladat [6]. Hanyféleképpen értelmezhetiink olyan tsszeaddst és szorzést
a {0,a,b} halmazon, amelyekkel gylirii? Minden esetben hatdrozzuk meg az elemek
tobbszoroseit és hatvanyait.

— 3.1.5. Feladat [6]. Hanyféleképpen értelmezhetiink olyan 6sszeaddst és szorzdst a
{0,1, a,b} halmazon, amelyekkel egységelemes gy{iri? Minden esetben hatdrozzuk meg
az elemek tobbszoroseit és hatvinyait.

— 3.1.6. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy rendezett integritdsi tartomdnyban
ha z <y ésy <z, akkor z < z.

— 3.1.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a {m+n+/5 : m,n € Z} halmaz rendezett
integritési tartomany a szokdsos tsszeadassal, szorzassal és rendezéssel.

— 3.1.8. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy a {m/3" : m € Z,n € N*} halmaz
rendezett integritasi tartomdny a szokasos tsszeadéssal, szorzdssal és rendezéssel. Mely
elemeknek van (multiplikativ) inverze?
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3.2. Racionalis szamok

— 3.2.1. Feladat [6]. Adjunk meg olyan 6sszeaddst és szorzdst a {0, 1, a, b} halmazon,
amelyekkel test,.

— 3.2.2. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy véges test nem tehet6 rendezett testté.

— 3.2.3. Feladat [7]. Ellenérizziik, hogy a raciondlis szimok halmaza Abel-csoport
az (a,b) — a+b+1 miivelettel. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan szorzast, amellyel
testet kapunk. Igaz-e hasonlé allitds minden testre, illetve egységelemes gyfiriire?

3.2.4. Feladat [9]. Legyen K a racionélis szdmok egy olyan részhalmaza amelynek
legaldbb harom eleme van és tartalmazza az 1-et. Tegyiik fel, hogy ha a,b € K és a # 0,
akkor (1/a) — b € K. Mutassuk meg, hogy K test.

3.3. Valos szamok

— 3.3.1. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy ha x € R racionélis, y € R pedig irracio-
nélis, akkor x + y irraciondlis. Igaz-e, hogy irraciondlisok Gsszege irraciondlis?

— 3.3.2. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 # x € R raciondlis, y € R pedig
irraciondlis, akkor zy irraciondlis. Igaz-e, hogy irraciondlisok szorzata irracionalis?

3.3.3. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy ha n € N, akkor \/n vagy egész, vagy
irraciondlis.
3.3.4. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy v/2 + v/3 irracionalis.

3.3.5. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha n, k € N, akkor {/n vagy egész, vagy
irracionalis.

3.3.6. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy {p + ¢v/2 : p,q € Q} test a valés szamok
szokésos miiveleteivel.

3.3.7. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy ¥/2 ¢ {p+ ¢v/2: p,q € Q}.

3.3.8. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy {p + ¢v2 + V3 + sv6 : p,q,7,5 € Q}
test a valds szamok szokdsos miveleteivel.

3.3.9. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b pozitiv raciondlis szdmok, akkor

{p + qya + /b + svab : p,q,r,s € Q} test a valés szamok szokdsos miiveleteivel.
Altaldnositsuk az allitdst akdrhdny pozitiv raciondlis szamra.

— 3.3.10. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € R, akkor

la—bl+a+b

la—bl+a+b
2 ’ '

max{a, b} = min{a,b} = — 5

— 3.8.11. Feladat [0]. Hatdrozzuk meg az aldbbi maradékok értékét:
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(1) 100 mod 3;

(2) 100 mod 7;

(3) —100 mod 7;
(4) —100 mod 0;
(5) 5mod —3;

(6) 18 mod —3;

(7) —2mod —3;
(8) 1,1 mod 1;

(9) 0,11 mod 0,1;
(10) 0,11 mod —0,1.

— 3.8.12. Feladat [1]. Bizonyitsuk be, hogy ha = € R, n € Z, akkor
1
2
3
4
)
6
7
8

|z] < n pontosan akkor, ha © < n;
n < |z] pontosan akkor, ha n < x;
[2] < n pontosan akkor, ha z < n;
n < [x] pontosan akkor, ha n < x;
|z] = n pontosan akkor, ha z — 1 < n < x;
|2] = n pontosan akkor, han <z <n+1;
[

x] = n pontosan akkor, ha z <n <z + 1;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

[z] = n pontosan akkor, han —1 < x < n.

— 3.83.13. Feladat [3]. A modern processzorokban négyféle egészre kerekitési mdéd
allithaté be (az IEEE 754 szabvany szerint): +oo felé, —oo felé, 0 felé, és a legkozelebbi
egészre, ha két ilyen van, akkor a parosra. Irjuk fel mindegyiknek az eredményét a tanult
jelolésekkel.

— 3.83.14. Feladat [4]. Mely osszefiiggések teljesiilnek az aldbbiak koziil barmely x €
R*-ra:

0 [VI=]] = [va)
@) [VI2]] = [Val;
3) [VIz]] = [val.

3.3.15. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy minden z,y € R-re [z] + |y] < |z + y]
és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha x mod 1 + y mod 1 < 1. Teljesiil-e hasonlé
Osszefiiggés a felsd egész részre?

3.3.16. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha az m € NT szdmot ¢ alapi szadm-
rendszerben irjuk fel, ahol ¢ € N, ¢ > 1, akkor ¢/ egyiitthatéja [m/q¢’ | — q|m/¢’*], ha
jEeN.
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3.3.17. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy
(1) minden n € Nt-ra [\/n+vn+1| = [/n+vn+2];
(2) van olyan n € NT, amelyre |/n + ¢/n+ 1] #= | ¢/n+ ¢/n +2].

3.3.18. Feladat: 6roknaptar [8]. Mutassuk meg, hogy ha d, m és y rendre a nap,
hénap és év, akkor az 1582. évet kivet6 idépontokra (azéta hasznalatos a Gergely-naptér)

(1) h = [ymod4d = 0] — [ymodl100 = 0] + [ymod400 = 0] szoksév esetén 1, egyébként
nulla;

(2) z=(d+[2,6n—0,2]+7r+|r/4]+|h/4] —2h—(1+s)|[n/11]) mod 7 vasdrnap 0, hétfén
1, stb., szombaton 6; itt h = |y/100] az év ,évszdzad-része, r = y mod 100 pedig
a maradék része, n = 1 + ((m — 3) mod 12) pedig a hénap ,, médositott sorszama”,
marciust véve elsének (mert februdr a székéhénap).

— 3.3.19. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy {r + sv2 : r,s € Q} test a szokisos
Osszeaddssal és szorzassal.

3.3.20. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg az aldbbi feltételt kielégitd valds szamok
halmazat:
(1) Jz+1| <1/4;
(2) |z —=2]>5;
(3) fal > [z —1;
(4) 22— 1] <o — 1]
(5) |z +2|+ |z —2| <12
(6)
(7)
(8)

8

|z + 2| — |z| > 1;
||x+1|—|x—1|| <1;
|z(1 - 2)| < 3.

— 3.3.21. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg az aldbbi valés szdmhalmazok fels6 és alsé
hatdrat, minimumat és maximumat, ha létezik:

(1) {1/n:neNt}
(2) {reQ:-1<a<1};
(3) {reR:—V2<2<V2);
(4) {(-1)"/nine N}
5) {(=1)"+1/n:ne Nt}
(6) {1/2"+1/2™:n,m e N}
— 3.3.22. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy egy rendezett test pontosan akkor fels$
hatar tulajdonsagu, ha alsé hatar tulajdonsagi, azaz ha minden nem {ires alulrél korlatos

részhalmazdnak van legnagyobb eleme, tovibbd A pontosan akkor feliilrél korldtos, ha
— A alulrdl korlétos, és ekkor inf(—A) = —sup A.
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3.3.23. Feladat [4]. Legyen X nem iires halmaz, f,g: X — R fiiggvények. Mu-
tassuk meg, hogy ha f(X) és g(X) feliilr6l korlatosak, akkor f+ g értékkészlete is feliilrél
korlatos, és sup f(X) + sup g(X) = sup(f + ¢g)(X), valamint ha g(X) még alulrél is kor-
latos, akkor és g(X) feliilr6l korldtosak, akkor f + g értékkészlete is feliilrdl korlatos, és

sup f(X) + sup g(X) = sup(f + g)(X).

3.3.24. Feladat [4]. Legyen X nem iires halmaz, f,g: X — R¥ fiiggvények. Mu-
tassuk meg, hogy inf f(X)inf g(X) = inf(fg)(X), valamint ha f(X) és g(X) feliilrél kor-
latosak, akkor fg értékkészlete is feliilrél korlatos, és sup f(X)sup g(X) = sup(fg)(X).

3.3.25. Feladat [6]. Legyen X nem iires halmaz, f,g : X — R fiiggvények.
Mit tudunk mondani inf f(X), inf g(X), sup f(X) és sup ¢g(X) valamint inf(fg)(X),
sup(fg)(X), inf(1/g)(X) és sup(1/g)(X) kapcsolatardl?

3.3.26. Feladat [4]. Legyen A;, i € I az R feliilrél korlatos, nem iires részhal-
mazainak egy nem {ires csaladja. Mutassuk meg, hogy U;c;A; pontosan akkor feliilrél
korlatos, ha a B = {sup A; : i € I halmaz feliilr6] korlatos, és ekkor sup A = sup B.

3.3.27. Feladat [7]. Ellendrizziik, hogy a pozitiv valés szdmok halmaza Abel-
csoport az (a,b) — a - b miivelettel. Mi lesz a semleges elem? Adjunk meg ehhez az
,0sszeaddshoz” olyan szorzast, amellyel testet kapunk.

3.3.28. Feladat [9]. Ellen6rizziik, hogy a pozitiv raciondlis szdmok halmaza Abel-
csoport az (a,b) — a-b miivelettel. Mi lesz a semleges elem? Bizonyitsuk be, hogy ehhez
az ,,0sszeadashoz” nincs olyan szorzas, amellyel testet kapunk.

3.3.29. Feladat [6]. Bizonyitsuk be az intervallumskatulydzasi axiémat.

3.3.30. Feladat [6]. Az intervallumskatulydzasi axiémaban megkoveteljiik, hogy
az egymasba skatulydzott intervallumok zartak, korlatosdk és nem iiresek. Ellendrizziik,
hogy az &llitds nem marad igaz, ha barmelyik feltétel elhagyjuk.

°* 3.3.31. Feladat [12]. Tekintsiik Q(x)-et azzal a rendezéssel, amelyben r > s, ha
r — s szamlaléja és nevezOje azonos eléjelii. Ellendrizziik, hogy Q(z) rendezett test.
Mutassuk meg, hogy nem archimédeszien rendezett. Mutassuk meg, hogy nem teljesiil
az intervallumskatulyazasi tulajdonsag.

3.3.32. Tovabbi feladatok. [59]: 4.1.3, 4.1.4, 4.1.6-4.1.8, 4.1.10, 4.1.15, 4.1.16,
4.1.18, 4.1.22, 4.1.24;
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3.4. Komplex szamok
— 3.4.1. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges z1,zs,...,2, komplex szi-
mokra |21 + 2o + - + 25| < 21| + |22] + - |2n)-

— 3.4.2. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges z, w komplex szdmokra fenndll
a paralelogramma-azonossag: |z + w|* + |z — w|* = 2|z]? + 2|w]|?.

— 3.4.3. Feladat [6]. Legyen w = u + iv, u,v € R. Mutassuk meg, hogy ha

. [w| + u _ Jwl—u
- 2 b yi 2 b

akkor z = x + iy-ra v > 0 esetén 2> = w, ha pedig v < 0, akkor z2 = w.
— 3.4.4. Feladat [6]. Hozzuk algebrai alakra:

2 1 2+
(1—-9)B+14)" (B+4i)2 i(-3+4)’
V3+i 1 i
(1—i)(V3—i) iB—2i)(1+4) (1—a)(1—2i)(1+2i)

— 3.4.5. Feladat [6]. Ha z = 1 — 5 és w = 3 + 44, akkor mennyi z/w, Z/w, z/w,
z/w, z/|w|, |z/w|?

3.4.6. Feladat [6]. Ha z =1+ és w = 1 — 24, akkor mennyi z — z/w, (z — 1) /w,
2% —iz/w, z/(iw), z/|w|?

3.4.7. Feladat [6]. Legyen 2y =2+, 20 =3 —2i és 23 = —1/2 + \/5@/2 Mennyi
321 — d2o| + 2373, 23 = 327 + 421 — 8, |(2z0+ 21 — 5 —1) /(221 — 20 + 3 —4)|?

— 3.4.8. Feladat [2]. Allitsuk el trigonometrikus alakban az 1+, 1+iv/3 és v3—i
komplex szamokat.

— 3.4.9. Feladat. Hatarozzzuk meg ¢ és —1 + ¢ 6sszes harmadik gyokét, valamint 64
és —64 osszes hatodik gyokét.

3.4.10. Feladat. Szamitsuk ki az /i, /3 + 4i és v/—7 + 24i komplex szamokat.

3.4.11. Feladat. Mi annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy két komplex
szam szorzata valds legyen?

3.4.12. Feladat. Adjuk meg az aldbbi komplex szdmokat algebrai alakban:
1) |
(1+2i)> —(1—1)*
(3+2i)3 — (2+14)2’

(2)
(1—i)pp—1

(T+ip+1
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(3)
(1+414)°
(1—i)7
(4)
(1 4 14)°2;
(5)
(1+iw§)%
1—i /-

3.4.13. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi kifejezéseket, ha a,b,c e Résw = —1/2+

i\/§/2:
(1) (aw + bw?)(aw? + bw);
(2) (a+b+c)(a+bw+ cw?)(a+ bw? + cw);
(3) (a+bw+ cw?)? + (a+ bw? + cw)?.

— 3.4.14. Feladat [4]. Hatarozzuk meg azokat a komplex szamokat, amelyekre
(1) z=2%
(2) z=23%

— 3.4.15. Feladat [4]. Abrizoljuk a komplex szamsfkon az alébbi feltétel kielégitd
komplex szamok halmazat:

(1) [z—il <1

(2) 2< 2] <3;

(3) |2 —2— il < J2| < |2
(4) |z—1] <1és R(z) > 0;
(5) |z+1i] >2és3(z) <2
6) |z—1]=2]z—2+1|.

— 3.4.16. Feladat [8]. Hatdrozzuk meg az aldbbi reldcidk értelmezési tartoményat,
értékkészletét, dontsiik el, hogy fiiggvény-e, és hogy az inverze fiiggvény-e.

(1) {(zw) €€ |2~ 1] = ful};
(2) {(z,w) € C?: 2% = w};

(3) {(z,w) €eC?: 2 =w?};

() {(z.9) € CxR:R(:) = ):
(5) {(z,9) €CxR:|z|+y=0};
(6) {(z,w) € C?: R(z) = I(w)};
(7) {(z,w) € C?:w(2? — 1) = z};
8) {(z,w) € C?:w = |2|};

9) {(z,w) € C? :w(z—1) = z}.
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1

3.4.17. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg az f o g fliggvényt, ha

[y

=22 hazeCés f(z)=1/(x+1), haz € R;
=R(2),ha 2 € Cés f(x) =x/(x®> —1), ha x € R;

—~ o~ o~
[\

D = —

—~ o~~~
N

L ~— ~— ~—

3.4.18. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy R x R a koordindtdnkénti 0”sszeaddssal
és szorzassal kommutativ egységelemes gytirti, de nem test.

— 3.4.19. Feladat [4]. Hap =1+ i+ j + k és ¢ = k kvaternidk, hatarozzuk meg a
P, p?, 1/p, q(1/p) és (1/p)q kvaternidkat.

— 3.4.20. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha ¢ tetszlleges kvaternié, akkor ¢ —
iqi — jqj — kqk = 4R(q).

3.4.21. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha az f,g : C — C leképezések minde-
gyike forgatas (valamely pont koriil) vagy eltolds, akkor az Osszetételiik is forgatds vagy
eltolds.

3.4.22. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha az f,g : R® — R? leképezések
forgatasok metszé egyenesek koriil, akkor az Gsszetételiik is forgatas.

3.4.23. Tovibbi feladatok. Megolddsokkal: [45]; [15]: 1-72, 81-126; [17]: 1-48;
[73]: VI.4.1-V1.4.25.
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4.1. Véges halmazok alaptulajdonsagai

— 4.1.1. Feladat [6]. Egészitsiik ki az el6z6 pont bizonyitdsat.4.1.3.
— 4.1.2. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha A\ B ~ B\ A, akkor A ~ B.

— 4.1.3. Feladat [1]. Adjunk meg kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés a 0,1 sza-
mokbdl és a 0, 1, 2,3 szamokbdl képezhetd sorozatok kozott.

— 4.1.4. Feladat [2]. Adjunk meg kolcsénosen egyértelmli megfeleltetés az aldbbi
halmazok kozott:
(1) ZésN;
(2) Rés RT;
B) {reR:0<zx<1}és{zeR:z>1}
— 4.1.5. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha A, B, C halmazok, akkor
(1) Ax B~ B x A4;
(2) (AxB)xC~Ax(BxC);
(3) (AUB)xC ~(AxC)U(BxC),ha AnB =
(4) ABYC ~ AB x A® ha BNC = {;
(5) (AB)C ~ ABXC;
(6) (Ax B)® ~ A® x BC.

4.1.6. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy egy X halmaz pontosan akkor végtelen, ha
minden f : X — X leképezéshez van olyan Y valddi részhalmaza X -nek, hogy f(Y) C Y.

4.1.7. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy Z, Q, R és C végtelen halmazok.

—° 4.1.8. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a 7,2, 3m, ..., 1007 szdmok kozétt van
olyan, amelyik nincs messzebb a legktzelebbi egésztdl, mint 1/101.

— 4.1.9. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy barmely m € N*-hoz van olyan n € N*,
hogy tizes szamrendszerben mn minden jegye 1 vagy 0.
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—° 4.1.10. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy minden paratlan n-hez van olyan m
egész, amelyre n osztdja 2™ — 1-nek.

—° 4.1.11. Feladat [6]. Legyen aj,as,... ,a100 egész szamok egy sorozata. Bizonyit-
suk be, hogy egy alkalmas részsorozatra a;, + a;, + - - - a;, oszthaté 100-zal.

—° 4.1.12. Feladat [3]. Legyenek a1, as, ... ,as egész szamok az [1,100] intervallum-
bdl. Bizonyitsuk be, hogy van kettd kozottiik, amely relativ prim.

—° 4.1.13. Feladat [8]. Legyenek a1, as, ... ,as egész szamok az [1,100] intervallum-
bél. Bizonyitsuk be, hogy alkalmas i # j-re a; osztéja a;-nek.

4.1.14. Feladat [10]. Pozitiv természetes szamok egy szigordan monoton névekedd
ki, k2, ..., ky, sorozatdt Sidon-sorozatnak nevezziik n-ig, ha a k; +k;, 1 <i < j < m
szamok mind kiilonbozéek, és k,, < n. Melyik a leghosszabb Sidon-sorozat 100-ig?
Megkaphatjuk-e ezt a moho algoritmussal, azaz gy, hogy mindig az elsd olyan szdmot,
amely érvényben hagyja a Sidon-tulajdonsagot, hozzavessziik a sorozathoz? Adjunk felsd
korlatot a Sidon-sorozatok hosszara n-ig.

°* 4.1.15. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy egy « irraciondalis szdmhoz végtelen sok
olyan m/n raciondlis szdm van, amelyre | —m/n| < 1/n?.

°* 4.1.16. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha ay, as, ..., q, irraciondlis szamok,
akkor végtelen sok olyan raciondlis szdmokbdl 416 (p1/q,p2/q, - - . ,Pn/q) sorozat létezik,
amelyre |o; — pi/q| < 1/¢'T/™ ha 1 <i<n.

° 4.1.17. Feladat [12]. Bizonyitsuk be, hogy valamely n > 0-ra az F,, Fibonacci-
szam oszthatd 1000-rel.

4.1.18. Tovibbi feladatok. [31]: 4.7, 4.21, 5.7, 5.8, 5.12.

4.2. Kombinatorika

— 4.2.1. Feladat [4]. Az (::L) értékei n,m € N, 0 < m < n esetén alkotjak a Pascal-
haromszdoget. Foglaljuk tablazatba az n < 8-hoz tartozo részt.

— 4.2.2. Feladat [0]. Hény szétédrra van sziikségiink az EU-ban, hogy barmely hiva-
talos nyelvr6l barmely hivatalos nyelvre kozvetleniil fordithassunk?

— 4.2.3. Feladat [0]. Hany rendezése van egy n elemii halmaznak?

— 4.2.4. Feladat [0]. Egy n véltozds, m értékli Boole-fiiggvényen egy f : {1,dto}"™ —
{1, dto}™ fiiggvényt értiink. Hény ilyen fiiggvémy van?

— 4.2.5. Feladat [1]. Hanyféleképpen iiltethetiink le n embert egy kerek asztal mellé?
Két iiltetést megegyezonek tekintiink, ha forgatdssal atvihetok egymaésba.

— 4.2.6. Feladat [1]. Egy postahivatalban 10 kiilonb6z6 képeslapot drulnak. Hany-
féleképpen vasarolhatunk 12 képeslapot?
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— 4.2.7. Feladat [1]. Hanyféleképpen helyezkedhet el 12 ember hdrom szobdban, ha
az els6ben 2, a masodikban 6, a harmadikban pedig 4 fér el?

— 4.2.8. Feladat [5]. Tizennyolc szdzforintos osztunk szét 6t gyerek kozott. Hany-
féleképpen lehetséges ez? Mi a helyzet, ha mindenki legaldbb szdz forintot kap? Mi a
helyzet, ha mindenki legalabb kétszaz forintot kap?

— 4.2.9. Feladat [0]. Egy esemény esélyén a bekovetkezést eredményezd esetek sza-
manak és az Osszes esetek szamanak hanyadosat fogjuk érteni. Lottéban mennyi az 5, 4,
3, 2, 1 illetve 0 talalat esélye?

— 4.2.10. Feladat [0]. Egy n elemii halmazon hdny binér reldcié van? Ezekbdl hany
reflexiv, hany szimmetrikus és hany reflexiv és szimmetrikus?

— 4.2.11. Feladat [0]. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki hdrom kiilonbz6 szdmot az
{1,2,...,100} halmazbdl \igy, hogy az Ssszegiik paros legyen?

° 4.2.12. Feladat [0]. Hany k hosszi infixe van egy n hosszu szénak? Azonos, de
kiilonboz6 helyen 1évé infixeket kiilonb6zének tekintiink.

— 4.2.13. Feladat [5]. Bridzsben hany leosztds van? Mennyi az esélye, hogy min-
denkinél van asz? Hany lehetséges kéz van? Mennyi az esélye, hogy egy adott kézben
van minden 4sz? Mennyi az esélye, hogy egy adott kézben egy szinbdl nyolc lap van?
Mennyi az esélye, hogy egy adott kéz 4-4-4-1 elosztasi?

— 4.2.14. Feladat [5]. Mennyi az esélye hogy pokerben osztds utdn a keziinkben
royalflos, poker, full, flos, sor, drill, két par, egy par, illetve iires lap van? Mi a helyzet,
ha magyar kirtyaval jatszunk?

— 4.2.15. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha m,n € N, m < n, akkor

()= (")

Mutassuk meg, hogy akkor kapunk maximumot, ha m = |n/2] vagy m = [n/2].
— 4.2.16. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy ha z,w,v € C és k,m,n € N, akkor

(1)
(z+1)<z> —(k+1)<211);

(2)
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z m+k\  [(z\[z—Fk\
m+k k \k m )’
z + z _(z+1 )
k E+1) \k+1)’

- (° oy o (B (6ss 6si tétel);
Il k) = . sszegzési tétel);
k=0
(10)
i(z%—n—k—l)(w%—k—l)_<z—|—w+n—1>
Pt k n—=k n
(11)

2 D06 -0)

—° 4.2.17. Feladat [3]. Az analizisben bebizonyitjik a Stirling-formuldt: ha n € NT,
akkor

a2
= /2 i ahol 0< ¢y < — .
n T e , aho 0_6_180113
Itt
e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 7135266249 77572 . ..
és
m = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 . ..
Hasznéljuk fel a formuldt n! becslésére ¢, = 0 valasztdssal, han = 1,2,...,10, és min-

den esetben szdmoljuk ki (kozelitéleg) a relativ hibdt, azaz a kozelités és a pontos érték
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eltérésének és a pontos értéknek a hanyadosat. Megjegyezziik, hogy nagy n esetén a tul-
csordulas elkeriilésére n! helyett célszertibb lehet annak e alapu logaritmusat szamolni,
amelyet természetes alapii logaritmusnak (logaritmus naturalis) neveznek, és In-nel jelol-
nek. (A kovetkezd feladat szerint ha n > 8, akkor a relativ hiba kisebb, mint 0,0008%.)
Megjegyezziik, hogy mivel a faktorialisok nagyok, néha kényelmesebb az e alapi, dgyne-
vezett természetes logaritmusukkal szdmolni, amelyet In-el szokds jel6lni.

°* 4.2.18. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban szereplé Stirling-
formulat haszndlva n! becslésére ¢, = 0 véalasztassal, ha n > 8, akkor a relativ hiba
kisebb, mint 0,0008%.)

°* 4.2.19. Feladat [7]. Meg tudjuk-e a Stirling-formula segitségével pontosan hatd-
rozni, hogy 1000! hany jegy(i? Mi az elsé néhdny jegy? Mi az utolsé jegy?

4.2.20. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy

2
(n)<4"_1, ha neN, n>4.
n

°* 4.2.21. Feladat [4]. Adjunk becslést (27:1) értékére a Stirling-formuldval.

4.2.22. Feladat [5]. Hiny olyan részhalmaza van a H = {1,2,... ,n} halmaznak,
amelyre teljesiil hogy ha j € H, akkor j+ 1 ¢ H?

4.2.23. Feladat [6]. Hiny olyan részhalmaza van a H = {1,2,... ,n} halmaznak,
amelyre teljesiil hogy ha j,j+ 1€ H, akkor j +2 € H?

4.2.24. Feladat [11]. Tervezziink programot, amely valamilyen sorrendben meg-

........
......

c sz

ojat, illetve 41,12, ... , i, ismétlodésli ismétléses permutacidjat.

4.2.25. Feladat [6]. Ha m,n € N és m < n, akkor az elséfaji Stirling-szdmokat a
n
D S TR
m
0<ki<ko<..<kpn_m<n
formulédval, a masodfaji Stirling-szamokat pedig a
n
{r1- S kkekaen
m
1<k1<k2<...<kn—m<m

formulédval definidljuk. Mutassuk meg, hogy ha m > 0, akkor

AR R MR S At

Ezen 0Osszefiiggések alapjan foglaljuk tébldzatba [;ﬂ illetve {7’;} értékeit, ha 0 < m <
n < 8.
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4.2.26. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy barmely z € C-re és n € N-re

n! (Z) = f:(_n"—m m 2,

m=0

4.2.27. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy barmely z € C-re és n € N-re

=2 ()

m=0

4.2.28. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy n elemii halmaz m elemii osztalyo-
zdsainak szdma {Z}

4.2.29. Feladat [7]. Legyen X egy n elemii halmaz. Ha f az X egy permuticidja,
egy x € X elem pdlydjat az x, f(x), f(f(x)), ... elemek alkotjdk. Mutassuk meg, hogy
a palydk X egy osztilyozdsit adjak. Mutassuk meg, hogy olyan permutaciéja X-nek,
amelyre a palydk m elemi osztalyozast adnak, [:ﬂ van.

4.2.30. Tovibbi feladatok. Feladatok megolddsokkal: [48], 1.3-4-1.3-16, 1.3-18-
1.4-25, 1.4-27-1.5-36; [22]: VIIL.1.2-VIIL.1.7, VII1.1.9-VIIL.1.12, VII1.1.14-VIIL.1.18,
VIII.1.20 VIII.1.23, VIIL.1.25; [38]: 1.2.6.1 1.2.6.2,1.2.6.4,1.2.6.6 1.2.6.9,1.2.6.12,1.2.6.18 ]
1.2.6.19 1.2.6.24,1.2.6.31 1.2.6.32,1.2.6.38 1.2.6.39, 1.2.6.47 1.2.6.48,1.2.6.50 1.2.6.56,
1.2.6.59, 1.2.6.61 1.2.6.63, 1.2.6.66 1.2.6.68; [51]: 1.3.25, 1.3.45; [55]: 1.§1 1.88, 1.§16
1.§18, 1.§26-1.§27, 1.§30-1.§33, 1.§35-1.§38, 1.§42-1.§43; [72]: IV.5.2-1V.5.4, TV.5.7,
IV.5.9-T1V.5.11, IV.5.13-1V.5.15, IV.5.17, 1V.5.22, 1V.5.24-1V.5.30, TV.5.32; [74]: 1.24-
1.26.

4.3. Polinomialis tétel, szita formula

— 4.3.1. Feladat [0]. Mi koze a Pascal-hdromszognek ahhoz, hogy 114 = 146417
— 4.3.2. Feladat [3]. Hany nulldra végzédik a 11190 — 1 sz4m?

— 4.3.3. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha k,n € N, akkor
" /n n "\ 2n
2 (06020 ()
— 4.3.4. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha k,m,n € N és m < n, akkor

> ()= (i)

k=m
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—° 4.3.5. Feladat [6]. Bizonyitsuk be a Moivre-tételt: ha n € N, ¢ € R, akkor

ln/2]
cosnp = Z (—1)* cos" 2% psin?*
k=0
és
l(n—1)/2]
sinng = Z (=1)* cos" 21 psin?k L o,
k=0

— 4.3.6. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy

LT T
= =2"l h N,
2 (2k> 2 (2k+1)  naone

k=0 k=0
— 4.3.7. Feladat [5]. Hinyféleképpen vélaszthatunk ki n targy koéziil paratlan szamd
targyat?
4.3.8. Feladat [6]. Legyen k,n € N. Bizonyitsuk be, hogy

(1)
i)

) )

gk (Z) n(n —1)2"2,
®) )

kgn (2k + 1) (Z) = (n+1)2%;

(@) )

2 (i) = o
? " (-1)k /n 1

g k+1 <k> Th+l

(6)

i (2n)! <2n>2
PRV :
im0 (k)2 ((n —K)!) n
4.3.9. Feladat [7]. Figyelembe véve, hogy

=l ol i)+ ().

szdmoljuk ki a >, k* dsszeget.
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— 4.3.10. Feladat [3]. Az a és b betiikb6l hany olyan n tagi sorozat készithetd,
amelyben legfeljebb m szdmu a szerepel? (Nincs jé zart formula az Ssszegre: 1dsd [38],
1.2.6.)

4.3.11. Feladat [3]. Egy m elemi véges dbécé betliib6l hany olyan n hosszisdgi
sz6 készithetd, amelyben

(1) egy rogzi‘tett betii legalabb kétszer el6fordul;
(2) egy rogzi‘tett betii legalabb haromszor el6fordul;
(3) két rogzi‘tett betii legaldbb egyszer el6fordul.

— 4.3.12. Feladat [2]. Egy tdrsasutazds résztvevoi mindannyian beszélnek angolul,
németiil vagy francidul. Hatan tudnak németiil, ugyanennyien angolul, heten francidul.
négyen beszélnek angolul és németiil, harman németiil és francidul, ketten francidul és
angolul. Egyvalaki mindharom nyelven besz€él. Hany résztvevdje van a tarsasutazasnak?
Hényan beszélnek csak angolul, illetve csak francidul?

— 4.3.13. Feladat [6]. Irjuk fel a 120-n4l nem nagyobb primek szdmét az | | fiiggvény
segitségével.

— 4.3.14. Feladat [3]. A logikai szita formuldnal hasznlt jelslésekkel, mutassuk meg,
hogy ha X = Uf:]X“ akkor S =57 — Sy +--- + (—1)k7]Sk.

4.3.15. Feladat [7]. Egy n hazasparbdl 4ll6 tarsasdg tdncol. Hany olyan eset van,
amikor senki sem tancol a sajat feleségével?

4.3.16. Feladat [7]. A szita-formuldval hatdrozzuk meg, hogy hany sziirjektiv le-
képezése van egy n elemii halmaznak egy k elemii halmazra. Mi kioze ennek a Stirling-
szamokhoz?

4.3.17. Feladat [7]. Hanyféleképpen iiltethetd le n hazaspar egy kerek asztal koré
ugy, hogy nék ne keriiljenek egymés mellé, hogy hazasparok ne keriiljenek egymas mellé,
illetve hogy mindkét feltétel teljesiiljon?

4.3.18. Feladat [9]. Legyen X;, i =1,2,... ,n egy halmazcsaldd. Ha
Hc{1,2,...,n}

legyen Py = U;enX; és Qu = NienX;. Jelolje Fy az {1,2,,...,n} halmaz Osszes k
elemi részhalmazainak rendszerét. Mutassuk meg, hogy

Uger,Qm D Nuer, Py, ha 2k<n+1

és
Urer, @ CNHacr, Pr, ha 2k>n+1.

4.3.19. Tovabbi feladatok. [48]: 4.6-37 4.6-39, 4.6-42, 4.8-44 4.8-47; az el6z6
feladatok megoldasokkal: [49], 1.6-37 1.6-39, 1.6-42, 1.8-44 1.8-47; [55]: 2.§1 2.64; [22]:

VIIL2.1-VIIL2.7; [3]: 1.13-1.16; [72]: TV.5.8, IV.5.18-1V.5.21; [74]: 1.21, 1.23.
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5.1. Kivalasztasi axioma

5.1.1. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivéilasztdsi axiéma ekvivalens azzal,
hogy nem iires paronként diszjunkt halmazok barmely csalddjdhoz 1étezik kivalasztasi
fiiggvény.

5.1.2. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivélasztasi axiéma ekvivalens a Zermelo-
axiomaval, mely szerint nem iires paronként diszjunkt halmazok barmely rendszeréhez
van olyan halmaz, amely a halmazrendszer minden halmazaval pontosan egy kz6s elemet
tartalmaz.

5.1.3. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivéilasztdsi axiéma ekvivalens azzal,
hogy minden f : X — Y sziirjektiv leképezésnek van olyan megszoritasa, amely bijektiv.

— 5.1.4. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy ha C C Aés B C D, de CUD ~ C, akkor
AUB~ A.

5.1.5. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha A;, i € T tetsz6leges halmazcsaldd, ak-
kor létezik olyan, paronként diszjunkt halmazokbdl allé6 B;, ¢ € I halmazcsalad, amelyre
Uier A = Uier B;.

5.1.6. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha létezik A-t B-re képez§ fiiggvény, akkor
B 3 A.

5.1.7. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha létezik A-t B-re képez6 fiiggvény és
létezik B-t A-ra képezo fiiggvény, akkor A ~ B.
5.1.8. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra
(1) ha A2 B, akkor A x C 3 B x C;
(2) ha A 2 B, akkor A X BY;
(3) ha A X B, akkor C4 X CP.
5.1.9. Feladat [8]. Legyen A egy négyzet, B pedig egy korlap. Mutassuk meg,

hogy léteznek olyan A = A; U Ay és B = By U By diszjunkt felbontdsok, hogy A; hasonld
Bji-hez és As hasonlé By-hoz.
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* 5.1.10. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy R egy korldtos részhalmaza nem lehet
egybevago egy valédi részhalmazdval.

* 5.1.11. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy egy H C R halmazhoz legfeljebb egy
olyan x € H létezik, amelyre H egybevdgd H \ {z}-el.

* 5.1.12. Feladat [12]. Adjunk meg C-ben olyan korldtos halmazt, amely egybevigd
egy valodi részhalmazaval.

* 5.1.13. Feladat [12]. Mutassuk meg, hogy ha C egy korldtos részhalmaza egybe-
vago egy valddi részhalmazdaval, akkor az egybevagdsag forgatds.

5.1.14. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy minden részben rendezés kiterjeszthetd
rendezéssé.

° 5.1.15. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy A az F test feletti X vektortér egy
linedrisan fiiggetlen részhalmaza, S pedig a vektortér egy olyan részhalmaza, hogy X
minden eleme elall S-beli elemek véges linearis kombinacidjaként, és A C S, akkor a vek-
tortérnek létezik olyan B maximalis linedrisan fiiggetlen részhalmaza (bézisa), amelyre
A C B C S, specidlisan minden vektortérnek 1étezik bazisa. Mutassuk meg, hogy egy
adott bazis esetén a vektortér minden eleme egyértelmiien allithaté eld a baziselemek

linearis kombinacidjaként.

° 5.1.16. Feladat [10]. Az el6z6 feladat folytatasaként, mutassuk meg, hogy az X
tér barmely két bazisa, mint halmaz, ekvivalens.

5.1.17. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy minden X rendezett halmaznak van
olyan jélrendezett W részhalmaza, hogy minden x € X-hez van olyan y € W, hogy
<Y,

5.1.18. Tovabbi feladatok. [31]: 10.1 10.7; [74]: 1.18,2.2,2.5 2.9, 2.11 2.14, 16,
8.1 8.20.

5.2. Megszamlalhaté halmazok
— 5.2.1. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy az egész szdmokhdl képezhetd véges so-
rozatok halmaza megszamlalhaté.

— 5.2.2. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy a véges hosszisigi magyar nyelvii szove-
gek halmaza megszamlalhaté.

— 5.2.3. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy a matematikai tételek halmaza megszdm-
lalhato.

5.2.4. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy R nem iires nyilt intervallumainak bér-
mely paronként diszjunkt rendszere megszamlalhato.

5.2.5. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy a sikbeli nem iires nyilt kérlapok barmely
paronként diszjunkt rendszere megszamlalhatd.
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° 5.2.6. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az algebrai szdmok halmaza, azaz azon
z € C komplex szdmok halmaza, amelyekhez van olyan egész egyiitthatés nem azonosan
nulla polinom, amelynek z gytke, megszamlalhatd.

5.2.7. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy egy halmaz pontosan akkor véges, ha
részhalmazai barmely nem iires rendszerében van maximalis elem.

* 5.2.8. Feladat [8]. Legyen X C R megszamldlhaté halmaz a kovetkez6 tulajdon-
saggal: ha =,y € X, x < y, akkor léteznek olyan u,v,w € X, hogyu <z <v <y < w.
Bizonyitsuk be, hogy X és Q rendezése hasonlé.

°* 5.2.9. Feladat [11]. A sikon mdszik egy hangya, minden egész masodperchen egy
racspontban van, a kovetkez6 masodpercben pedig egy szomszédos racspontban; irdnyt
nem véltoztat. A sikon ugrél egy vak bolha, minden egész masodpercben egy racspontbdl
atugrik egy tetszéleges méasik racspontba. Nem tudja, a hangya honnan indult és merre
tart. Adjunk szdmadra stratégiat, amellyel el6bb-utébb letapossa a hangyat. Mi a helyzet,
ha a hangyat egy véges automata vezérli, és minden masodpercben az az altal megadott
szomszédos racspontba mészik tovabb, a bolhat pedig egy Turing-gép?

°* 5.2.10. Feladat [13]. Bizonyitsuk be, hogy a sikon elhelyezett, paronként diszjunkt
T betlik halmaza megszamlalhaté.

5.2.11. Tovabbi feladatok. [51]: 1.4.1 1.4.23; [74]: 3.14, 3.16 3.18, 3.24 3.29,
3.32, 3.46.

5.3. Nem megszamlalhaté halmazok

— 5.3.1. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy minden félegyenes kontinuum szdmossagu.
— 5.3.2. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy egy kor keriilete kontinuum szdmossagu.

— 5.3.3. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B kontinuum szdmossdgi halma-
zok, akkor A U B is kontinuum szadmossagu.

— 5.3.4. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha C egy részhalmaza tartalmaz egy
pozitiv hosszisagu szakaszt, akkor kontinuum szdmossagu.

5.3.5. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy N xR, NN, RN és N ¢sszes permutacidinak
halmaza kontinuum szamossagu.

5.3.6. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy megszdmlalhat6 sok legaldbb kételemii
megszamlalhaté halmaz Descartes-szorzata kontinuum szamossagu.

5.3.7. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy p(R) ~ N® ~ RE.

5.3.8. Feladat [10]. Adjunk meg olyan fiiggvény, amely ]0, 1]-et kolcséndsen egyér-
telmiien raképezi a pozitiv természetes szadmokbdl all6 sorozatok halmazara.

— 5.3.9. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az irracionélis valds szdmok halmaza kon-
tinuum szamossagu.
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—° 5.3.10. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy a nem algebrai valés szdmok halmaza
kontinuum szdmossagu.

° 5.3.11. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy R véges részhalmazainak halmaza kon-
tinuum szamossagu.

° 5.3.12. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy R felbonthaté kontinuum sok kontinuum
szamossagu halmazra.

° 5.3.13. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy R¥ folyonos fiiggvényeinek halmaza kon-
tinuum szamossagu.

° 5.3.14. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy van olyan f : R? — R fiiggvény, hogy
minden egyvaltozds p : R — R polinomfiiggvényhez van olyan y € R, hogy p(z) = f(z,y)
minden x € R-re. Valaszthaté-e f polinomfiiggvénynek?

° 5.3.15. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy van olyan f : R? — R fiiggvény, hogy
minden egyvaltozds g : R — R folytonos fiiggvényhez van olyan y € R, hogy g(z) =
f(x,y) minden z € R-re. Valaszthaté-e f folytonos fiiggvénynek?

° 5.3.16. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy R® monoton fiiggvényeinek halmaza
kontinuum szdmossagu.

°* 5.3.17. Feladat [13]. Allitsuk el8 R3-at paronkent diszjunkt, pozitiv sugaru kor-
vonalak egyesitéseként. Lehetnek-e a korvonalak egyenld sugaridak?

5.3.18. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha A végtelen halmaz, akkor A X
{0,1} ~ A.

5.3.19. Feladat [5]. Az eléz6 feladatot felhaszndlva, mutassuk meg, hogy ha A
végtelen halmaz és B X A, akkor AU B ~ A.

5.3.20. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha A végtelen halmaz, akkor Ax A ~ A.

5.3.21. Feladat [5]. Az eléz6 feladatot felhaszndlva, mutassuk meg, hogy ha A
végtelen halmaz és () # B 3 A, akkor A x B ~ A.

5.3.22. Feladat [7]. Legyen A C R legalabb kételemii. Mutassuk meg, hogy AN ~
R és AR ~ o(R).

5.3.23. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy barmely A végtelen halmaz véges rész-
halmazainak rendszere hasonlé A-hoz.

5.3.24. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy barmely A C R végtelen halmaz meg-
szamlalhaté részhalmazainak rendszere hasonlé R-hez.

5.3.25. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha egy halmaz az R és az R™' relaciéval
is jolrendezett, akkor véges.

5.3.26. Feladat [12]. Bizonyitsuk be a Ko6nig-egyenlStlenséget: Ha I nem iires
indexhalmaz, és A; < B; minden i € I-re, akkor Ujer A; < [[;c; Bi.
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5.3.27. Feladat [7]. Legyen A olyan végtelen rendezett halmaz, amely egyetlen
végtelen részhalmazanak sincs legnagyobb eleme. Mutassuk meg, A hasonléan rendezett
N-hez.

5.3.28. Feladat [7]. Legyen A olyan végtelen halmaz. Mutassuk meg, hogy A-
nak van olyan jolrendezése, amelyre nincs legnagyobb elem, és olyan is, amelyre van
legnagyobb elem.

5.3.29. Feladat [9]. Legyen X legaldbb kételemii.

(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permutéciéja, amelyre p(x) # = minden
r € X-re.

(2) Mikor van olyan p permutéciéja X-nek, amelyre pop =1x?

(3) Mutassuk meg, hogy van X-nek van olyan p permutéciéja, amelyre popopopopop =
Ix.
5.3.30. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha X végtelen halmaz, akkor X permu-

tacioinak halmaza ekvivalens wp(X)-el.

° 5.3.31. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy egy vektortér barmely két bézisa ekvi-
valens, mint halmaz.

° 5.3.32. Feladat [7]. Legyen X vektortér az F test felett, B pedig egy bazisa X-nek.
Mutassuk meg, hogy ha B végtelen, akkor X ekvivalens F' és B koziil a nagyobbikkal.

° 5.3.33. Feladat [5]. Legyen B béazisa R-nek, mint Q feletti vektortérnek. Mutassuk
meg, hogy B kontinuum szdmossagu.
5.3.34. Feladat [9]. Legyen X legaldbb kételemii.

(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permutéciéja, amelyre p(x) # = minden
x € X-re.

(2) Mikor van olyan p permutécidéja X-nek, amelyre pop = Ix?
(3) Mutassuk meg, hogy van X-nek van olyan p permutécidja, amelyre popopopopop =
Ix.

* 5.3.35. Feladat [4]. A ZF axidémarendszerhez hozzd szokds venni a regularitdsi
axiomat: minden nem iires halmaznak van téle diszjunkt eleme. Ennek az axiémanak a
segitségével bizonyitsuk be:

(1) nincs olyan z halmaz, amelyre z € x;
(2) bérmely z,y halmazokra x ¢ y vagy y ¢ x.

5.3.36. Tovabbi feladatok. [31]: 8.26-8.28, 14.31; [51]: 1.4.24-1.4.46; [74]: 3.37,
3.38, 3.43, 3.47, 3.48, 3.52, 3.53.
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6.1. Oszthatésag

— 6.1.1. Feladat [0]. Jatszunk oszté jatékot! Egy megadott n > 1 természetes szdm-
nak két jatékos felvaltva nevezi meg az osztéit. Mar megnevezett osztét vagy annak
t6bbszorosét nem lehet megnevezni. Az veszit, aki az 1-et mondja.

* 6.1.2. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy az oszt6 jatékban minden lépésben va-
lamelyik jatékosnak van nyerd stratégidja. Mutassuk meg, hogy az els6 1épésben az els6
jatékosnak van nyerd stratégiaja.

6.1.3. Feladat [0]. Néha sziikségiink van arra, hogy egy tizes szimrendszerben fel-
irt hosszabb szamroél megéllapitsuk, hogy oszthaté-e valamely révidebb szammal, amely
relativ prim 10-hez, példdul 31-gyel. A szdmbdl levonva (vagy hozzdadva) 31 valamely
tobbszordsét, olyan szamot kaphatunk, amelynek utolsé jegye 0. Ezxt elhagyhatjuk, igy
a szdm rovidebb lesz. /:\llapl'tsuk meg ezzel a médszerrel, hogy igaz-e, hogy

(1) 31|23754;
(2) 19]20513;
(3) 7/8638.

— 6.1.4. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy barmely 3-nil nagyobb paratlan prim két
szomszédjanak a szorzata oszthatd 24-el.

6.1.5. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy 6t egymés melletti természetes szdm szor-
zata mindig oszthaté 120-szal.

6.1.6. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha 6t egymds melletti természetes szAmbdl
a kozépso néggyel nem oszthatd paros szam, akkor a szorzatuk oszthaté 960-al.

— 6.1.7. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy ha a tizes szdmrendszerben abrazolt bar-
melyik haromjegyli természetes szdmot kétszer egymads mellé irjuk, akkor a kapott hat-
jegyl szdm oszthaté 7-el, 11-el és 13-mal.

6.1.8. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az n > 1 pdratlan szdm akkor és csak akkor
prim, ha nem &llithat6 el harom vagy haromndl tobb egymdést ko’vetd pozitiv egész
Osszegeként.



6.1. Oszthatésag 55

6.1.9. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az n > 1 természetes szdm akkor és csak akkor

prim, ha az
n
k

binomialis egyiitthatdk az elsé és az utolsé kivételével mind oszthatok n-el.

6.1.10. Feladat [5]. Adjuk meg mindazokat az n természetes szdmokat, amelyekre
n? 4+ 1 oszthaté n + 1-el.

6.1.11. Feladat [5]. Adjuk meg mindazokat az n egész szdmokat, amelyekre n* —3
oszthaté n — 3-mal.

6.1.12. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az 5", n € NT szdmok utolsé négy
szamjegyébdl képzett sorozat tagjai szakaszosan ismétlddnek, adjuk meg a szakaszt, és
allapitsuk meg, hogy honnan kezdddik az ismétlédés.

6.1.13. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy barmely s € NT-hoz és elére megadott
s jegyt tizes szdmrendszerbeli szdmhoz van olyan négyzetszam, amelynek els6 s jegye az
elére megadott szam.

6.1.14. Feladat [4]. Adjuk meg mindazokat az n természetes szdmokat, amelyekre
(n—1)!+1=n%

6.1.15. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy 13|27 + 37°.

— 6.1.16. Feladat [6]. frjunk szita-programot, hatarozzuk meg az x-nél nem nagyobb
primek szdmdt, ha x = 10", n = 1,2,... ameddig tudjuk, és vessiik Ossze z/In(zx)
értékével.

6.1.17. Feladat [12]. Irjunk olyan programot prébaosztdsra, amely minden 264-
nél kisebb porzitiv természetes szdmra mitkodik. A 2-vel és 3-mal valé prébaosztds utan
valasszuk a prébaoszték sorozatat a dg = 5, dp, = di_1 +3 + (—1)”@7 ha k > 0 sorozatnak.
Mérjiik a futdsidét.

— 6.1.18. Feladat [5]. Oszthaté-e 1599-el ($100)?

— 6.1.19. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy minden 4k — 1 (k € NT) alaki szdmnak
van ugyanilyen alaki osztéja.

— 6.1.20. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy végtelen sok 4k — 1 (k € NT) alaku
primszam van.

6.1.21. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy végtelen sok 6k — 1 (k € NT) alaku
primszam van.

6.1.22. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az M, = 2" — 1, n € Nt tgyneve-
zett, Mersenne-szamokra Inko(M,,, My) = Minio(m,n)- Keressiink kozsttiik primeket és
Osszetetteket.

6.1.23. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az F,, = 22" + 1, n € N tgynevezett
Fermat-szamok paronként relativ primek. Keressiik meg az els6 olyat, amely nem prim.
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6.1.24. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha n > 1, akkor az F}, = 2°" + 1 Fermat-
szam nem allithatd el két primszam Gsszegeként.

6.1.25. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha n > 1, akkor az F}, = 22" +1 Fermat-
szam utolso tizedesjegye 7.

6.1.26. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha egy Fermat-szdm primhatvany, akkor
a kitevo 1.

6.1.27. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy a 22" +3, n € N szamok kozitt végtelen
sok Osszetett van.

6.1.28. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg azokat a 10'?-nél kisebb primeket, amelyek
n™ 4+ 1 alakuak, ahol n € N.

6.1.29. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy 27 + 1 6sszetett, ha j > 1 és j nem
kettohatvany.

— 6.1.30. Feladat [4]. Alkalmazzuk a bévitett euklidészi algoritmust az aldbbi szdm-
parokra:
(1) 368, 161;
(2) 12661, 1279;
(3) 367651, 36802.
6.1.31. Feladat: Lamé tétele [9]. Bizonyitsuk be, hogy ha a > b > 0 bemenettel

az, euklidészi algoritmus n osztdst végez, akkor a > F,,41 és b > F,,, ahol az F,, szamok
a Fibonacci-szamok.

6.1.32. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a = F), ;1 és b = F,, bemenettel, ahol az
F,, szamok a Fibonacci-szamok, az euklidészi algoritmus n osztast végez.

6.1.33. Feladat: bindris Inko [8]. Az Inko(a,b) = Inko(|al,[b]), Inko(2a,2b) =
Inko(a, b), Inko(a,b) = Inko(a — b,b), ha a,b € Z toviabba az lnko(2a,b) = lnko(a,b),

ha a,b € Z és b paratlan észrevételek felhaszndlva adjunk bindris szamitogépre alkalmas
hatékony algoritmust a legnagyobb koz6s oszté kiszamitasara.

6.1.34. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy a

11 1
H,=14 =44+
=l s

ugynevezett harmonikus szamok n > 1 esetén nem egészek.

6.1.35. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy ha n, k € NT, akkor a Z?i: 1/j osszeg
sohasem egész.

6.1.36. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy az (Z), 0 < k < n binomidlis egyiitthatdok
legnagyobb k&z0s osztéja p, ha n a p primszam hatvanya, minden méas n > 1-re pedig 1.

6.1.37. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha n,k € NT és n,k relativ primek,
akkor n osztéja az (Z) binomialis egyiitthaténak.
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6.1.38. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy barmely tiz egymds utdni pozitiv termé-
szetes szam kozott van olyan, amelyik relativ prim a tobbi kilenc szorzatdhoz. Keressiik
meg a legkisebb olyan n-et, amelyre ez nem igaz tiz helyett n szamra.

— 6.1.39. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy integritasi tartomdnyban a|b pon-
tosan akkor teljesiil, ha a-nak és b-nek létezik d legnagyobb kozos osztéja és d az a
asszocialtja.

— 6.1.40. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy integritdsi tartomanyban ha az a és
b elemeknek 1étezik d legnagyobb kozos osztdja és a = da’, b = db’, akkor a’ és b’ relativ
primek.

— 6.1.41. Feladat [6]. Hatarozzuk meg R = {a/b: a,b € Z,21b}-ben az egységeket
és az irreducibilis elemeket.

— 6.1.42. Feladat [6]. Adjunk meg R = {a + bV5 : a,b € Z}-ben 1-t8l és —1-t6l
kiilonb6z6 egységeket.

6.1.43. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy ha egy integritasi tartomany barmely két
elemének van legnagyobb kozos osztdja, akkor benne minden irreducibilis elem primelem.

6.1.44. Tovibbi feladatok. [48]: 5.1-4-5.1-9, 5.3-4-5.3-5, 5.4-1-5.4-6; [46]: (meg-
oldasokkal az eléz6 feladatok és még) 3.1-1-3.1-2, 3.1-4, 3.1-6-3.1-27, 3.3-1-3.3-8, 3.4-1—
3.4-14; [22]: VIIL.1.8; [38]: 1.2.5.11 12,1.2.5.14,1.2.6.11; [59]: 1.2.1 1.2.36,1.3.1 1.3.48,
2.6.1 2.6.3, 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5, 4.1.9, 4.1.11 4.1.14, 4.1.17, 4.1.19, 4.1.21, 4.1.25 4.1.27,
[70]: 3-5, 7116, 159-168, 173-175, 199-200.

6.2. Kongruenciak

— 6.2.1. Feladat [1]. Allapitsuk meg, milyen maradékot adnak a természetes szdmok
négyzetei 3-mal, 5-tel illetve 7-tel osztva.
— 6.2.2. Feladat [2]. Szamoljuk ki Z7-ben: 571, 9-11, (15+10)(3+5)~1,1-2:3- - 16.

6.2.3. Feladat [5]. Legyen n € Nt. Legaldbb hdny elemet tartalmaz egy olyan
maradékrendszer modulo n, amely nem iires részhalmazainak 6sszegeként minden mara-
dékosztalyt megkapunk.

— 6.2.4. Feladat [5]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
1) 3z=5 (mod 7);

2) 14z =84 (mod 21);

3) 104z =74 (mod 60);
262 = 16 (mod 34);

5) 30z = 48 (mod 58);

6
7
8

40z = 28 (mod 62);
202z = 157 (mod 203);

(
(
(
4
(
(
(
(8) 309x =451 (mod 617).

N — — Y
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— 6.2.5. Feladat [5]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket az egész szdmok korében:
1) 47x + 72y = 4;

2) 21z + 56y = 72;

3) 117z — 63y = 36;

4) 182524z + 4567y = 1092;

5) 18z + 28y = 10;

6) 17z + 11y = 22.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6.2.6. Feladat [5]. Egy n egész szamra n'% mod 73 = 57 és n'®* mod 73 = 11.
Mennyi n mod 737

— 6.2.7. Feladat [7]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencia-rendszereket:

(1) 3z =2 (mod 4), 22 =3 (mod 5);

(2) 52=3 (mod 7), 4 5 (mod 10);

(3) 52=1 (mod 6)7 7x =9 (mod 10);

(4) 3z =1 (mod 4), 52 =2 (mod 7), 7z =8 (mod 9);

(5) 3z =1 (mod 4), 2z =3 (mod 5), 5z =2 (mod 7), 7z =8 (mod 9);

(6) 52 =6 (mod 7), 7x =8 (mod 9), 92 = 10 (mod 11), 11z = 12 (mod 13);
(7) 3z =12 (mod 5), 10z = —2 (mod 14), 52 =5 (mod 15), 62 = 6 (mod 22).

6.2.8. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden természetes szamokbdl &ll6 m,n
szdmpéarhoz van olyan ax + by = c lineéris egyenlet (ahol a,b,c € Z), amelynek csak
xr =m,y =n a természetes szamok korében az egyetlen megoldasa.

6.2.9. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szdmhoz van olyan
ax + by = c linedris egyenlet (ahol a,b,c € Z), amelynek pontosan n megolddsa van a
természetes szamok korében.

6.2.10. Feladat [7]. Egész egyiitthatds linedris egyenletekbdl allé diophantikus
egyenletrendszer megoldasara, azaz az egyenletremdszer egész megoldasainak megkere-
sésére hasznalhaté az aldbbi algoritmus:

(1) Ha valamelyik egyenletben nincs ismeretlen, azaz az egyik oldal nulla, akkor ha a
masik oldal is nulla, az egyenletet, torolhetjiik, egyébként nincs megoldas.

(2) Ha valamelyik egyenletben egy ismeretlen van, azt megoldhatjuk. Ha a megoldés
egész, visszahelyettesitjiik a tobbibe, egyébként nincs megoldas.

(3) Ha valamelyik egyenletben valamelyik ismeretlen egyiitthatéja +1, fejezziik ki az
egyenletbdl, és helyettesitsiik be a tobbibe. Minden ilyen 1épéssel az egyenletek és
az ismeretlenek szama legaldbb eggyel csokken. Ha elfogytak az egyenletek (egy sem
maradt), a maradék valtozdk ,szabad valtozok”: ezeknek tetszOleges egész értéket
adva, megkapjuk a megoldasokat.
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(4) Ha az el6z0 lepésekkel nem tudunk mar véltozdkat illetve egyenleteket kikiiszobolni,
akkor vdlasszuk ki azt az egyenletet és azt a valtozdt, amely egytitthatéjanak legki-
sebb az abszolit értéke. Ha ez mondjuk

ct+ 1T +Coxo+ -+ =d
alaki, ahol ¢ abszolut értéke a legkisebb, akkor vezessiink be egy 1j ¢ valtozdt a
t=x+|ci/c]z + |eafc]aa + -+ + [er/c]ak
1j egyenlettel. Levonva az 1j egyenlet c-szeresét az eredeti egyenletbdl, a
ct + (c1 mod ¢)x1 + (c2 mod ¢)xg + -+ - + (¢ mod ¢)xg = d

egyenletet kapjuk, amelyben — egyet kivéve — minden egyiitthatd kisebb abszolit
értékii, mint c¢. A tobbi egyenletbdl is kiiszoboljiik ki z-et, majd ismételjiik a fenti
lépéseket.

Ennek a médszernek a segitségével oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
3x+3y+82+10w=1, —Tx—5z+6w=2.
* 6.2.11. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy az eléz6 feladatban leirt algoritmus he-

lyes, azaz mindig megadja az 6sszes megoldast.

6.2.12. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb természetes szamot, amelyet
a 2,3,4,5,6 szamokkal osztva a maradék rendre 1,2,3,4,5.

— 6.2.13. Feladat [5]. Mennyi 425°° mod 137

— 6.2.14. Feladat [3]. Melyek azok az n pozitiv természetes szamok, amelyekre
o(n) =1, illetve ¢(n) paratlan?

— 6.2.15. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha n € Nt paratlan, akkor 2¢(™)~" mod n =
(n+1)/2.

— 6.2.16. Feladat [5]. Hogyan szdmolhatjuk ki hatékonyan n?~? mod p értékét, ha
n € Z és p primszam?

6.2.17. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy ha p primszim és zy,z2,... ,x, € Z,
akkor
(w1 +x9+ - F+a)P =2V +25+---+22  (mod p).

6.2.18. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy az n? + 1, n € N* alakii szdmok minden
primosztdéja 4k + 1, k € N alakd.

6.2.19. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy végtelen sok 4k + 1, k € N alaki prim
vamn.
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6.2.20. Feladat: dlprimek [8]. Azokat az n € N Osszetett szamokat, amelyekre
a" ! =1 (mod n) egy adott a € Z alapra, a alapt dlprimeknek nevezziik. Keressiink
szamitogéppel 2 alapd alprimeket.

6.2.21. Feladat: Carmichel-szamok [9]. Azokat az n € N Osszetett szamokat,
amelyek dlprimek minden olyan a alapra, amely relativ prim n-hez, Carmichel-szamoknak
nevezziik. Keressiink szamitogéppel Carmichel-szdmokat. (Ismeretes, hogy végtelen sok
van; a legkisebb 561.)

6.2.22. Feladat: pitagoraszi szamhdrmasok [10]. Az 22 + y? = 22 egyenlet
egész megoldasait keressiik:

(1) mutassuk meg, hogy a megoldasokat megkaphatjuk, ha ismerjiik a pozitiv egészekbdl
allé megoldasokat;

2

(2) mutassuk meg, hogy ha r,s € Nt ésr > s, akkor x =12 — 5%, y = 2rs és z = r2 + 52

porzitiv egészekbdl all6 megoldas;
(3) mutassuk meg, hogy nem minden pozitiv egészekbdl allé6 megoldés &ll eld ilyen alak-
ban, még azok se mind, amelyekre y péaros;

(4) mutassuk meg, hogy minden pozitiv egészekbdl all6 megoldds megkaphaté az dgy-
nevezett primitiv megoldasokbdl: ezek olyan pozitiv egészekbdl all6 megoldasok,
amelyekre Inko(z,y, z) = 1;

(5) mutassuk meg, hogy egy primitiv megolddsra x, y és z paronként relativ primek, és
x, y koziil az egyik paros, a mésik paratlan;

(6) mutassuk meg, hogy egy primitiv megolddsra, ha x paratlan y pedig péros, akkor
(2 —x)/2 és (2 +x)/2 relativ primek, szorzatuk (y/2)?, igy mindegyik négyzetszam;

(7) mutassuk meg, hogy minden primidiv megoldds, amelyre x paratlan y pedig paros,
el6dll x = r2 — s2, y = 2rs, z = r2 + s% alakban, ahol r,s € Nt r > s, és az egyik
paros, a masik paratlan.

6.2.23. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy ha n € N, akkor az
4y 42y —nr—ny+r+y—n+1=0

egyenletnek pontosan n megoldasa van a természetes szamok korében.

6.2.24. Feladat [4]. Adjuk meg 223 + zy — 7 = 0 egyenlet Osszes egész megolddsat
és mutassuk meg, hogy végtelen sok racionalis megoldédsa van.

6.2.25. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy ha a k pozitiv egész szdm felirhaté
k = 22 — 2y? alakban, ahol x,y € N*t, akkor ebben az alakban végtelen sokféleképpen
irhato fel.

6.2.26. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen 8k + 3 vagy 8k + 5 alaki egész
szdm sem frhaté fel k = 22 — 2y? alakban, ahol z,y € Z.
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6.2.27. Tovibbi feladatok. [48]: 5.5-1-5.5-4, 5.7-8, 5.7-13-5.7-14, 5.7-16, 8-1-5.8-
13, 5.9-1-5.9-8; [46]: (megoldédsokkal az el6z6 feladatok és még) 3.5-1-3.5-6, 3.7-3-3.7-9,
3.7-12 3.7-15, 3.8-1 3.8-15, 3.9-1 3.9-9; [38]: 1.2.6.10; [59]: 2.1.1 2.1.50, 2.3.1. 2.3.16,
2.4.23,5.2.1 5.2.10, 5.3.1 5.3.10, 5.4.1; [70]: 117 121, 123 154, 158, 178 189, 191; [73]:
VIII.3.4, VIII.3.12.

6.3. Szamelméleti fiiggvények

— 6.3.1. Feladat [2]. Adjuk meg az 0sszes, harmincndl nem nagyobb n pozitiv ter-
mészetes szamot, amelyre p(n) = 7(n).

— 6.3.2. Feladat [6]. Mennyi
(1) 109%% mod 14;
(2) 4392°! mod 60;
(3) 1993'9%3" mod 1456.

— 6.3.3. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg az aldbbi szdmok utolsé két szdmjegyét tizes
szamrendszerben:

(1) 393"

(2) 634957
(3) 19937,
(4) 39"

— 6.3.4. Feladat [6]. Mennyi
(1) 183° mod 91;

(2) 26'*3 mod 73;

(3) 53 mod 84;

(4) 14285%°% mod 84.

6.3.5. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy minden n € NT-ra o(n) + o(n) > n.

6.3.6. Feladat [6]. Bizonyitsuk be a 7(n) < 2/n egyenl6tlenséget.

6.3.7. Feladat [7]. Adjuk meg az 6sszes olyan n € NT szamot, amelyre ¢(n)|n.

6.3.8. Feladat [3]. Legyen k,n € Nt legyen 74(n) azn = z123 -+ - g, T1,... , X €
N* egyenlet megolddsainak szdma (sorrend is szamit). Mutassuk meg, hogy 71 (n) = 1
minden n-re és 79 = 7. Mutassuk meg, hogy a 7 fiiggvények multiplikativak, és 711 a
T3, Osszegzési fiiggvénye, ha k € NT.

* 6.3.9. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy 72 x u = 7 * i, ahol a négyzetreemelés a
sorozatok tagonkénti négyzetreemelése.
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6.3.10. Tovabbi feladatok. [48]: 5.2-1-5.2-5, 5.6-1, 5.6-4-5.6-6, 5.7-10, 5.7-12;
[46]: (megoldasokkal az el6z6 feladatok és még) 3.2-1-3.2-6, 3.7-10-3.7-11, 3.6-1-3.6-
18; [59]: 2.4.1 2.4.22, 4.2.1 4.2.23, 4.3.1 4.3.15, 4.4.1 4.4.10; [70]: 196; [73]: VIIL.3.9
VIIL.3.11, VII1.3.13 VIIL.3.15.

6.4. Lanctortek

— 6.4.1. Feladat [1]. Hatdrozzuk meg 139/102, 17/3, 3/17 és 8/1 lanctort kozelité-
seit.

— 6.4.2. Feladat [3]. Alakitsuk 4t a //2,1,4//, // —3,2,12// és //0,1,1,100// lanc-
torteket tortekké.

— 6.4.3. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg V2, V2 -1, \/5/2, V3 és 1/sqrt3 lanctort
kozelitéseit.

— 6.4.4. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az //1,1,...,1,v/2// szamok mind irraci-
onalisak.

° 6.4.5. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg az aldbbi végtelen lanctortek értékét:
(1) /11,
(2) //2.L1.1,...//;
(3) //2,3,1,1,1...//;
4) //2,2,2,...//;
(5) //1,2,1,2,1,2,...//;
(6) //2,1,2,1,2,1,...//;
(6) //1,3,1,2,1,2,1,2,...//.

— 6.4.6. Feladat [3]. Legyenek ag,a1,...,a, és c pozitiv valés szdmok. Mutassuk
meg, hogy //ag,a1,...,an// > [/ao,a1,...,an + ¢// teljesiil, ha n paratlan, de nem
teljesiil, ha n paros.

— 6.4.7. Feladat [6]. Legyenek ag,a1,... ,an, és by, b1, ...b, 1 pozitiv egész szamok.
Mi a feltétele annak, hogy //ao,a1,... ,an// > //bo,b1,... ,byy1// fennélljon?

6.4.8. Feladat [6]. Keressiink két olyan p/q raciondlis szamot, amely kielégiti a
|sqrt2 — p/q| < 1/(v/5¢°) egyenlétlenséget.

6.4.9. Feladat [6]. Keressiink két olyan p/q raciondlis szdmot, amely kielégiti a
| —p/q| < 1/(V/5¢%) egyenlStlenséget.

6.4.10. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez8 allitas tetszOleges ¢ > 2
konstansra hamis: tetszéleges £ irraciondlis szdmhoz végtelen sok olyan p/q raciondlis
szdm létezik, amelyre |£ — p/q| < 1/q°.
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° 6.4.11. Feladat [7]. Legyen c tetsz6leges konstans. Bizonyitsuk be, hogy létezik
olyan ¢ irraciondlis szdm, amelyre végtelen sok olyan p/q raciondlis szémra | — p/q| <

1/q°.

6.4.12. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy barmely ¢ irracionélis szam két egymads
utani P, /Q, lanctort kizelitése koziil legaldbb az egyik kielégiti a |€ — P, /Qn| < 1/(2Q2%)
egyenlGtlenséget,.

6.4.13. Feladat [11]. Adjuk meg a v/D szam lanctortbe fejtését, ha
D = ((4m® + )n + m)2 +4mn +1,

ahol m,n € Nt.

° 6.4.14. Feladat [6]. Adjunk mddszert numerikusan adott alapra és szdmra a szdm
logaritmusa bindris alakja alsé és fels6 kozelitésének meghatarozasara csak négyzetree-
meléssel és osztdssal. Hatdrozzuk meg In(2) alsé és felsd kozelitését.

6.4.15. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy a 3!!l szdm tizes szdmrendszerben t&bb,
mint 1000 jegyt, és dllapitsuk meg, hogy hany nulladra végzddik.

° 6.4.16. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy az Fig45 = 22" 1 1 Fermat-sz4m t6bb,
mint 10%82 szamjegybdl 4ll tizes szadmrendszerben, és hatdrozzuk meg, hiny jegyl az
521947 4+ 1 szam, amely az Flgs5 szam legkisebb primosztéja.

° 6.4.17. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb primszam,
232582657 _ 1 tizes szdmrendszerben hiny jegyfi.

° 6.4.18. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb tokéletes
szadm (azaz olyan n természetes szam, amelyre d(n) = 2n), a 232582657 (232582657 _ 1)
tizes szamrendszerben hany jegyii.

6.4.19. Tovibbi feladatok. [48]: 5.10-4; [46]: (megolddsokkal az eléz6 feladatok
és még) 3.10-1-3.10-12; [59]: 7.1.2, 7.1.4, 7.4.2-7.4.6, 7.5.1-7.5.6, 7.7.1, 7.8.1-7.8.4.

Szam



7. GRAFELMELET

7.1. Iranyitatlan grafok

— 7.1.1. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg 6t csicsig az Osszes paronként nem izomorf
egyszert grafot. hany Gsszefiiggd, illetve reguldris van koztiik?

— 7.1.2. Feladat [4]. Hény olyan, paronként nem izomorf graf van, amelyben
(1) két-két masod-, harmad- és negyedfoki csiics van, mds fokszdm nem fordul el6;
(2) harom-harom mésod-, harmad- és negyedfoki csiics van, més fokszdm nem fordul

el6.

— 7.1.3. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszOleges, legaldbb két cstcsot tartal-
maz6 grafban van két egyenlé foku cstcs.

— 7.1.4. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy véges (¢, E,V’ V") paros grifra
> vevr A) =32 ey d(v) = 4(E).
— 7.1.5. Feladat [4]. Mely C,, grafok részgrifjai a Petersen-gréfnak?

7.1.6. Feladat [5]. Adott E és V véges halmazokra hany (¢, E, V) egyszerii graf
van?

7.1.7. Feladat [5]. Adott E és V véges halmazokra hany (p, E, V) graf van?

7.1.8. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha a ko, k1,... ,k, természetes szdmok
osszege 2m, m € N, akkor van olyan m éli graf, amelyben pontosan k; darab i-ed foku
csucs van, i =0,1,... ,n.

— 7.1.9. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges paratlan hosszisagu zart séta
tartalmaz koért. Igaz-e ez paros hosszusagura?

— 7.1.10. Feladat [0]. Ha egy 0sszefiiggd grafbdl elhagyunk egy d foki csicsot, leg-
feljebb hany komponensre esik szét?

— 7.1.11. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy egy véges grafban a komponensek szdmdanak
és az élek szdmanak Gsszege nem kisebb, mint a csticsok szama.

7.1.12. Feladat [7]. Hany paraffin van 8 szénatommal?
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7.1.13. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha az n csicst egyszerl grafban a minimdlis
fokszam nem kisebb, mint (n — 1)/2, akkor 6sszefiiggd. Irhatjuk-e (n — 1)/2 helyett az
alsé egész részét?

— 7.1.14. Feladat [0]. Adott n pont. Ketten felvdltva hiznak be éleket. Az veszit,
aki olyan élt rajzol be, amely utan lesz kor. Kinek van nyerd stratégiaja?

— 7.1.15. Feladat [0]. Van-e olyan egyszerli graf, amelyben van zirt Euler-vonal,
paros szamu pontja és paratlan szamu éle van?

— 7.1.16. Feladat [1]. Igazoljuk, hogy barmely 6sszefiigg6 grafban van olyan séta,
amely a graf minden élét pontosan kétszer tartalmazza.

— 7.1.17. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy barmely legaldbb két csiicsi faban legaldbhb
két elvago csiics van.

— 7.1.18. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha egy paros grafban van Hamilton-kér,
akkor a graf két pontosztalya egyforma elemszamai.

— 7.1.19. Feladat [1]. Bejarhaté-e egy 9 x 9-es sakktdbla l6ugrédssal gy, hogy a
kiindulasi mezére érjiink vissza?

7.1.20. Feladat [8]. Irjunk programot, amely megmutatja, hogy a 8 x 8-as sakk-
tabla 16ugrassal bejarhaté gy, hogy a kiinduldsi mezdre érjiink vissza.

— 7.1.21. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy dominécsomaghdl kirakhaté kor.

— 7.1.22. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a Petersen-grafban nincs Hamilton-kér,
de a bel6le egyetlen csics elhagydsaval kapott grafban méar van Hamilton-kor.

— 7.1.23. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban van Hamilton-kor, akkor
akdrhogy hagyunk el bel6le egy élt vagy egy csucsot, a maradék graf osszefiiggo.

— 7.1.24. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy minden 6 szogponti egyszer(i grafra vagy
0 vagy a komplementere tartalmaz 3 szogpontu teljes részgrafot.

— 7.1.25. Feladat [6]. Hény olyan 5 szdgpontu egyszerii graf van, amely izomorf a
komplementerével?

— 7.1.26. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszerii graf nem Osszefiiggd,
akkor a komplementere Gsszefiiggo.

7.1.27. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha egy grafban taldlhaté n € NT cstics gy,
hogy ezek elhagydsaval a graf n + 1 komponensre esik szét, akkor nincs Hamilton-kore.

7.1.28. Feladat [5]. Legyen n € N*. Irhatunk-e 0-kat és 1-eket egy kor mellé gy,
hogy adott irdnyban kérbemenve minden lehetséges mdédon leolvasva az n egymas utani
szamjegyet, minden n hosszii 0 1-sorozatot pontosan egyszer kapjunk meg? Ezekkel a
sorozatokkal kédolva a 0,1, ... ,2™ — 1 szdmokat, a kapott kédot Gray-kédnak nevezziik.
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7.1.29. Feladat: minim4lis feszit6fa fan6vesztéssel [10]. Mutassuk meg, hogy
egy véges Osszefiiggs élsulyozott grafban az egyik minimalis silyu éllel, mint egyéli faval
indulva, ehhez minden 1épésben a fa csiicsainak S halmazabdl kivezetd E(S) élek koziil az
egyik minimalis silyut hozzavéve, egy minimalis silyu feszitéfat kapunk. (Az algoritmust
Prim algoritmusa néven szokas emlegetni, bar Jarnik mér jéval kordbban kézolte.)

7.1.30. Feladat: piros-kék algoritmus [10]. Mutassuk meg, hogy egy véges
Osszefiiggd élsilyozott grafban, amelynek kezdetben minden éle szintelen, az aldbbi két
1épés tetszoleges sorrendben vald ismétlése kékre szinezi egy minimalis feszito fa éleit, a
tobbi élt pedig pirosra:

(1) [Kék lépés.] Egy 0 # S C V halmazra, amelyben E(S) nem tartalmaz kék élt, az
egyik minimalis silyi E(S)-beli élt fessiik be kékre.

(2) [Piros lépes 1épés.] Egy korben, amiben nincs piros él, az egyik maximalis silyd élt
fessiik be pirosra.

7.1.31. Feladat [10]. Irjunk programot az sszes n-csicst paronként nem izomorf
graf meghatdrozasara. Ezek kozott hany lesz Osszefiiggl, kormentes, fa, regularis, hany-
ban lesz Euler-vonal, zart Euler-vonal, Hamilton-ut, Hamilton-kor?

* 7.1.32. Feladat: Dirac tétele [13]. Mutassuk meg, hogy ha egy n szogponti
(n > 2) egyszerti grafban minden csics foka legaldbb n/2, akkor van Hamilton-kére.

* 7.1.33. Feladat [13]. Egy tancmulatsigon azonos szdmu férfi és nd van jelen. Mu-
tassuk meg, hogy ha minden né ismeri a férfiak tobb, mint felét, és minden férfi ismeri
a nék tobb, mint felét (az ismeretség szimmetrikus), akkor az egész tarsasdg kortancot
jarhat Ugy, hogy férfiak és ndk felvaltva vannak a korben, és mindenki ismeri mindkét
szomszédjat. Fogalmazzuk meg az allitasnak megfelel grafelméleti tételt.

* 7.1.34. Feladat: Cayley tétele [15]. Igazoljuk, hogy n > 1 csticcsal n™ 2 fa van,
ha az élek elnevezésétol eltekintiink.

* 7.1.35. Feladat: a kinai postds-probléma [12]. frjunk programot véges, Ossze-
fliggd, pozitiv valds sulyokkal élsilyozott grafban minimdlis 6sszsilyid, minden élt lega-
14bb egyszer tartalmazd zart séta megtaldlasara.

* 7.1.36. Feladat: az utazé iigynék problémadja [12]. frjunk programot az utazé
tigynok problémajanak megoldéasara.

7.1.37. Tovabbi feladatok. [22]: IV.1.7 IV.1.28,1V.1.33 IV.1.44,IV.4.3 IV.4.13;
[29]: 1.2.6 1.2.8, 1.3.14 1.3.28, 1.5.9 1.5.18, 1.6.8 1.6.15, 1.8.6, 1.10.8, 1.10.9, 1.10.11-
1.10.24, 2.1.8 2.1.11, 2.3.20 2.3.29, 8.1.1 8.1.3; [55]: 591, 592, 597, 5912, 59413; [73]:
XV.7.5-XV.7.6, XV.7.9, XV.7.11-XV.7.12, XV.7.14, XV.7.18.
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7.2. Iranyitott grafok

— 7.2.1. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy minden olyan graf, amelyben van zéirt Euler-
vonal, irdnyithat6 ugy, hogy minden pont befoka egyenl6 a kifokaval.

— 7.2.2. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy ha az 6t szogponti teljes grafbdl elhagyunk egy
élt, a maradék graf sikba rajzolhato.

— 7.2.8. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy ha a ,hdrom héz, hdrom kit” grafbdl elhagyunk
egy élt, a maradék graf sikba rajzolhato.

7.2.4. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy graf csiicsai pontosan akkor oszthatdék
fel ugy V', V' diszjunkt részhalmazokra, hogy paros grafot kapjunk, ha két szinnel
jOlszinezhetd.

7.2.5. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy graf pontosan akkor jélszinezhetd két
szinnel, ha nem tartalmaz péaratlan hosszi kort, és ekkor a komponensek két szinnel val
jOlszinezése 1ényegében egyértelmii.

7.2.6. Feladat [5]. Legalabb héany élt kell elhagyni a négydimenzids kockdabdl, hogy
a maradék graf sikba rajzolhaté legyen? Legaldbb hany csicsot kell elhagyni a négydi-
menziés kockabdl, hogy a maradék graf sikba rajzolhaté legyen?

— 7.2.7. Feladat [4]. Jellemezziik véges halmazokon az ekvivalencia-reldcidk grafjait.

— 7.2.8. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy barmely véges, hurokélmentes graf ira-
nyithaté gy, hogy a kapott graf nem tartalmaz irdnyitott kort.

7.2.9. Feladat [5]. Adott E és V véges halmazokra hiny (¢, E, V) egyszerii ira-
nyitott graf van?

7.2.10. Feladat [5]. Adott E és V véges halmazokra hiny (p, E, V) irdnyitott graf
van?

— 7.2.11. Feladat [2]. Mennyi egy legaldbb kétcsiicsi fa kromatikus szdma?
7.2.12. Feladat [4]. Mennyi a kromatikus szdma

a Petersen-grafnak;

az Ot szogpontu teljes grafnak;

a ,harom héz, harom kuat” grafnak;

a 4-dimenziés kockanak?

7.2.13. Feladat [5]. Mennyi a kromatikus szdma
a K, grafnak;

a Ky, grafnak;

~—~ o~ —~
W N =
o — —

az n-dimenzios kockanak?

7.2.14. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy egy teljes graf tetszileges irdnyitdsdnal
van olyan csics, ahonnan minden més csiicsba vezet irdanyitott 1t.
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° 7.2.15. Feladat [7]. Igazoljuk, hogy 6t szabdlyos konvex test van.

* 7.2.16. Feladat: Warshall-Floyd-algoritmus [10]. Igazoljuk, hogy egy (¢, E, V, w)|}
véges élsilyozott gréifra, amelynek csicsai {1,2,...,n}, és nem tartalmaz negativ 6ssz-
silyt irdnyitott kort, a (Ci,j)?:1?:1 matrixszal indulva, amelyben ¢; ; értéke az i kezdé-
pontt, j végponti élek silydnak minimuma, és +00, ha nincs ilyen él, az 6sszes (i, j, k) €
{1,... 7n}:" harmasra lexikografikus sorrendben végrehajtva a ¢; j < min{cm7 Cik+ ck,j}
értékaddst, c; ; az i-bdl j-be vezetd minimdlis Osszsilyd it silya lesz.

* 7.2.17. Feladat [5]. Mddositsuk az el6zé algoritmust gy, hogy a minimalis 6ssz-
silyu utakat is feljegyezze.

* 7.2.18. Feladat [5]. Mddositsuk a PERT-nél tanult algoritmust gy, hogy az az
s-bol kiindulé minimdlis Gsszsilyi utakat taldlja meg tetszéleges irdnyitott kort nem
tartalmazo élsilyozott grafban.

* 7.2.19. Feladat: erds komponensek meghatdrozdsa [10]. Igazoljuk, hogy egy
irdnyitott grafot bejarva mélységi bejardssal, majd a megforditdasat Gjra bejarva mélységi
bejarédssal, de mindig az a csicsot valasztva Uj gyokérnek, amelyik a legnagyobb befejezésé
szamot kapta az elsé bejarasndl, a kapott fak az erés komponensek.

7.2.20. Feladat [10]. Irjunk programot az dsszes n-csicst paronként nem izomorf
irdnyitott graf meghatarozasara. Ezek kozott hany lesz er6sen Osszefiiggd, hany lesz ira-
nyitott fa, hdny tartalmaz irdnyitott kort, hanyban lesz irdnyitott Euler-vonal, irdnyitott
zart Euler-vonal, irdnyitott Hamilton-it, irdnyitott Hamilton-kor?

* 7.2.21. Feladat [8]. Tegyiik fel, hogy a folyamproblémdban a kapacitdsok egészek.
Mutassuk meg, hogy 1étezik csak egész értékeket felvevé maximalis folyam.

* 7.2.22. Feladat: dltaldnositott folyamprobléma [9]. Altaldnositsuk a folya-
mok elméletét arra az esetre amelyben minden csticsnak is van (pozitiv valés) kapacitésa.

* 7.2.23. Feladat: Menger tétele elvdgé élhalmazra [7]. Bizonyitsuk be, hogy
egy G véges gratban az s # t csicsokat elvigd élhalmazok elemszdménak minimuma
megegyezik az s-bdl t-be vezeto éldiszjunkt utak maximalis szaméval.

* 7.2.24. Feladat: Menger tétele elvigd csiicshalmazra [7]. Bizonyitsuk be,
hogy egy G véges griatban az s # t csucsokat elvagd csicshalmazok elemszaméanak mini-
muma megegyezik az s-bol t-be vezetd csicsdiszjunkt utak maximdlis szaméval.

* 7.2.25. Feladat: Konig tétele [9]. Egy graf lefogd csiicshalmaza egy olyan csics-
halmaz, amelyben minden élnek van végpontja. Egy graf egy pdrositasa egy paronként
nem szomszédos élekbdl 4ll6 élhalmaz. Bizonyitsuk be, hogy egy véges péaros grafban
a parositdsok élhalmazainak maximdlis elemszdma megegyezik a lefogd csicshalmazok
elemszamanak minimumaéval.

7.2.26. Tovabbi feladatok. [22]: IV.1.29 1V.1.31, IV.2.1 IV.2.3, IV.2.5 IV.2.26,
IV.2.28 1V.2.51, IV.3.1 IV.3.21, IV.3.29 IV.3.31, IV.4.15 IV.4.27; [29]: 1.7.14, 1.7.15,
1.10.10, 2.1.12; [73]: TI1.5.27, XV.7.1, XV.7.13, XV.7.22, XV.7.24-XV.7.25, XV.7.27.



8. ALGEBRA

8.1. Csoportok

— 8.1.1. Feladat [4]. Melyik csoport az aldbbiak koziil:
1
2
3
4

) péros szdmok az Osszeaddssal;
)
)

)
5) 7 tobbszorosei az 6sszeaddssal;
)

)

)

)

paratlan szamok az tsszeadassal;
egészek a kivondssal;

paros szamok az szorzassal;

6
7
8
9
10) {m/n:m € Z,n € {1,2,m}} az sszeaddssal.

raciondlis szdmok az Osszeadéssal;
raciondlis szdmok a szorzassal;

nem nulla racionalis szamok a szorzassal;
{m/n:m e Zne{1,2}} az dsszeadassal;

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

— 8.1.2. Feladat [5]. Az aldbbi leképezések koziil melyik homomorfizmus, monomor-
fizmus, epimorfizmus, izomorfizmus, endomorfizmus illetve automorfizmus?

(Z,+) — (Z,+), n — —n;
—)— (R, +), n+— 3n;
N,-) = (Z,"), n—n?
Z,-) = (Z,-), n — sgn(n);
Q,+) — (R, +), & — 1/z, ha = # 0, egyébként 0;
(Z,x) = (Z,%), x—1—zx,ahol cxy=1—x —y + zy.

2
3
4
)
6

(1)
2) (2,
3) (
(4) (
() (
(6)

— 8.1.3. Feladat [5]. Trjuk le izomorfiatdl eltekintve az Gsszes kételemii félcsoportot,
illetve az Gsszes egységelemes haromelem félcsoportot.

— 8.1.4. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy egy egységelemes félcsoportban azok az
elemek, amelyeknek van jobbinverziik, részfélcsoportot alkotnak.
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— 8.1.5. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy barmely S nem egységelemes félcsoport
részfélcsoportja egy olyan T egységelemes félcsoportnak, amelynek csak az egységeleme
nem tartozik bele S-be.

8.1.6. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden félcsoport izomorf valamely hal-
maz dnmagaba val6 leképezései félcsoportjanak egy részfélcsoportjival.

— 8.1.7. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy az egész szdmok additiv csoportja nem
izomorf a raciondlis szdmok additiv csoportjaval.

— 8.1.8. Feladat [5]. Egész szdmok korében definidljuk az m xn = m +n — mn
miveletet. Mutassuk meg, hogy egységelemes félcsoportot kapunk. Mely elemeknek van
inverze?

— 8.1.9. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Q, R, illetve C nem nulla elemei szorzas-
sal vett félcsoportjanak a pozitiv raciondlis szdmok részcsoportjat alkotjak. Mennyi a
részcsoport indexe az egyes esetekben?

— 8.1.10. Feladat [5]. A csoportokra adott példdk koziil azokndl, amelyek a nem
nulla komplex szdmok multiplikativ csoportjanak részcsoportjai, hatdrozzuk meg, hogy
melyik melyiknek részcsoportja, és mennyi az indexe a masikban.

— 8.1.11. Feladat [4]. A Dj diédercsoport minden részhalmazara hatarozzuk meg
az altala generdlt részcsoportot.

— 8.1.12. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha A és B egy csoport részcsoportjai,
akkor AB pontosan akkor csoport, ha AB = BA.

— 8.1.13. Feladat [1]. Mik a Z additiv csoport generatorai?

— 8.1.14. Feladat [1]. Bizonyitsuk be, hogy az m-edik egységgyoksk multiplikativ
csoportja izomorf Z,, additiv csoportjaval.

— 8.1.15. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy a Klein-féle csoport nem izomorf Z4-gyel,
de izomorf Z, 6nmagaval vett Descartes-szorzataval.

— 8.1.16. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Z; nem nulla elemei a szorzdsra negyed-
rendi ciklikus csoportot alkotnak.

— 8.1.17. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Zg a szorzasra invertdlhaté elemei a
szorzéssal negyedrendii ciklikus csoportot alkotnak.

— 8.1.18. Feladat [4]. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyre Z,, a szor-
zasra invertalhaté elemei a szorzédssal nem ciklikus csoportot alkotnak?

— 8.1.19. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Zg a szorzésra invertdlhaté elemei a
szorzdassal hatodrendii ciklikus csoportot alkotnak.

— 8.1.20. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy két negyedrend{i nem izomorf csoport
van.

— 8.1.21. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban minden egységelemtdl
kiilonb6z6 elem rendje 2, akkor a csoport kommutativ.
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8.1.22. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Z) végtelen csoport, de minden elem
rendje véges.

8.1.23. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban minden egységelemtdl
kiilonb6z6 elem rendje véges és ugyanaz, akkor primszam.

8.1.24. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a nem izomorf hatodrendi csoportokat.
* 8.1.25. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy R és C additiv csoportként izomorfak.

8.1.26. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy csoport barmely kommutativ rész-
csoportjdhoz 1étezik a csoportnak azt tartalmazd maximalis kommutativ részcsoportja.

— 8.1.27. Feladat [2]. Legyen g a G csoport m-med rendii (m € NT) eleme. Bizo-
nyitsuk be, hogy ¢” pontosan akkor az egységelem, ha m|n.

8.1.28. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha A, B diszjunkt halmazok, akkor
(p(AU B), A) izomorf (p(A),A) és (p(B), ) Descartes-szorzatéval.

— 8.1.29. Feladat [7]. Tekintsiik a kovetkezd permutdcidkat:

(1 2 3 4 /3—1234 (1 2 3 4
=2 34 1) P7\1 32 4) 77 \21 4 3)

s_(1 234 /1 2 3 4
“\4321) 7\ 312 4)

(1) Bontsuk fel 6ket idegen ciklusok szorzatara.

(2) Szamitsuk ki az o8, o718, o283, (aB)?, aBa®, e716y71, v8%¢, €3, §3e3, (8¢)? per-
mutaciokat.

— 8.1.30. Feladat [5]. Hatarozzuk meg a

123456 7 8\
8 3 4 2 7 5 6 1
permutaciot.

8.1.31. Feladat [7]. Oldjuk meg o-ra az aldbbi egyenleteket:

(1) (132)0(341)=(234);

(2) (513)'°(2346)'%"'((123)(367))=1();
(3) o*=(123);

(4) o®=(123);

(5) o' = () az Sy-ben.

— 8.1.32. Feladat [0]. Soroljuk fel a 2,3, 8,6, 1 sorozat 6t inverziéjat.

— 8.1.33. Feladat [0]. Legkevesebb hany transzpoziciéval kaphatjuk meg az ALGO-
RITMUS sz6bdél a LOGARITMUS szot?
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c sz

szama maximalis? Mennyi ekkor az inverzidk szama?

* 8.1.35. Feladat [12]. Adjunk algoritmust, amely a legrosszabb esetben is O(nlgn)

zi6k szamat.
— 8.1.36. Feladat [4]. Adjunk meg a D, diédercsoporttal izomorf permutdciécsopor-

tot. Legalabb hany elemiinek kell lennie a halmaznak, amelynek a permutaciéit tekint-
juk?

8.1.37. Feladat [6]. Adjunk meg a kvaterniécsoporttal izomorf permutéciécsopor-
tot. Igyekezziink minél kevesebb elemti halmazt valasztani.

8.1.38. Feladat [3]. Dontsiik el, hogy az aldbbi csoportok koziil melyik ciklikus:
(1) Ss;
(2) a modulo 7 nem nulla maradékosztalyok multiplikativ csoportja;
(3)
(4)

a komplex n-edik egységgyokok multiplikativ csoportja;

(p(X),A), ahol X tetsz6leges halmaz.

8.1.39. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az S, csoportban nem iires ciklusok

rendje megegyezik a hosszukkal, és barmely permutécié rendje megegyezik a nem iires ide-

gen ciklusokra valé felbontasanal fellépo tényezok hosszanak a legkisebb to’bbszéro’sével.
8.1.40. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy barmely csoport tetszéleges z, y elemeire

(1) 2 rendje megegyezik y~'zy rendjével;

(2) xy rendje megegyezik yr rendjével;

(3) ha z és y felcserélhetbek, akkor xy rendje osztja x rendjének és y rendjének a legki-

sebb koz6s tobbszorosét.

8.1.41. Feladat [3]. Legyenek G és H csoportok, g € G, h € H. A g és h elemek
rendjének ismeretében hogyan adhato meg a (g, h) elem G x H-beli rendje?

8.1.42. Feladat [3]. Mutassuk meg hogy egy m rendil és egy n rendii ciklikus
csoport direkt szorzata pontosan akkor ciklikus, ha m és n relativ primek.

— 8.1.43. Feladat [4]. Hany automorfizmusa van az egész szamok additiv csoportja-
nak?

— 8.1.44. Feladat [6]. Keresiik meg egy 12 rendi ciklikus csoport illetve S3 Osszes
részcsoportjat, az azok szerinti mellékosztalyokat, 6sszes normélosztdjat, és az azok sze-
rinti faktorcsoportokat.

8.1.45. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha egy csoport H és K véges részcso-
portjainak rendje relativ prim, akkor a két részcsoport metszete csak az egységelemet
tartalmazza.
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8.1.46. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha a G csoport rendje n, az m relativ

prim n-hez, akkor barmely g € G-re az ™ = g egyenletnek pontosan egy megolddsa van
G-ben.

8.1.47. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy

{0,02)34),013)(24),,(14)(23)}

normalosztd S4-ben és a szerinte vett faktorcsoport izomorf S3-mal.

8.1.48. Feladat [4]. Igazoljuk, hogy a (1,1,1) elem normdloszt6t generdl az (ad-
ditiv) Zo X Zy X Zs csoportban. Mivel lesz izomorf a faktorcsoport?

8.1.49. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az alabbi leképezések csoporthomomorfizmust
definialnak, hatarozzuk meg mindegyiknek a magjit és a mag szerinti faktorcsoportot:
(1) (Z.+) — S5 n e (123)

(2) g™ — k3", ahol g egy 15 elemii, h pedig egy 9 elemii ciklikus csoport generatora;
(3) Gx H— H, (g,h) — h, ahol G és H tetsz6leges csoportok.
8.1.50. Tovabbi feladatok. [3]: I11.2 II.6, 11.34, I1.76, III.1 III.6, IV.1 IV.226;

[15]: 129 137; [31]: 4.35 4.37; [73]: 11.8.27 11.8.29, 11.8.32, IIL.5.16, X.5.2, XII.6.1
XI1.6.3, XI1.6.7, XTI.6.18-XTI.6.21.

8.2. Gyirik és testek

— 8.2.1. Feladat [0]. Irjuk fel a modulo 5 maradékok testére vonatkozé dsszeadasi
és szorzasi tabldzatot.

— 8.2.2. Feladat [0]. legyenek I és J az R gytrii idedljai. Bizonyitsuk be, hogy I+ J
az I U J altal generdlt idedl.

— 8.2.83. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy 27Z a Z-nek részgyfirtije. Idedl-e?
— 8.2.4. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy 4Z a 2Z-nek részgytrtije. Idedl-e?
— 8.2.5. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy 4Z a 2Z-nek részgytirtje. Idedl-e?

— 8.2.6. Feladat [2]. Dontsiik el, hogy a Gauss-egészek gytiriijében a megadott hal-
mazok idedlt alkotnak-e, és ha igen, hatarozzuk meg a faktorgyriit:

(1) 7z
(2) 2Z + i2Z;
(3) 4Z + i6Z.

— 8.2.7. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Z + Zi + Zj + Zk C H egységelemes
nullosztémentes nem kommutativ gytiri.
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* 8.2.8. Feladat [2]. Legyen R a 30 természetes szam osztéinak halmaza, v Ay :=
Ikkt(x,y)/Inko(z,y) és =y := Inko(x, y).

(1) Mutassuk meg, hogy (R, (A,*)) Boole-gylirti. Hatdrozzunk meg egy vele izomorf
halmazgytirtit.

(2) Altalanositsuk a feladatot 30 helyett teszOleges négyzetmentes pozitiv természetes
szamra.

(3) Altaldnositsuk a feladatot arra az esetre, amikor R az Osszes négyzetmentes pozi-
tiv természetes szdmok halmaza. Allhat-e az izomorf halmazgytirti most valamely
halmaz Gsszes részhalmazaibdl?

8.2.9. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy barmely R gylirlire R x Z egységelemes
gylrt az (r,m)+(s,n) = (r+s, m+n) osszeadassal és az (r,m)-(s,n) = (rs+ms+nr, mn)
szorzdssal, és R x {0} izomorf R-el. Mutassuk meg, hogy ha R egységelemes volt, akkor
R X Z nem lesz nullosztémentes.

8.2.10. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden gytiri izomorf egy Abel-csoport
endomorfizmusgytirtjének valamely részgytrijével.

— 8.2.11. Feladat [0]. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések? Ha igen, adjuk
meg a magjukat:

(1) C—>R,z+iy+— x;
(2) RxR — RXR, (r,r)— (r,r), ahol R, R’ tetsz6leges gyliriik;
(3) Zp — Zop, m—m, ha 0 <m <mn;
(4)

4) Zopw — Zp, m—m,ha0<m<nésmr—m-—n, han<m<2n.

— 8.2.12. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Zi2-nek 0,3, 6,9 osztilyai egy részgyii-
riijét alkotjak. Idedl-e? Ha idedl, a faktorgyiri test-e?

— 8.2.13. Feladat [5]. Adjunk meg a {m+n+/5: m,n € Z} integritési tartomanyban
a +1 elemektdl kiillonb6zé egységeket.

— 8.2.14. Feladat [7]. Az R = {m/n: m,n € Z,2tn} integritdsi tartomanyra
(1) mutassuk meg, hogy Gauss-gytirii;
(2) adjunk meg olyan fiiggvényt, amellyel euklideszi gytir.

— 8.2.15. Feladat [5]. Legyen z és y egy Gauss-gylirli két, egymdshoz relativ prim

eleme. Mutassuk meg, hogy ha az xy szorzat egy elem négyzetének az asszicidltja, akkor
x és y is.

8.2.16. Feladat [7]. Egy testet primtestnek neveziink, ha nincs val6di részteste.
Mutassuk meg, hogy barmely test Osszes résztesteinek a metszete primtest. Hatarozzuk
meg az Osszes primtestet.

8.2.17. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a {p + qv2 : p,q € Q} gyfirtinek két
automorfizmusa van: az identitas és a ¢(p + ¢v/2) = p — q/2 leképezés.
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8.2.18. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg a {p + ¢V/2 + rV/4 : p,q,r € Q} gytiri
automorfizmusait.

— 8.2.19. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg a mZ hanyadostestét, ha 0 # m € Z.

8.2.20. Tovabbi feladatok. [3]: 1110, IL11, V.1 V.3, V.5 V.7, V.9 V.44, V.47,
V.52, V.54-V.74, V.76-V.78, V.80-V.108, V.111-V.119, V.121-V.124, V.128-V.140, V.145 ]
V.151-V.153, V.155-V.157, V.162, V.164, V.166-V.170, V.172-V.180, V.184-V.189, V.193
V.195, V.197 V.203, VL.1; [49]: 1.1-1. 1.1-4; [59]: 2.11.13 2.11.26; [73]: VIL5.5, VIL5.8,
VIL5.18, XII1.3.3.

8.3. Polinomok

— 8.3.1. Feladat [0]. Adjuk meg Zsy folott 822 + 12 és 18z + 36 szorzatat.
— 8.3.2. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg H felett az f = (3+2i—j+5k)z*— (2—3i+k)
és g = 2ix — (4 — 5k) polinomokra fg — gf-et.

— 8.3.3. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg a Z feletti 328 + 52% — 1123 + 722 — 152+ 8 és
162" — 1325 + 62 — 13z + 21 polinomok szorzatdban a 0-ad, 9-ed, 14-ed, 15-6d és 20-ad
foki tag egyiitthatdjat!

— 8.3.4. Feladat [2]. Oldjuk meg az eléz6 feladatot Zay felett. Mennyi a szorzatpo-
linom fokszédma?

— 8.3.5. Feladat [3]. Ossza el az els6 polinomot maradékosan Q, Z; és Zg felett, ha
lehet:
(1) 422* —72® + 132 + 432 — 12, 2° — 2 + 1;
(2) 2 —322 —x—1, 32 — 20+ 1;
(3) 5x* 42z —3, 222 — 3z + 4;
(4) 2%, 2z + 3;
(5) 2?43z —2, 62* + 522 — 32 + 2;
(

— 8.3.6. Feladat [4]. Az z — c-vel val6 maradékos osztds segitségével hatarozzuk meg
az aldbbi C[z]-beli polinomok helyettesitési értékét a megadott helyen:

(1) z* — 323 + 622 — 102 + 16, c = 4;
(2) 24+ (1422 — (1 +3)22+7,c= -2 —1i;
(3) a* —3ix® — 42 + 5ix — 1, ¢ = 1+ 2i.
— 8.3.7. Feladat [4]. Az x — c-vel val$ ismétel maradékos osztas segitségével irjuk fel
az alabbi C[z]-beli polinomokat = — ¢ hatvinyai segitségével:
(1) z*+223 - 322 —42+1,c=—1;
(2) 2°, c=1.
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— 8.3.8. Feladat [0]. Felbonthaté-e Z, Q, R illetve C felett a 6z + 10 polinom?

— 8.3.9. Feladat [4]. Adjuk meg azt az R[z]-beli interpolédciés polinomot, amely az
adott helyeken az adott értékeket veszi fel:
(1) a0,1,2,3,4 helyen 1,2, 3,4, 6;
(2) a—1,0,1,2,3 helyen 6,5,0, 3,2.

— 8.3.10. Feladat [6]. Adjuk meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontasat C
illetve R felett:

(1) 28 —27;

(2) 2% +27;

(3) 2 — 16;

(4) 2° + 16;

(5) 210 — 2% 4+ 1;

(6) 2%+ z'! —6;
(7) a* + 423 + 42% + 1;
(8) z — 22" +2;
(9) ¥ +a™ +1;

(10) 22" — 2™ — 3.

— 8.3.11. Feladat [6]. Hatarozzuk meg az alabbi polinomok legnagyobb kozos osz-
téjat:
(1) (z—1)3%x+2)%(x—3)(xz—4) és (x — 1)%(x + 2)(z + 5);
(2) ™ —1ésaz" —1;
(3) ™ +1ésa™+ 1.
— 8.3.12. Feladat [5]. Keressiik meg az aldbbi egész egyiitthatés polinomok racio-
nalis gyokeit:
(1) a* — 223 — 822 + 132 — 24;
a2t + 423 — 222 — 122+ 9;
102* — 132 + 1522 — 182 — 24;
6zt + 1923 — 722 — 262 + 12.

(2)

(3)

(4)
— 8.3.13. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az aldbbi polinomok irreducibilisek Z[z]-ben:

(1) z* — 83 + 1222 — 62 + 2;

(2) 2° — 1223 + 362 — 12;

(3) z* — 2% + 22+ 1.

— 8.3.14. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a 6z + 172 + 132° — 92 — 6 polinom irre-
ducibilis felbontdsédt Z[x]-ben.

— 8.3.15. Feladat [2]. Hanyszoros gytke 2 az 2° —5x*+72% — 222 +42—8 polinomnak?
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— 8.3.16. Feladat [3]. Adjunk meg minimalis fokszdmu olyan valds egyiitthatds po-
linomot, amelynek

(1) az 1 kétszeres, a 2, 3 és 1 + i pedig egyszeres gydke;
(2) az i hdromszoros, a —1 — i egyszeres gyoke.

— 8.3.17. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg az a egyiitthat6t dgy, hogy —1 legalabb két-

szeres gyoke legyen az 2° — az? — ax + 1 polinomnak.

— 8.3.18. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg a 425 — 82° — 327 — 112% + 182% + 28z + 8
polinom raciondlis t6bbszoros gyokeit, és adjuk meg mindegyiknek a multiplicitasat.
— 8.3.19. Feladat [3]. Keressiik meg az aldabbi polinomok t&bbszoros gyoskeit:
(1) 2% — 62" — 42® + 92% + 122 + 4;
(2) 2° — 1023 — 2022 — 152 — 4.
— 8.3.20. Feladat [3]. Az aldbbi polinomokat bontsuk fel irreducibilis polinomok
szorzatara Z és Q felett:
(1) 32° + 223 — 1222 — 102 + 14;
(2) 20z* + 2627 + 6522 + 91.
— 8.3.21. Feladat [3]. Adjunk meg az aldbbi polinomokhoz olyan polinomot, amely-
nek ugyanazok a gyokei, de mindegyik egyszeres:
(1) a8 — 152 + 82° + 5122 — 722 + 2T;
(2) 2° —6x* 4+ 162° — 242° 4 202 — 8.
— 8.3.22. Feladat [3]. Konstrualjunk négyelemti testet, és irjuk fel a miiveleti tabla-
kat.
8.3.23. Feladat [3]. Konstrudljunk nyolcelemti testet az 2°+2? +1 € Zs[z] polinom
segitségével.
8.3.24. Feladat [4]. Keressiik meg Zs felett az Osszes masodfokd irreducibilis f6-
polinomot. Mindegyikkel konstrualjunk véges testet.

8.3.25. Feladat [4]. Keressiik meg Z, felett az &sszes negyedfoki irreducibilis {6-
polinomot. Mindegyikkel konstrudljunk véges testet.

8.3.26. Feladat [4]. Hany k-adik hatvany, illetve egy k-adik hatvinynak hény k-
adik gyoke van egy ¢ elemt testben, ha
(1) ¢=49, k = 15
(2) q=125, k= 24;
(3) q = 4096, k = 1024.
8.3.27. Feladat [4]. Felbonthat6-e Z; felett a 27 + 22* + 2> + 22 + 2 polinom?

8.3.28. Feladat [4]. Bontsa fel az 2® + 25 + 2° + 2 + 22 + x + 1 € Zy[] polinomot
irreducibilis polinomok szorzatara.
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8.3.29. Feladat [4]. Hiny masodfoku irreducibilis f6polinom van a ¢ elemi test
felett?

8.3.30. Feladat [4]. Hiny madsodfoki reducibilis fGpolinom van a 7 elemii test
felett?

— 8.3.31. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg a-t és b-t 1igy, hogy x* + 322 + ax + b oszthaté
legyen 22 — 2ax + 2-vel Z, Q, R, illetve C felett.

— 8.3.32. Feladat [3]. A 32" —523+32%+42—2 polinom egyik gyoke 1+i. Hatdrozzuk
meg a tobbi gyokét.
— 8.3.33. Feladat [5]. A Z, gyfiri felett

(1) Allapitsuk meg, hogy irreducibilisek-e az z* + 1, 2® + 22 + 1, illetve 2* + = + 1
polinomok;

(2) adjuk meg az 6sszes, legfeljebb harmadfoki irreducibilis polinomot;
(3) bontsuk irreducibilis polinomok szorzatéra az 27 + 1 polinomot.
— 8.3.34. Feladat [4]. Szamitsuk ki az aldbbi polinomok legnagyobb kozds osztdjat
C, R, Q, Z és Zs felett. Van-e kozos gyokiik az egyes esetekben?
(1) z*+2° -322 —dox—1és a3 + 22— —1;
(2) 2°+ a2t — 2% — 20 —16s 32t +22% + 22 + 22 — 2;
(3) 7a* —282% + 7 és 1123 — 3322 + 11;
(4) 25+ 22" —42® — 32> +8r —5és 2 + 2% —x + 1.
— 8.3.35. Feladat [5]. Oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra nézve R[z]-ben az
alabbi egyenleteket:
(1) B2® —222+a2+2u+ (22 -2+ 1)v=1;
(2) (2" — 2% —42> +4z+ Du+ (2 —2z — 1)v = =
— 8.3.36. Feladat [5]. Oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra nézve Z,[z]-ben
az aldbbi egyenleteket:
(1) (@®+224+ Du+ (@ + 22+ 2)v =1;
2) @ +Vu+@+22+r+Dv=2+2+1.
— 8.3.37. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg a legalacsonyabb fokud olyan h € K|[x] poli-
nomot, amely az f-fel osztva u, a g-vel osztva pedig v maradékot ad, ha
1) f=2+1,g=23+22-2,u=—-22,v=02-22+2, K =Q;
(2) f=22-22+1,g=2-32>+2,u=2,v=24+2+1, K =R;
B) f=2*+2+1l,g=2*+a+lL,u=a+1l,v=2>4+2+1, K =Zs.

8.3.38. Feladat [6]. Bizonyitanddk a kovetkezd azonossigok:
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n—1
" 1= (2> 1) H 2® — 2z cos(km/2) + 1);
k=1

n

P 1= o =) [T (+ - 2ecos(@br/2n -+ 1) +1)

k=1

n

1= (x4 1) H (x2 + 2z cos(2km/(2n + 1))+1);
k=1

n—1
241 =(z+1) H (x2 — 2z cos((2k + 1)7r/(2n))—|—1).
k=0
— 8.3.39. Feladat [6]. Bontsuk parciélis tortekre az aldbbi racionélis tortfiiggvénye-
ket R illetve C felett:

(1)
2+ 1 2 a’ — a2 —a?
z(@?2 —1)" (x—1)(z—2)(z—3) 2 -1

(2)

x? 4 b —a?+1
o) @1 @i

22 +1 xt+1 2 .
(22 +2+12" 2322 +1) 24 +22% +222 4+ 22+ 1’

8 224 1-22
2t +4" 2422417 1—2xcosp+ a2’

(5)

32° + 152 + 6 20" + 4 327 -3
ot 4+t 322 + 20427 ot +a2+47 23 -3r+1
* 8.3.40. Feladat: testbdvitések [11]. Legyen K az F' test bovitése.
(1) Mutassuk meg, hogy ha [K : F|| véges és V véges dimenzids vektortér K felett, akkor

F felett is, és V dimenzidja F felett a V' tér K feletti dimenzidjanak és [K : F]-nek
a szorzata.

(2) Mutassuk meg, hogy o € K pontosan akkor algebrai F' felett, ha F egy L C K véges
bévitésének az eleme és hogy « foka osztja L fokéat.

(3) Mutassuk meg, hogy o € K-ra és n € NT-ra o™ algebrai F felett, akkor « is.
(4) Mutassuk meg, hogy K-nak az F' felett algebrai elemei testet alkotnak.
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* 8.3.41. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy /2 + /3 algebrai, és foka 4.
* 8.3.42. Feladat [0]. Mi a kapcsolat a Q(v/2), Q(1++/2) és a Q(v/8) testek kozott?

— 8.3.43. Feladat [3]. Irreducibilis-e a z 2° + 5 polinom Z, Q, C, Zy, Z3, illetve Zj;
felett?

* 8.3.44. Feladat [3]. Hiny mdasodfoku irreducibilis polinom van egy ¢ elemi véges
test felett?

* 8.3.45. Feladat [3]. Legyen o € C a Q felett irreducibilis 2* — 622 + 92 + 3 polinom
gyoke. Fejezziik ki a Q(a) test Q feletti 1, a, o® bazisdban az aldbbi elemeket:
(1) 3a® — 20
(2) 1/(a+1).

* 8.3.46. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg \/2 — /2 minimalpolinomjat Q felett.

* 8.3.47. Feladat [6]. A kovetkezd testbOvitések koziil melyik algebrai (itt A az
Osszes algebrai szdmok teste):

(1) RcC;

(2) QcQV5);

3) Qc 4

(4) Q(V5) C 4

(5) Q(m) CR.

* 8.3.48. Feladat [6]. Hatarozzuk meg Q aldbbi algebrai bévitéseinek fokat:
(1) QW7);

(2) QGV5);
(3) QL+ iv3);
(4)
(5)

)
)
)
)

Qi + V3);
Q(r +1i+/3), ahol r;s € Q, /s ¢ Q.

8.3.49. Feladat [6]. Dontsiik el, hogy az aldbbi szdmhalmazok koziil melyek alkot-
nak testet a valds szamok szokasos miiveleteivel:

(1) {p+q¢vV2+rV3:p,qreQl;

(2) {p+avV2+rV3+sV6:p,qrscQl;
3) {p+qV2:p,qecQ};

4) {p+q¥2+rJ4:p,qrecQl.

* 8.3.50. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha o € C algebrai és foka n, akkor \/a
is algebrai, és foka osztdja 2n-nek. Igaz-e, hogy 1/« foka mindig pontosan 2n?

* 8.3.51. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha o € C algebrai és foka n, akkor a? is
algebrai, és foka osztéja n-nek. Igaz-e, hogy o foka mindig pontosan n?



8.3. Polinomok 81

* 8.3.52. Feladat: szerkeszthet8ség [12]. (Laczkovich [41] kényve nyomdan.) Le-
gyen adott a sikban két kiilonboz6 pont, A és B. Rogzitsiink egy koordindtarendszert,
amelyben az A koordinétéi (0,0), a B koordinatai pedig (1,0). Azt mondjuk, hogy a d

valds szam szerkeszthetS, ha az adott pontokat felhasznalva, kérzével és vonalzdval meg
tudunk szerkeszteni két olyan pontot, amelyek tdvolsdga |d|.

(1) Mutassuk meg, hogy a raciondlis szdmok szerkeszthetdk.

(2) Mutassuk meg, hogy egy pont pontosan akkor szerkesztheté, ha a koordinatai szer-
keszthetdk.

(3) Mutassuk meg, hogy ha a > 0 szerkeszthetd, akkor v/a is szerkeszthetd.

(4) Mutassuk meg, hogy egy valds szam pontosan akkor szerkeszthet6, ha megkaphatd
a raciondlis szamokbdl az Gsszeadds, kivonds, szorzas, osztas és a négyzetgyokvonds
véges sokszori alkalmazasaval.

(5) Mutassuk meg, hogy a szerkeszthetd valds szamok foka Q felett kettéhatvany.

(6) Mutassuk meg, hogy cos 20° nem szerkeszthet6, igy a szégharmadolds megoldhatat-
lan.

(7) Mutassuk meg, hogy v/2 nem szerkeszthetd, igy a kockakettdzés megoldhatatlan.

(8) Legyenek t és € olyan komplex szdmok, amelyekre ¢t = £ + £~ 1. Mutassuk meg, hogy
ha t egy n-ed fokua algebrai szam, akkor ¢ szintén algebrai, és foka osztdja 2n-nek.

(9) Mutassuk meg, hogy ha p paratlan prim, és a szabdlyos p-sz6g szerkeszthet&, akkor
p Fermat-prim. (Hasznéljuk az el6z6 pontot ¢ = 2 cos(27/p)-re.)

(10) Mutassuk meg, hogy ha p paratlan prim, akkor a szabdlyos p*-szig nem szerkeszt-
het6.

(11) Mutassuk meg, hogy ha a szabalyos n-szog szerkeszthetd, akkor n = 2¥pips - - - ppn,
ahol p1,pa, ... ,pm kiilonbozé Fermat-primek. (Gauss az allitdst és megforditasat is
bebizonyitotta.)

* 8.3.53. Feladat [3]. Bizonyitandd, hogy cosa pontosan akkor szerkeszthetd, ha
cos(a/2) szerkeszthetd.

* 8.3.54. Feladat [3]. Bizonyitandd, hogy ha cosa és cos szerkesztheték, akkor
cos(a + ) és cos(a — f) is.

* 8.3.55. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg azokat a k egészeket, amelyekre cosk® =
cos(km/180) szerkeszthetd.

8.3.56. Feladat [7]. Fejezziik ki képlettel a
(1) cos12° = cos(mw/15) szadmot;
(2) cos3° = cos(mw/60) szamot.
8.3.57. Feladat [10]. Fejezziik ki képlettel a cos 1° = cos(7/180) szdmot.

8.3.58. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy
(1) R[z]/(2? + 1) izomorf C-vel;
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(2) Z[z]/(2® + 1) izomorf a Gauss-egészekkel;
(3) Flz]/(x + 1) izomort F-el tetszleges testre.

8.3.59. Feladat [3]. Adjuk meg Q[z]/(2% — 3x — 3) testben
(1) az (2* 4+ 1)(2° — 1) polinom osztalyanak legalacsonyabb foki reprezentdnsat;
(2) az (z* + 322 — 5) polinom osztalya inverzének a legalacsonyabb fokt reprezentdnsat.
— 8.3.60. Feladat [2]. Dontsiik el, hogy Z[z]-ben a megadott halmazok idealt alkot-
nak-e, és ha igen, hatarozzuk meg a faktorgytirtit:
(1) polinomok, amelyek konstans tagja paros;

(2) polinomok, amelyek elséfokd tagjdnak egyiitthatéja paros.
— 8.3.61. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy Z, /(d) izomorf Z,, 4-vel, ha d|n.

8.3.62. Feladat [4]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
(1) 2° +2r—-3=0 (mod 9);
(2) 2 +2x—3=0 (mod 5);
(3) 2® +2x—3=0 (mod 45);
(4) 2® +4r+8 =0 (mod 15);
(5) 2% — 922 + 23z — 15 =0 (mod 503);
(6) 2% —92? + 232z — 15 =0 (mod 143).

T

* 8.3.63. Feladat [4]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
(1) 2°+2*+1=0 (mod 3%);

(2) 28+ 2+57=0 (mod 5%);

(3) 22452 +24 =0 (mod 36);

(4) 22 +1022 + 2 +3=0 (mod 3%);

(5) 2 +2? —4=0 (mod 73);

(6) 2 +2? —5=0 (mod 73).

8.3.64. Feladat [4]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
(1) 2 +2%+5=0 (mod 7);

(2) 22+ 22 +2"+2=0 (mod 7);

(3) 2" —2'"4+42 -3=0 (mod 7);

(4) 2234522 +62+1=0 (mod 13);

(5) 2" +1222 =0 (mod 13).

8.3.65. Feladat [4]. Oldjuk meg az

2™ 4+ 32" 4+ 2277 + 53927 4 53725 + 5382° + 22 + 4472 =0 (mod 540)

kongruenciat.



8.3. Polinomok 83

* 8.3.66. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg a d paraméter értékét, ha 22% — 2? — Tz +d
két gyokének Gsszege 1.

* 8.3.67. Feladat [4]. Szdmtani sorozatot alkotnak-e 82% — 1222 — 2z + 3 gyokei?

— 8.3.68. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy minden f : {1,|}" — {1,|} logikai
fliggvény valamely, az ({T, 1} (&, /\)) gytri feletti n hatarozatlani polinomhoz tartozo
polinomfiiggvény. (Ez a logikai fiiggvény Zsegalkin-polinomja.)

* 8.3.69. Feladat [4]. A Newton-formuldk felhasznaldsival szdmitsuk ki az aldbbi
polinomok gytkeinek négyzetsszegét:

(1) 2% + 2z — 3;
(2) 2° — 523 + 52 — 2.

* 8.3.70. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg (z — 1)(z — 3)(x + 4) transzformaltjat az

y = 22 — x — 1 helyettesitésnél.

* 8.3.71. Feladat [7]. Transzformdljuk a megadott polinomokat a megadott helyet-
tesitéssel:

(1) 2° =3z —4,y=a>+z+1;

(2) 2 +222 42,y =2+ 1;

3) 2t -z -2, y=2%-2

4) z* —2® — 22+ 1, y=2>+ 22+ 2+ 1.

8.3.72. Tovibbi feladatok. Feladatok [25] és megoldasok [26]: 1.1-1.3, 1.6, 1.9-
1.14, 1.16 1.27, 1.29 1.31, 1.33 1.37, 1.39 1.169, 2.6 2.15, 2.17 2.41, 2.38, 2.44 2.122,
3.1 3.16, 1.3.25 3.46, 3.62 3.64; [3]: V.4, V.8 V.45 V.48 V.51, V.53, 1.V.75, V.79,
V.109, V.110, V.120, V.125-V.127, V.190-V.192, V.106, 1.VI.2-VI1.4, VI.6-VI.26, VI.53—
V.87; [15]: 75-80, 538-569, 1.582-660, 663685, 755-817, 856-867; [49]: 1.2-5-1.6-29,
1.1.6-32-1.6-37, 2.0-1-2.0-2, 2.0-4-2.0-5, 2.0-10-2.0-15, 2.0-18, 1.2.0-28, 2.0-30, 2.0-32,
3.1-1 3.2-9; [59]: 2.2.1 2.24,1.2.6.4 2.6.5,2.8.1,2.9.1 2.9.19,9.1.1 9.1.4; [73]: 1.1X.4.6
1X.4.9, 1X.4.16 1X.4.22, 1X.4.26, XIII.3.8.



9. KODOLAS

9.1. Kommunikacio és kodolas

hanyad része az entrépia felso korlatjanak:
(1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;
(2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06;
(3) 0,4,0,4, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02;
(4) 0,3,0,2,0,2, 0,1, 0,1, 0,05, 0,05.
9.1.2. Feladat [1]. Az adott eloszldsra hatdrozzuk meg a Hs és Hy entrépia értékét,
és hogy hanyad része az entrépia felsé korlatjanak:
(1) 0,03,0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04;
(2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02;
(3) 0,9,0,1;
(4) 0,57, 0,43;
9.1.3. Feladat [1]. Hatdrozzuk meg a H, entrépia értékét, és hogy hanyad része

az entrépia felsé korlatjanak, ha a gyakorisagok 84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84,
138, 32.
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9.2. Forraskodolas

— 9.2.1. Feladat [5]. Az adott kédokrol dontsiik el, hogy melyik felbonthat6, prefix,
vessz0s, illetve egyenletes. Rajzoljuk fel a kédfat is.

(1) {0,10,110,1110,1011,1101};
(2) {1,011,010,001,000,110};

(3) {0,10,110,1110,11110,111110};
(4) {111,110,101,100,011,010};
(5) {1,01,0011,0010,0001,0000};
(6) {1,01,011,0111,01111,011111}.

— 9.2.2. Feladat [5]. Az adott terndris kédrél mutassuk meg, hogy felbonthatd, és
konstrualjunk olyan hozza olyan ternaris prefix kédot, amelynek kédhosszai ugyanazok:

{011,0011, 110, 111, 2020, 20201, 220, 2212}.

— 9.2.3. Feladat [5]. Az adott kédokrdl dontsiik el, hogy melyik felbonthaté.
(1) {1021,121,2021,021,221,1121,0121,0221};
(2) {01,02,10,11,12,20},21},22}.

9.2.4. Feladat [4]. Az adott, egyértelmiien dekédolhaté bindris kédhoz konstrudl-

junk olyan bindris prefix kédot, amelynek kédhosszai ugyanazok:
(1) {01,10,100,111,011};
(2) {1,10,00,0100};
(3) {10,101,111,1011}.

— 9.2.5. Feladat [3]. Van-e terndris illetve quadrélis prefix kéd, ha az egybetiis sza-

vak szama 0, a kétbetiisoké 2, a hdrom betlisoké 18, a négy betiiscké 100 és az 6t betlisoké
757

— 9.2.6. Feladat [3]. Lehet-e felbonthaté egy terndris kéd, ha a 0, 1, 2, 3, 4 illetve 5
betiis szavak szama rendre 2, 3, 0, 0, 4, 1.

9.2.7. Feladat [3]. Adja meg a kéddbécé minimélis elemszamaét, ha a 0, 1, 2, 3, 4

illetve 5 betiis szavak szdma rendre
(1) 0,0,3,0,2,2;
(2) 2,3,0,0,4, 1.

— 9.2.8. Feladat [1]. Az adott eloszlasokhoz hatarozzuk meg a binéris illetve ternaris
Huffman-kédot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kédhosszat az entrépiaval.
(1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;
(2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06;
(3) 04,04, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02;
(4) 0,3,0,2,0,2,0,1, 0,1, 0,05, 0,05.
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* 9.2.9. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszldsaihoz hatdrozzuk meg a binéris illetve
terndris Shannon—kédot. Hasonlitsuk Ossze az atlagos kddhosszat a Huffman-kéd dtlagos
kédhosszaval és az entrdopidval.

9.2.10. Feladat [1]. Az adott eloszldsokhoz hatdrozzuk meg a terndris illetve qu-
adralis Huffman-kédot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kédhosszat az entrépiaval.

(1) 0,03,0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04;
(2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02.
* 9.2.11. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszldsaihoz hatdrozzuk meg a terndris il-

letve quadralis Shannon kdédot. Hasonlitsuk Ossze az atlagos kdédhosszat a Huffman-kdd
atlagos kddhosszaval és az entrépidval.

— 9.2.12. Feladat [1]. Az adott eloszlasokhoz hatarozzuk meg a terndris illetve quad-
ralis Huffman-kédot. Hasonlitsuk 0ssze az atlagos kddhosszat az entréopidval. Ugyanezt
végezziik el a kétszeres, haromszoros és négyszeres kiterjesztésre is, feltételezve, hogy az
egyes ismétléses varidcidk relativ gyakorisaga a megfeleld relativ gyakorisagok szorzata.

(1) 0,9, 0,1;
(2) 0,57, 0,43,
* 9.2.13. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszldsaihoz hatirozzuk meg a terndris il-

letve quadralis Shannon—kédot. Hasonlitsuk ¢ssze az atlagos kédhosszat a Huffman-kéd
atlagos kodhosszaval és az entrépidval.

9.2.14. Feladat [1]. Hatarozzuk meg a quadralis Huffman-kédot, ha a gyakorisagok
84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84, 138, 32.

* 9.2.15. Feladat [1]. Az el6z0 feladat gyakorisdgaival hatarozzuk meg a quadralis
Shannon kdédot. Hasonlitsuk Gssze az atlagos kodhosszat a Huffman-kdéd atlagos kdd-
hosszaval és az entropiaval.

9.2.16. Feladat [1]. Az adott eloszlasokhoz hatdrozzuk meg a quadrélis Huffman-
kédot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kédhosszat az entrépidval.
(1) 0,2,0,2,0,19, 0,12, 0,11, 0,09, 0,09;
(2) 04,02,02,0,1,0,1;
(3) 0,34,0,18, 0,17, 0,16, 0,15;
(4) 0,6, 0.1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06.
* 9.2.17. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszlasaihoz hatdrozzuk meg a quadralis

Shannon—kédot. Hasonlitsuk Ossze az atlagos kédhosszat a Huffman-kéd atlagos kdéd-
hosszaval és az entrépiaval.

9.2.18. Feladat [2]. Tetszéleges, r betlis kédabécét haszndlé kéd minden kédsza-
vanak elejére hozzdairjuk ugyanazt az r + 1-edik szimbdlumot. Felbonthaté-e az Gj kod?
Prefix-e az 4j k6d?

9.2.19. Tovabbi feladatok. Feladatok [25] és megolddsok [26]: 4.4 4.8,4.10, 4.12
413, 4.34-4.42 4.44-4.59; [22]: V.3.1-V.3.5, V.3.7-V.3.11, V.3.13-V.3.31.
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9.3. Hibakorlatozé kodolas

— 9.3.1. Feladat [1]. Igaz-e, hogy egy t hibét javité kéd
(1) legaldbb 2t + 1 hibat jelez;
(2) legaldbb 2t hibat jelez;
(3) legfeljebb 2t hibat jelez.

— 9.3.2. Feladat [5]. Tekintsiik az aldbbi binaris kédolast:
00 — 00000, 01+~ 01110, 10+~ 10101, 11+~ 11011.

1
2
3) Mutassuk meg, hogy a kéd csoportkéd Z3-ben.

(1) Mekkora a 01110 és az 10101 kédszavak tdvolsiga?
(2)
(3)
(4) Mennyi az 11011 kddszé silya?
(5)
(6)
(7)

Mekkora a kéd tavolsaga?

5
6
7

Mennyi a kdd silya?

Adjuk meg a 00000 kédszéhoz legfeljebb 1 tavolsdgra 16v6 Z3-beli szavak halmazat.
A 01000 sz6t mire dekddoljuk minimalis tavolsdgi dekddolassal?

— 9.3.3. Feladat [5]. Bindris blokk-kddot készitiink 3 hosszi iizenetekhez. Legaldbb

mekkora legyen a kédszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a kéd pontosan 1-hiba javité
legyen?

— 9.3.4. Feladat [5]. Az aldbbi F, feletti kédok esetén allapitsuk meg a kéd tévol-
sagat, hibajelz6 és hibajavitd képességét, hogy linedris-e, és a linedrisakndl adjuk meg a
szokdsos bazishan a generdtormatrixot és egy ellenérz6 méatrixot:

(1) (b17b2)b3)H(b17b27b3)b1+b2+b3+1);
(2) (b1, b2,b3) = (by, b2, b3, b1, b2 + bs);
(3) (b17b2)b3) H(b17b27b3)b1)1_b2b3)-

— 9.3.5. Feladat [6]. Egy [n, k] linedris kod generatormatrixa a szokdsos bazisban

Ey
0 (%)
blokkmatrix alakd, ahol Ej a k x k-as egységmétrix. Mutassuk meg, hogy a (—P E,,_1)
blokkmatrix (a szokdsos bazisban) egy ellenérz6 métrixa a kédnak, ahol E,_; az (n —
k) x (n — k) méretii egységmatrix. Megforditva, ha (—P E,_x) blokkmatrix egy ellen-
6rzé matrixa a kédnak, akkor mutassuk meg, hogy az (1) blokkmétrix egy lehetséges
generatormatrix.
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— 9.3.6. Feladat [4]. Legyen egy [, feletti linedris kéd generdtormétrixa

1.0 00
01 00
0 010
0 0 01
1100
10 0 1
1110

Adja meg a kdéd egy ellenérz6 matrixat. Mennyi a kédtavolsag?

— 9.3.7. Feladat [4]. Legyen egy [, feletti linedris kdd generdtormétrixa

1 0 0
010
110
0 11
1 11
1 0 1

Adjon meg egy olyan generatormétrixot, amelyhez ugyanez a kédtér tartozik, de a ma-
rixdnak els6 harom sora egységmatrix. Adja meg a kdd egy ellenérzé matrixat. Milyen
kédszé felel meg az 110 iizenetnek?

9.3.8. Feladat [4]. Legyen egy bindris kdd generdtormétrixa

1 11
0 1 1
0 01
1 00
110

Mennyi a kdéd elemeinek szdma és a kédtavolsag?

— 9.3.9. Feladat [4]. Egy bindris kdd ellenérzé métrixa

0 010
1 0 01
01 00
1010
11 11
0 0 01
1.0 0 0
1 01 1
01 10
01 0 1
1110
1100
01 1 1
0 011
11 01
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Adja meg a kod egy generdtormétrixat. Mi lesz az 10100011011 iizenet kédja? Mi volt
a kddolt tizenet, ha a vett sz6 111010010000011, és az atvitel sordn egy hiba lépett fel?
Mi volt az eredeti {izenet, ha az adott generdtormatrixszal tértént a kddolds?

— 9.3.10. Feladat [6]. Konstrudljon egy [15,6];6 Reed Solomon-kddot.
* 9.3.11. Feladat [3]. Adja meg az 10010000101 bindris {izenet Hamming-kdd;jat.
* 9.3.12. Feladat [4]. Az el6z8 feladat kédszaviban meghibdsodik a megadott bit.
Végezze el mindegyik esetben a hibajavitast és a dekddolast.
(1) a 3. bit;
(2) a 4. bit;
(3) a3.és7. bit;
(4) a 3., 5,. és 6. bit;
(5) ad4., 6. és 8. bit.
9.3.13. Tovabbi feladatok. Feladatok [25] és megolddsok [26]: 4.14 4.23, 4.26,

4.28 4.30, 4.60, 4.62 4.72, 4.75, 4.78 4.80, 4.82 4.86, 4.88 4.106; [22]: V.1.3 V.1.28,
V.2.1-V.2.25; [49]: 4.0-5-4.0-6, 4.0-8, 0-16-4.0-18, 4.0-21, 4.0-25, 4.0-28.



10. ALGORITMUSOK

10.1. Szamitasi modellek

— 10.1.1. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy barmely szdmitési eljardshoz végtelen
sok olyan szamitdsi eljaras létezik, amely 6t szimuldlni képes.

— 10.1.2. Feladat [6]. Adjunk meg szamitési eljarast a valds szdmokon végzett négy
alapmiivelet és 6sszehasonlitas segitségével az aldbbi fiiggvények értékének 27 "-nél (n € N
rogzitett) kisebb hibaval vald kiszadmitdséra:

1)z V7

(2) (m,z)+— %/x, ahol m € N*;
(3) =+ logx;

(4) x— 2%,

° 10.1.3. Feladat [6]. Adjunk meg szdmitdsi eljardst az aldbbi valds konstansok
értékének 27"-nél (n € N rogzitett) kisebb hibdval valé kiszdmitasara:

(1) e
(2) .

— 10.1.4. Feladat [3]. Melyek azok a fiiggvények, amelyek kételemii dbécével, két
bels6 allapottal Turing-gépen kiszadmithatdak?

— 10.1.5. Feladat [6]. Konstrualjunk az aldbbi f € N — N, illetve f e NxN — N
fliggvényeket kiszadmité Turing-gépet:

(1) f(n) = sgn(n);

(2) f(n)=1[1/n];

3) f(n)=[n/2];

(4) f(m,n) = max{0,m — n};
(5) f(m,n)=m—mn;

(6) f(m,n)=m/n;

(7) f(m,n) = (4—m)/n?
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— 10.1.6. Feladat [7]. Konstrualjunk az aldbbi f € N — N, illetve f e NxN — N
fliggvényeket kiszamité Turing-gépet:
1) f(n) =max{0,n — 1};
2) f(n) =1—sgn(n);
3) f(n) =1/(n—2);
4) f(m,n) =m+ n;
5)
6)

f véges sok helyen definidlt fiiggvény;
f(m,n) =m/(2—n).

10.1.7. Feladat [6]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N illetve f e Nx N — N
fiiggvényeket kiszamité egyszalagos Turing-gépet 1igy, hogy a megadott k szamui mezot
fogjuk Ossze egy mezové:

(1) f(n)=|n/2], k=4
(2) f(m,n) =sgn(m)/n, k= 3;
(3) f(m,n)=m+n, k=3.

10.1.8. Feladat [7]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N, illetve f e Nx N —- N
fiiggvényeket kiszamité Turing-gépet:

(
(
(
(
(
(

(1) f(m,n) =|m—n|;

(2) f(m,n) = max{m,n};

(3) f(m,n) = min{m,n};

(4) f(m,n) = max{0,m — n};
(5) f(m,n) =m";

(6) f(n)=n!

10.1.9. Feladat [9]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N/ illetve f e Nx N — N
fliggvényeket kiszadmité Turing-gépet:

(1) fm,n) = [m/nl;
(2) f(m,n) =m mod n;

(3) f(n) az n-edik Fibonacci-szdm;

(4) f(n) az n osztdinak szdma,

(5) f(n) az n osztéinak dsszege;

(6) f(n) az n primosztéinak szdma;

(7) f(n) az n-nél nem nagyobb primek szdma;

(8) f(m,n) az m és n legnagyobb kozos osztdja;

(9) f(m,n) az m és n legkisebb kozos to’bbszorsse;

(10) f(n) az n-edik primszam;

(11) f(n) az n legnagyobb primosztdja;

(12) f(m,n) az m-edik primszam kitevéje és n primtényez6s felbontdsaban;
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(13) f(n) = [nv2];
(14) f(m,n) = [ */n];
(15) f(m,n) = */n;
(16) f(m,n) = ()

° 10.1.10. Feladat [9]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N fiiggvényeket kiszdmité
Turing-gépet:
1) f(n) = len];
f(n) = le"].
f(n) a /2 tizedestort eléallitdsdban az n-edik jegy;
f(
(

f(n) a  tizedestort elédllitdsaban az n-edik jegy.

n
n
n) az e tizedestort eldéllitdsdban az n-edik jegy;

10.1.11. Feladat [7]. Legyen A = {aj,az,...,a,} egy legaldbb két betiib&l 4ll6
abécé. Kddoljuk A betilit a {,,I} dbéce betiiivel gy, hogy a; kédja egy ¢ hosszi
sorozat, amely el6tt és utdn egy-egy I all. szimuldjunk egy A szalgdbécével miikodd
egyszalagos Turing-gépet ezzel a kédolassal.

10.1.12. Feladat [7]. Egy szalagos, hdrom elemii szalagiabécével rendelkezd Turing-
gépek szimulalasat végzo harom szalagos Turing-gép maéasodik és harmadik szalagjara
legfeljebb négy betiis programot frunk. Vizsgédljuk meg, hogy az egyes programok esetén
milyen gépet szimuldl az univerzalis gép.

— 10.1.13. Feladat [9]. Hogyan irhatunk barhonnan hivhaté ,,szubrutint” Turing-
gépre, RAM-gépre, illetve tarolt programi gépre?

10.1.14. Tovdbbi feladatok. [22]: VII.1.1 VII.1.6, VII.1.9 VII.1.13, VIL.1.17,
VIIL.1.19, VIL.1.24 VII.1.26; [51]: II1.2.1 II1.2.25.

10.2. Kiszamithatésag

— 10.2.1. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon dbécé feletti £, és ‘cLo
nyelvek eldénthetdek, akkor £1 N Lo és L1 U Ly is.

— 10.2.2. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon dbécé feletti £, és ‘cLo
nyelvek felsorolhatdak, akkor £1 N Lo és L1 U Ly is.

10.2.3. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon abécé feletti A, BB és C
nyelvekre A és B felsorolhatdak és diszjunktak, C pedig eldénthetd, valamint A C C C
AU B, akkor A is eldénthet6.

— 10.2.4. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon &bécé feletti A és B
nyelvekre felsorolhatéak, akkor léteznek olyan diszjunkt felsorolhaté A; és By nyelvek,
amelyekre 4 C A, By C B, és A, UB; = AUB.
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s sz

vényekre, és hatarozzuk meg, hogy mllyen h fuggvenyt kapunk:

(1) f(z1) =21, g(z1,22,23) = 21 + 733

(2) flz1) =21, g(@1, 22, 3) = 21 + T2;

(3) f(x1) =27, g(21, 22, 23) = 23"

(4) f(z1) =1, g(z1, 22, 23) = x3(1 + sgn |z — 1 4+ 2 — 2a3);
(5) f(x1) =1, g(x1,22,23) = (w3 + 1) sgn(1 + x3/3).

— 10.2.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a megadott h fiiggvények primitiv re-
kurzivak:

(1) h(zy,22) = 21 = 23;
(2) h(z1) = 37;
(3) h(x1,m2,23) = 2329 + 3 mod 2.
— 10.2.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az f(n) = n?, ha n paros és f(n) = n+1,

ha n paratlan Osszefiiggéssel definialt fiiggvény primitiv rekurziv.

— 10.2.8. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a t(0) = 0, és t(n) az n osztdinak szdma
egyébként Osszefiiggéssel definialt fiiggvény primitiv rekurziv.

— 10.2.9. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a primszamok halmazdnak karakterisz-
tikus fiiggvénye primitiv rekurziv.

s sz

(1) flz)=3,i=1

(2) flz)=21/2,i=1

(3) f(fCh!EQ):pg)(x],xg) 1= 2;
(4) f(x1,22) =21 =2, 1 =1,2;
(5) f(wi,20) =21 — /a2, =1,2;
(6) flz1,22) =27(2z2 +1),i=1,2

— 10.2.11. Feladat [3]. az alabbi fiiggvényekrdl mutassuk meg, hogy parcidlisan re-
kurzivak:

(1) f(z1) =2 —a;

(2) f(z1) = 21/2;

(3) f(x1,22) = 21 — 2295

(4) f(z1,22) =21 /(1 — 2122).

10.2.12. Tovabbi feladatok. [22]: VII.2.3-VI1.2.6, VI1.2.9-VIL.2.29; [51]: IIL.1.1—
T11.1.44; 111.3.1-111.3.9, T11.3.15-111.3.48, TI1.4.1-T11.4.43.
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10.3. 1Ido és tar

— 10.3.1. Feladat [5]. Vizsgéljuk meg a 10.1.8. feladatban konstruélt (t6bbszalagos,
bindris) Turing-gépek futsid6 és tarigényét.

— 10.3.2. Feladat [8]. Vizsgéljuk meg a 10.1.9. feladatban konstrudlt (t6bbszalagos,
bindris) Turing-gépek futdsidd és tarigényét.

— 10.3.3. Feladat [8]. Az eléz6 feladatban megvizsgalt (t6bbszalagos, bindris) Turing-

gépekre, ahol a futasidé nem polinomidlis, prébaljunk polinomidlis méret{ tanit talalni.

10.3.4. Feladat [10]. Adjunk polinomiélis méretii és futdsideji tanit egy termé-
szetes szam primfelbontasara.

10.3.5. Tovdbbi feladatok. [22]: VII.3.16 VIIL.3.22.
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