A targy cime: ANALIZIS 1 A-B-C (2+2).

|1. gyakorlat |

1. (Bernoulli-egyenlétlenség.) Legyen 1 <n € N, -1 <z, € R (k=1,...,n) és tegyiik fel, hogy vagy
2y >0 (k=1,..,n) vagy pedig 2, <0 (k =1,...,n). Ekkor

n
H 1+ xg) >1+Zxk
k=1 k=1

2. (Specidlis Bernoulli-egyenldtlenség.) Hal <n € N és —1 < h € R, akkor (1+ h)™ > 14 nh. Mikor
van itt egyenlOség? Lényeges-e a h > —1 feltétel?

3. (Szamtani-mértani kézép.) Barmely 1 <n € N és z1,...,x, € R,z >0 (k =1,...,n) vélasztassal
n 1 n n
T < | — T
s (330

és itt akkor és csak akkor van egyenléség, ha z; = - - - = xp,.

4. Léassuk be, hogy tetszoleges 1 < n,k € N természetes szamokra:

. 1 n 1 n+1 - 1 n
i) (14— 1+ — pil) 2< (14 —) <4
n n+1 n
5. Korldtos-e alulrél, ill. feliilrél az A halmaz, ha

i)A::{%eR:0<x<1}; ii)Azz{{%J;l?)eR neN};

iii)A:z{I_:_lleR xER}; iV)A:Z{%}'{—iTQER:nEN};

vVA={V2r—-yzeR:0<zeR}; vijd:={/z+1-zeR:0<zeR}?

|2. gyakorlat |

1. Hatarozzuk meg az 1. heti gyakorlat 5. feladataban szerepl6 halmazok szuprémumat és infimumat.

2. Az A= {% eR:0<z<1,0<y< x} halmazt illet6en 1d. az 1. feladatot.

3. Mutassuk meg, hogy az A := {y € R : y?> < 2} halmaz nem iires, feliilr] korlatos és az x := sup A
jeloléssel x2 = 2. Vezessiik be a v/2-t. Léssuk be, hogy v/2 ¢ Q. Ennek alapjén indokoljuk meg,
hogy Q-ban nem teljesiil a Dedekind-axiéma.

4. Mit mondhatunk sup(A U B)-r6l, sup(A N B)-rél, sup(a + A)-rdl, sup(ad)-rél, ha A,B C R és
a € R? Mi a kapcsolat sup A és sup B kozott, ha A C B? Nézziik meg ugyanezeket sup helyett
inf-re is.



|3. gyakorlat |

1. Szamitsuk ki sup A-t, inf A-t; van-e az A halmaznak maximuma, ill. minimuma, ha

i)A::{gglgeR:nEN}; ii)A::{%ZL_;%ER:m,nEN,mgn};

2z| +1 . 2
111)A:—{5I;CCI+3€R::C€R}; IV)A:—{:}ZQ_:_BER:ZCER}.

2. Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt, ha
i) f(z):=22+1, g(x) =22 -32+2 (v € R);
0 (—oo<z<0) 0 (—oo <z <0)

ii) f(x):= . g(x) = ;

r (0<z<+400) -2 (0 <z < +00)

iii) f(2) = 51 (R33#-1/2), g(z) =2>+32—-10 (z€R).

3. Invertdlhatéak-e az alabbi fiiggvények? Ha igen, akkor minden x € Ry mellett szdmitsuk ki

fY(x)-et:

) f(2):=22+3 (z€R); ii) f(;c);:“; (2 4z € R);

T —

|4. gyakorlat |

1. Milyen v € R esetén lesz az

ar+1 (0<z<1) ar+1 (-1<z<0)
i) flz) = ;i) flz) =

a—z (I<z<2) az? 0<z<1)

fliggvény invertalhat6? Mi lesz ekkor Dy-1, Rp-1, ill. f~Hxz) (x € Dy-1)?

2. Az f(z) :=3+2x—2% (x €R) fiiggvény és a C := {0} halmaz esetén hatdrozzuk meg f[C]-t és
f7C)-t. Milyen A C R halmazra lesz f[A] vagy f~'[A] szdmossdga i) egy; ii) nulla?

3. Legyen f(z) :=3z+1 (z € R), a,b € Rés a < b, [ := [a,b]. Hatdrozzuk meg az f[I], f~[I]
halmazokat.



4. Vizsgaljuk meg az alabbi sorozatokat monotonitas és korldtossag szempontjabdl:

i) xn::% (0<neN) ; ii) z, = (neN) ; iii) z,:=+vn (neN);

. 8n +3
iv) zp =

T bn+4 n

(neN) ; v) z, = (1+1)n (1<neN)

1 n+1 1 n
vi) xn::<1—|——> (1<neN) ; vii xn::<1——> (1<neN).
n

n

5. Mit mondhatunk monotonitds, ill. korldtossdg szempontjabol egy szdmtani (mértani) sorozatrdl?

|5. gyakorlat |

1. A definici6 alapjan lassuk be, hogy:

1 1
i) lim(n2_3)_0; i) 1im<2nn_3>—§;

2
i) lim (Hin> -1 i) tim (\/n2+1—n) ~0.

2+n—2n? 2

2. A konvergencia definiciéja alapjan szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket:

2 +n+n?

i) lim <i> . i) lim (\/n2+4—\/n2+1) i) lim (Va1 — Vi) .

3. A paraméterek milyen értékei mellett konvergens és ekkor mi a hatérértéke az (o +nd) (a,d € R)
szdmtani, ill. a (8¢™) (B, ¢ € R) mértani sorozatnak?

4. Igazoljuk, hogy:
1) a:=lim(z,) = |a| =lim(jz,]);

ii) z, >0 (n € N),a:=lim(z,) = a >0 é Va=lm(y/z,).
5. Altaldnositsuk a 4. /ii feladatot a kévetkezdképpen:

T, >0 (n € N),a:=lim(x,), 2<k €N, = ¥a=Ilm(¥z,).

|6. gyakorlat |

1. Legyen g € K, |¢| < 1,k € N. Léssuk be, hogy lim (n¥¢™) = 0.
2. Legyen x € R és lassuk be, hogy

T |
i) lim (I—> =0 ; ii) lim <"—n) = 0.
n! n



3. A kordbbi feladatok alapjan indokoljuk meg, hogy az ¢ := lim ((1 + %)") hatérérték 16tezik.

Ennek alapjan szamitsuk ki a
1 n+1 1 n
i) lim (1 + —) ;i) lim ((1 - —) )
n n

4. Tegyiik fel, hogy adottak az r,s € N, ag,...,a, € R, by, ...,bs € R, bs # 0 szdmok és tekintsiik a
P(z) =" _oarz®, Q(z) := > ;_obkz® (z € R) polinomokat. Bizonyitsuk be, hogy

s esetén lim (M) =4

hatéarértékeket.

(n) Qn)) ~ b

i) 7 < s esetén lim (%) =0; ii)r
5. Bizonyitsuk be, hogy

i) bdrmely 0 < @ € R esetén: lim ({/a) =1 ; ii)lim({/n) = 1.

|7. gyakorlat |

1. Mutassuk meg, hogy lim ((1 + #) ) =1.

2. Altalanositsuk a 6. gyakorlat 5.i) feladatat a kovetkez8képpen: ha az (z,) : N — [0, +00) sorozat
konvergens és lim(z,) > 0, akkor lim ( {/z,) = 1. Mit mondhatunk akkor, ha
i) lim(z,) = 0;
ii) az (x,) sorozat nem konvergens?

3. Konvergensek-e az alabbi sorozatok, ha igen, akkor mi a hatarértékiik:

) (V35 ) (VEnR)?

4. Legyen z, = \/2V2vV2... , y, == V2+V2+v2..., (1 < n € N), ahol x,,y, elébbi

definiciéjdban n darab gyokvonds szerepel. Adjunk meg rekurziv Osszefiiggést az (x,), ill. az
(yn) sorozat tagjai kozott, és ennek alapjan szdmitsuk ki lim(x,)-et és lim(yy,)-et.

5. Altaldnositsuk az eldbbi feladatot gy, hogy az ott szerepl6é minden 2-es helyébe ugyanazt az a € R
szamot probaljuk irni. Milyen a-k esetén kapunk konvergens sorozatokat?

6. Konvergensek-e az aldbbi sorozatok? Amelyik igen, annak mi a hatarértéke:

i) 0<xo<lL,zpy:=1—-VI—2, ReN) ; ii) a>0,20=0,2,41 =22 +a (n€N)?

|8. gyakorlat |

1. Legyen a € R,zp € R\ {0} és z,, := % (wn + %) (n € N). Konvergens-e az (z,,) sorozat? Ha
igen, akkor szamitsuk ki lim(z,,)-et.

2. A tagabb értelemben vett hatarérték definiciéja alapjdn mutassuk meg, hogy

2
i) lim <%) = +o00 ; ii) lim ((=1)" —n) = —o0.



3. Legyen P polinom és hatdrozzuk meg lim(P(n))-et.

4. Tegyiik fel, hogy adottak az ;s € N, r > s, ag, ...,ar € R, by, ...,bs € R, bs # 0 szdmok és tekintsiik
a P(z) =Y _oarz®, Q(z) := > ;_,bxz® (z € R) polinomokat. Mit mondhatunk a lim (%)
hatarértékrol?

5. Bizonyitsuk be, hogy ha (x,) pozitiv tagi nullasorozat, akkor lim (%) = 400.

6. Tegyiik fel, hogy o := lim(z,), 8 := lim(y,) € R, * jelenti az dsszeaddst (szorzdst) (osztdst) és
létezik az (x, * yp) sorozat. Illusztraljuk példdkkal azt, hogy mindebbél altaldban nem kovetkezik
a lim(zy, * yy,) hatdrérték létezése. (Pl. a = 0, 8 = +o0, de az (zny,) szorzatsorozatnak nincs
hatarértéke, stb.)

|9. gyakorlat |

1. Konvergens-e a i) (22:1 %) ;i) (2221 #) sorozat?
2. Igazoljuk, hogy az alabbi végtelen sorok konvergensek, és hatarozzuk meg az Gsszegiiket:

) L R S L I
i) Z o ;i) ;(2_"+3_") ;i) ;m7

n=1

L 1 . (=D +4
DN e D D

k=1 n=1

3. Agz aldbbi sorok koziil melyik konvergens:

i) 2"01,11) Z%,lll) Z2n1_1,
n=1 n=1 n=1
> n =, 100™ o (n)?,
) ;2714-1 P ) ; n! vi) 7; on®

|10. gyakorlat |

1. Legyen ¢ € R, |q| < 1 és hatdrozzuk meg az aldbbi sorosszegeket: 1) > 07 ¢™ ; i) Yoo, ng".

2. (Cauchy-féle kondenzdcids elv.) A 0 < apt1 < a, (n € N) feltétel mellett a > (a,) sor akkor és
csak akkor konvergens, ha a > (2"agn) is az. (Tehdt a két sor ekvikonvergens.)

3. Milyen p € R esetén konvergens a y_(nP) sor?

4. Az aldbbi sorok koziil melyik konvergens:

Yamn Y w Y Y E 0 Sk

i ;i ; il ;v on 5V YR

=140 — /n(1 +n?) — (2n)! =2 =2
= on+1 > 1 Lo (D) |

vi) — ; vii) ; viil) ; ix) ?
D N I ST



|11. gyakorlat |

1. Milyen =z € R esetén konvergensek:

o g & g o gn-1
JDRE I SF D S
n=0 n=0 n=1
o] 1 n o0 5 o0
1 - e n®_ .n . . 2n_ .n.
Z<+n) x ,v)0<a€R,Za x ,V1)O<a<1,Za "
n=1 n=0 n=0
0o ' 0o _1)"
vii) N ; vill) 0 <pé€R, Z (z—1) ?
n=0 @ n=1

2. Hatarozzuk meg az aldbbi hatvanysorok konvergencia-sugarat és konvergencia-tartoméanyat:

oo

3"+ (=2)" .. N .
Z n+1 ; 1ii) Z — :

n:O n=0
iv)a > 1, Zoiaﬁ .

3. Adjunk meg olyan hatvanysort, amelynek a konvergencia-tartoménya az I intervallum, ahol
Ie{(-1,1),(-1,1],[-1,1),[-1,1]},ill. adott a,b € R,a < b esetén I € {(a,b), (a,b],[a,b),[a,b]}.

|12. gyakorlat |

1. Mutassuk meg, hogy barmely = € R, |z| < 1 esetén

L sinz 5 5 4 5, 101 . i a1
1)1_x—x+:17 —I—gzzr +6:17 —i—m:r +--~,11)Zn:17 —m (z € R,|z| <1).

(A ii) feladatot vessiik egybe a 10. gyakorlat 1.ii) feladatéval.)
2. Az aldbbi f fliggvényeket (vagy egy alkalmas lesziikitésiiket) &llitsuk el 0-koriili hatvénysor

Osszegeként:
) f(0)i= 1 @ERN{-LI)) i) Jl) = (@ e R\{1);
. 1 . o 2.
iii) f(z) = m (x e R\ {-1,1}) ; iv) f := cos®;

v) flz) = ﬁ (:17 ER\ {1_%}) .

3. Milyen z, ag, Ok, v € R esetén igazak az alabbi egyenl6ségek:

E;é";o apa®
0o ZZO:O apa®
ol v SRR § vy AC Rk
> k0 Yk (E)




|13. gyakorlat | (vizsgaanyag)

1. Bizonyitsuk be, hogy

Nox- L , ~1 _ O
i) ;E:e;n) e—kzﬂz 7 (0<neN,0<0, <1) ; ii
—0 =0

n-n:

2. Igazoljuk az aldbbi azonossagokat: barmely x,y € R esetén

i) sin 2z = 2sin xcos = ; ii) cos 2z = cos® x — sin

iii) cos?z +sinz =1 ; iv) exp(z +y) =exp zexp y ;

1 exp T

v) exp(—z) = P ; vi) exp(z —y) = et

2

€,



