Analizis1ABC, 2. zarthelyi dolgozat , 2012.05.16.
Megoldasok

1. Szamitsa ki a kovetkezd hatarértékeket :
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Megoldas :
a) Mivel 1°° eset, ezért visszavezetjiik a tanult nevezetes hatéarértékre, mely szerint, ha 0 < z,, (n € R), és lim(z,) = 400,

1 Tn
akkor lim (1 + —) = e. Mivel a hatvany alapja kisebb mint 1 ezért attériink a reciprokra :
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Itt felhasznaltuk, hogy : hm (1+ ) " = lim (1—}——) =¢, ahol z,, = — 400, (ha n — 00),
n— oo
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Tehat a keresett hatarérték : e—2

b) A feladatot kozrefogéassal oldjuk meg. Becsiiljiikk meg az 0sszeg minden tagjat alulrdl a legkissebb taggal, feliilr6l pedig

a legnagyobbal, azaz :
noo_ n n n
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n n3 n3
A kozrefogo sorozatokra : lim n - = lim =4/ lim (7) =
n—oo n3 +n n— 00 n3 +n n—oo \n3 +n

n [ n3 n3
illetve : lim n-4/———— = lim {/—4—— =4/ lim (7) =1, tehat a kézrefogott eredeti sorozat hatarértéke is : 1
n—oo TL3 —+ 1 n— 00 n3 —+ 1 n— o0 n3 —+ 1

2. Adott az xp :=1és z,y1 := 1+ vz, + 1; (n € N) sorozat. Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke ?
Megoldas :

i) Vizsgaljuk meg a sorozatot monotonitas szempontjabol : zp = 1 < 23 = 1 + /1 + 1 = 1 4+ /2. Igazoljuk indukciéval,
hogy a sorozat szigortian monton né. Az elsd 1épés megvan, tegyiik fel, hogy valamely n-re teljesiil, hogy x, < x,41 és,
kell, hogy : xp4+1 < Tpto.

A rekurziv formula alapjan, ez utobbi < 1+ vz, +1 <1+ /Tpi1 +1 S Vo, +1 < \/Tpy1 + 1 & 7, < Tpy1 ami az
indukcits feltevés volt. Tehéat a sorozat szigorian monoton né , igy Vn € N esetén : zp = 1 < x,,, tehat a sorozat alulrol
korlatos. Van-e fels6 korlat ? Nézziikk meg ehhez a lehetséges hatarértékeket !

ii) Tegyiik fel, hogy a sorozat konvergens és lim(z,) = A € R. Ekkor lim(z,1) = A és a rekurzié alapjan, kapjuk, hogy
lim(zpy1) = 14++/lim(z,) +1© A=14+V/A+1e (A-1)2=A+1 & A2-34 =0 A(A-3) = 0. Tehat a lehetséges
hatarértékek : A = 0 vagy A = 3. Mivel sorozat monoton ng, és elsé tagja 1 igy csak 3 lehet a hatarérték. Belatjuk, hogy
ez felss korlatja is a sorozatnak !

iii) Indukcioval igazoljuk, hogy z, < 3, (Vn € N). Ha n = 0, akkor g = 1 < 3 teljesiil. Tegyiik fel, hogy valamely
n € N-re : x,, < 3. Be kell l4tni, hogy : z,4+1 < 3.

A rekurzi6 és az indukcids feltevés alapjan : zp41 =14+ V2, +1<1++/3+1=14+2=3.

Tehat a sorozat korlatos, monoton = konvergens és lim(z,) = 3.



3. Konvergens-e az alabbi sor, és ha igen adja meg a sor Osszegét :
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Megoldas :

Végezziik el a kovetkez6 alakitasokat, és lathato, hogy az adott sor két konvergens geometriai sor Osszegére bonthato :
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Mivel a fenti két sor hanyadosai : ¢ = 3 és q = -3 a (—1; 1) intervallumba esnek, ezért mindkét sor abszolut konvergens,

igy konvergensek is és a keresett sor 0sszege egyenls az egyes sorok Osszegének az Osszegével. Mivel az 6sszegzés n = 1-t6l
indul, ezért mindkét 6sszegben kiemelhetjiik a ¢ hdnyadost, majd hasznaljuk a konvergens geometriai sor dsszegére tanult
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Tehat a sor konvergens és Osszege : 6 - v/2 — 1

4. Dontse el, hogy az alabbi sorok konvergensek vagy divergensek (valaszat indokolja) :
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Megoldas :

a) Alkalmazzuk a gyokkritériumot :
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ezért a gyokkritérium értelmében a sor abszolut konvergens, igy konvergens is.
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Itt felhasznaltuk, hogy : lim ( nt ) = — < 1 ezért dng € N, 4gy, hogy Vn > ng, n € N indexre :
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< <3Z i 2) < (%) és mivel ngrfoo (%) = 0 = 1d. kozrefogas ngrfoo <3Z I 2) =0
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Megjegyezziik, hogy a fenti becslésben 5 helyett barmely 3 és 1 kozti szdmot hasznéalhattunk volna.
b) Most irjuk fel a hanyados kritériumot :
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tehét ez a sor divergens.
¢) Vizsgaljuk meg a tagok nagysagrendjét : mivel lim({/n) = 1 ezért nagy n indexekre {/n "kozel" van 1-hez, igy a

n 1
nevezd nagysagrendje : Vn® a szamlaloé n?, ezért a fenti sor ekvikonvergens a Z — = Z —— sorral. Ez utébbi a
sVt sV

1 1
tanult Z - hiperharmonikus sor, ahol p = 3 > 1, ezért a tanult tétel értelmében a sor divergens. Alkalmazzuk az
n
n>1
Osszehasonlit6 kritériumot, felhasznalva, hogy {/n < vn® minden n > 1 természetes szamra. Tehat, han > 1 :
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Az emlitett Z
= 3v/n

sor divergens, igy az eredeti sor is divergens.



5. Adjon meg olyan R > 0 valds szdmot és (a,) sorozatot, amelyekkel :

2:1: + 4
Megoldas :
Bontsuk fel a tortet parcialisan :
2z +4 A

B
= hol A, B € R alkal konst k.
(x—3)(Bzx+1) $—3+3x+1 ;ahol A, B € R alkalmas konstanso

1
Ez pontosan akkor teljesiil minden 2 € R\ {3, _§} szamra, ha :

2r+4=ABx+1)+B(z—-3)=2xr+4=BA+B)x+A-3B<34A+B=2A-3B=4<A=1,B=—

Tehat a keresett felbontas :
2 + 4 1 1

(z—3)Bx+1) z—-3 3z+1

A kapott két tortet tagonként hatvanysorba fejtve (ld. geometriai sor Gsszegzése) :
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3) kapjuk, hogy :

Ezeket beirva, a kozos konvergencia halmazon, azaz, ha z € ( 3
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Tehat a keresett konvergencia sugar R = 3 és ap, = —(—3)" — Freg (n € N).



