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1. Szamsorok 5

F1.

F2.

F3.

F4.

F5.

Fé6.

F7.

1. Szamsorok

1.1. Nevezetes szamsorok

Legyen ¢ € R. A )" ¢"™ mértani sor pontosan akkor konvergens, ha |g| < 1,
n=0
és ekkor az Osszege

+o0 1

Zq"=1+q+q2+q3+q4+m=fq (lal <1).
n=0
Ay k N ———
—— sor konvergens és Y ——— =
iZin(n+ 1) B e+ 1)
1 . : 1 : 1
A ) — harmonikus sor divergens; a )  —= sor divergens; a ), — sor
n=1T n=1 V1 n=17
konvergens.
Legyen « rogzitett valds szam. A
1 k h >1
Z — hiperharmonikus sor 9nvergens, aa
= ne divergens, ha a < 1.
AY S sork T S IS ULV AR
— sor konvergens és Y — = —+ =+ =4 =e
! VOISO 21 3T Al
(—1)n*t 1 1 1 o,
AY ——=1- 5 + 371 + -+ sor konvergens (Leibniz tipusi sor).
n=1 n

1.2. Komplex tagi sorozatok konvergenciaja

Konvergensek-e az alabbi sorozatok? Ha igen, akkor szamitsa ki a hatarértéki-
ket:

n—1 142
(a)zn::n+1(n€N), (b) z, := n—i—z (n eN),
() 20 := (1 —i)" (n € N), (d) 2, ;:1+% (n € N),
(¢) 20 i i"(1+%> (meN),  (f) 2= (2;2)” (neN),
(g) zn == w (n € N), (h) z, := (249" (n € N).

3n



1. Szamsorok

F8.

F9.

F1o0.

F11.

F12.

F13.

1.3. Szamsorok oOsszegének meghatarozasa

Igazolja, hogy az alabbi sorok konvergensek és hatarozza meg az 6sszegiiket:

Ohor=u 1) (ot o).

n=1 n=

2n—1 1
(C)Z on (d);ma
1 1
(€) Z( 3n—2)(3n+ 1)’ ®) ;(Qn—l)(Qn—i—l)’
1

(-1)"+4
(8) D nnt )(n+2) )y —

n=1 n=1

Mutassa meg, hogy a »_ ¢" geometriai sor ¢ € C esetén akkor és csak akkor
+o0 1

konvergens, ha |q| < 1, és ekkor az Osszege > ¢" = T
n=0 —q

Milyen ¢ € C esetén konvergens a »_ ng™ sor? Ha konvergens, akkor mi az

n=1
Osszege?

Vizsgalja meg a kovetkezo sorokat konvergencia szempontjabdl, és ha konver-
gensek, akkor szamitsa ki az Osszegiiket:

@5 (b) 2%(% v1)"

n=0 n—=

Mutassa meg, hogy a E sor konvergens, és szamitsa

“(n+1)yn+nyn+1

ki az Osszegét.

1.4. Szamsorok oOsszegének kozelit6 meghatarozasa

Igazolja, hogy az aldbbi sorok konvergensek. Szamitsa ki a kijelolt s,, részlet-
osszeget, és becsiilje meg s,-nek a sor 0sszegétol valo eltérését. Ezek alapjan
adja meg azt az intervallumot, amelyben a sor 6sszege benne van.

(a) n:ol' 54; (b) z ;, 565
O @5 5 s
(e) (—12”+1 S4; (f) > ! 54.



1.5. Szamsorok konvergenciajanak a vizsgalata 7

F14. Mutassa meg, hogy az alabbi sorok konvergensek. Hatarozza meg, hogy mi-
lyen n indexti részletosszegei kozelitik meg a sor 6sszegét e-nal kisebb hibaval.
Szamitsa ki a megfelelo s, részletosszeget, és ezek alapjan adja meg azt az
intervallumot, amelyben a sor 6sszege benne van.

1 1

—10-3- - _ 10-6
(a) ngom7 e=10 ) (b) ngo n!, e=10 )

1 (—1)n*t

—, e=107% d =104
© % @ T = ,

(=" 4 ! 4

= : f — = 107"

(@ ¥ i e=10" O e

1.5. Szamsorok konvergenciajanak a vizsgalata

F15. Az alabbi sorok koziil melyek konvergensek?

2 3 0L ) S~

n!’

1 1
(6)21271—1’ <d);1000n—|—1’
©F an— . 6 Z 1000"

n!

n=1

F16. Az alabbi sorok koziil melyek konvergensek?
1
a —7
();14—%2 Z\/ 1—i-n2
(n!)? ((n+ 2))
c : RSl ova
© 2 (2n)! @2 (2n)! (n — 1)1’

n=1 n=>50

2

© o 0% 5

2n+1
® > "5 Zm

, " dn + 8 . (—=1)
D T PrE D P

n? 1 1\k
ChIE Y (5+7)

n=0 ' k=1
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Y (1-1)" ) Y

k=1 k=1
©) 3T <m;£ﬁ,
1 1
(a) ;m’ (r) ;m’
OX() (v

F17. Konvergensek-e az aldbbi sorok

@)Y m>

O T @ X
1 (14i)"
2 ama 02 i

F18. Konvergensek-e a

wx(le-"). X 50-0r)
)

n=1 k=1
—1

Mern F=

sorok, ha az utébbiban j, =

F19. Milyen € R esetén konvergens a > (z" — 2™ 1)(2" + 2"~ 1) sor, és mennyi
n=1

akkor a sor Osszege? (Mi a helyzet z € C esetén?)

F20. Az z valds szam milyen értéke mellett konvergensek az alabbi végtelen sorok:

()" ngn m Y JW

n=2 (Q(n - 1)>! ’ n=1
2n—1 . ZETHl
© 2 51" @ T
n= n=1

n2" 1
(e) Zn+1 (322 + 8z + 6)° (®)

n=1
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F21.

F22.

F23.

F24.

F25.

F26.

F27.

F28.

F29.

Milyen x € R esetén konvergens a

G IEea Ohap=s

n=1

sor? Mi a helyzet akkor, ha x € C? Vizsgalja meg az abszolut konvergenciat
is.

(a) Bizonyitsa be, hogy ha a D’ Alembert-féle hanyadoskritérium alkalmazhato,
akkor a Cauchy-féle gyokkritérium is alkalmazhaté.

(b) Mutassa meg, hogy az

1 1 1 1 1
sor a gyokkritérium alapjan konvergens, de a hanyadoskritérium nem alkal-
mazhatd.

Tekintsiik azokat a természetes szdmokat, amelyek tizes szamrendszerbeli alak-
jaban nem fordul el6 a 7 szamjegy. Igazolja, hogy ezen szamok reciprokainak
az Osszege véges. Mutassa meg, hogy az 6sszeg kisebb 80-nal.

Tegyiik fel, hogy (a,) olyan nemnegativ tagi sorozat, amelyre a > a, sor
konvergens. Igazolja, hogy ekkor a > a2 sor is konvergens. Igaz-e ez forditva
is? Elhagyhato-e az a,, > 0 feltétel?

Legyen (b,) \, 0, valamint sup{|> ;_,ax| : n € N} < 4o00. Mutassa meg,
hogy > (a,b,) konvergens.

Legyen ay,, b, > 0 (n € N). Igazolja, hogy

a) ha 0 < lim dn < +o00, akkor a ) a, sor akkor és csak akkor
b
konvergens, ha a > b, so? konvergens,
b) ha lim dny — 0és a b, sor konvergens, akkor a ap sor is
b

n
konvergens,

(c) ha lim (Z—n) = 00 és a » b, divergens, akkor a »_ a, sor is divergens.
A Cauchy-féle kondenzaciés elv: Ha 0 < a,.; < a, (n € N), akkor a
dan ésad, (2"a2n) sorok egyszerre konvergensek, illetve divergensek.

A Cauchy-féle kondenzaciés elv felhasznalasaval vizsgalja meg konvergencia
szempontjébol a > n% hiperharmonikus sort, ahol « € R. (V6. F4.)

Tegyiik fel, hogy az (a,) valés sorozat monoton csokkenve tart nulldhoz. Mu-
tassa meg, hogy ha a »_ a, sor konvergens, akkor lim(na,) = 0. Bizonyitsa be
azt is, hogy az éllitdas megforditasa nem igaz.



10 1. Szamsorok
1.6. Tizedestortek
F30. (a) Adja meg az 1/3,7/9,2/5 szamok tizedestort alakjdt.
(b) Irja fel p/q (p,q € N\ {0}) alakban a kovetkezé szamokat:
0,123; —7,000352; 0,7, 0,12763; 0,2321.
1.7. Miveletek szamsorokkal

F31. Tegyiik fel, hogy lim(a,) = 0. Igazolja, hogy a > a, sor akkor és csak akkor
konvergens, ha a ) (ag, + ag2,+1) sor konvergens.

F32. Adjon példat olyan (a,) nullasorozatra, amely altal generalt sor divergens, de
a sornak van olyan zarodjelezése, ami konvergens.

F33. Adjon meg olyan Y a, valds sort, amelyre a kivetkezd teljesiil: minden o € R
esetén a sornak van olyan zardjelezése, ami konvergens, és a zardjelezett sor
Osszege a. A > a, sornak adjon meg egy olyan zardjelezését is, amelynek az
osszege .

F34. Legyen ) a, egy feltételesen konvergens sor. Adjon meg olyan atrendezést,
hogy az atrendezett sor Osszege

(a) 12 legyen,
(b) +oo-hez divergaljon.

F35. Hatdrozzamega > (—1)"ésa Y (1)" sorok Y- c¢,-nel jellt Cauchy-szorzatat.

n=0 n=0 n=0
Mutassa meg, hogy
+00 1 +00 1 400
(>3)) (ZE)") =2
n=0 n=0 n=0
F36. Képezze a > ¢" geometriai sor onmagédval vett Cauchy-szorzatat. Ennek fel-

n=0
hasznédldsdval mutassa meg, hogy minden |¢| < 1 komplex szamra

() =

Hatérozza meg a > ng™ (|q| < 1) sor dsszegét is. (V6. F10.)

n=1
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Mj1l. Sorok osszegének a meghatarozasardl. Kordbban mar kihangsilyoztuk
azt, hogy ,, viszonylag kevés” sor Osszegét tudjuk meghatarozni. Ilyenek voltak
a geometriai-, a teleszkopikus sorok, valamint az e szdmot elddllito sor. Egyedi
eszkozok (triikkok) felhasznaldsaval persze tovabbi sorok Gsszegét is meghata-
rozhatjuk. Erre mutattunk egy példat az F10. feladatban. Az el6zo feladat
azt is illusztralja, hogy sorok Cauchy-szorzatara vonatkozo tételeinknek az
elméleti jelentésége mellett gyakorlati , haszna” is van. E tételek segitségével
,lényegesen bovithetjik” azon sorok osztalyat, amelyeknek az Osszegét meg
tudjuk hatarozni. Ugyanis, ha sikeriil egy sort két ismert 0sszegii sor Cauchy-
szorzataként elballitani, akkor a kiindulési sor 0sszege a két tényezd osszegének
a szorzata.

F37. Mutassa meg, hogy

() (-2

F38. Mutassa meg, hogy

(a) y ((—1)71%) x> ((—1)"%) konvergens,
(b) Z ((—1)"%) X Z ((—1)"%)divergens,

ahol x a Cauchy-szorzast jeloli.

F39. Mutassa meg, hogy az
3 n , 3 n—1/.n 1
1—2(5) és az 1—1-2(5) (2 +ﬁ)

n=1

sorok divergensek, de a Cauchy-szorzatuk abszoltut konvergens.

F40. Bizonyitsa be, hogy

(az) = az”
Zl—xkzzl_axn (la| <1, |z| < 1).

e k
k=1 n=1
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2. Hatvanysorok

2.1. A konvergenciahalmaz meghatarozasa

F41. Milyen z € K esetén konvergensek az alabbi hatvanysorok:
]_ n n
(a )Z(1+—) 2" (xeQ),

Za%”xEC, 0<a<l),
C)Za—n;-x”(xe(c, 1 <a),
n=0

(d)zu(:ce@ p>1),

(e) ; m(az +5)2 (7 € R),

F42. Legyen co, =1, cop11 = 2 (n € N). Keresse meg a Y ¢,2" (z € R) hatvanysor
n=0
konvergenciahalmazat, és hatarozza meg az Osszegfiiggvényt.

F43. Hatarozza meg az aldbbi hatvanysorok konvergenciasugarat és konvergencia-
halmazat R-ben:

n!)? 3"+ (=2)"
@ 3 Gy e

n=1 n=1

OX R e @Y e
)k
)

F44. Tetszoleges, de rogzitett k € N esetén szamitsa ki a Z ——x" hatvanysor

konvergenciasugarat.

F45. Adjon meg olyan hatvanysort, amelynek konvergenciahalmaza

(a) (_171>7 (_171]7 [_171)7 [_171]7
(b) (_aa b): (—CL, b]v [—CL, b)a [_a'7 b} ((l, be R) a < b)
F46. Tegyiik fel, hogy a > _,c,2™ hatvanysor konvergenciasugara 2, a > _dpa"

hatvénysor konvergenciasugara pedig 3. Mennyi lesz a ) _ (¢, + dy,)a™ sor
konvergenciasugara?
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2.2. Figgvények hatvanysorba fejtése

Mj2. Késébb latni fogjuk azt, hogy tobb szempontbdl is hasznos, ha egy adott
fliggvényhez taldlunk olyan hatvanysort, amelynek az Osszegfiiggvénye vala-
milyen intervallumon a széban forgé fiiggvénnyel egyenld (réviden: , a fligg-
vényt hatvanysorba tudjuk fejteni”). Az alabbi példak azt illusztraljak, hogy
mar az eddig rendelkezéstinkre allo eszkozok segitségével is szamos fliggvényt
tudunk hatvanysorba fejteni. Késobb egy &ltalanos moddszert is mutatunk
ennek a probléménak a kezeléséhez.

F47. Igazolja az aldabbi egyenloségeket:

= n—1 __ 1
(a) ngl n" = TSE (z€C, |z| <1),
— n—2 2
(b) 322 n(n —1)2""*% = =S (z€C, |z| <1).

F48. Allitsa elé az aldbbi fiiggvényeket egy alkalmas intervallumban az a = 0 pont
koriili hatvanysor 6sszegfiiggvényeként:

(o) fla) = 1o (w € R\ {-1,1})

(b) f@) = 77— (@ €M),

(©) flr) = 1% (@eR\{-1,1),

(@) f@) = ;o (@ €R\{=1/2.1)),

© f0) = o= @ ERV-LL),

(f) f(z) = cosx (z €R), () f(z) = sinzcosz (z €R).

2.3. Egyéb feladatok
F49. Igazolja, hogy minden z € C szdmra fennéllnak az alabbi egyenloségek:
(a) ch(iz) = cosz, cos(iz) =chz,
(b) sh (iz) = isinz, sin(iz) =ishz.
F50. Mutassa meg, hogy minden x,y € R valds szamra

(a) sin(z + iy) = sinx chy + icosxshy,
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(b) cos(x 4 iy) = cosxzchy — isinzshy,
(c) sh(z +1y) = shzcosy + ichzsiny,
(d) ch(x 4+ iy) = chxcosy + ishxsiny.

F51. Bizonyitsa be az alabbi azonossagokat:

sin
(a)l_x:x+x2+§x3+%x5+-n (z € (—1,1)),
(b) ecosyr =1—30+L2? - BLa ... (z€[0,+00).

F52. Keressen explicit eloallitast az
ag =0, a;:=1 és a,:=ap_1+ ap_o (n €N,

Fibonacci sorozatra.

n > 2)



II. rész

Megoldasok

15
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1. Szamsorok

1.1. Nevezetes szamsorok

M4. Azt mar tudjuk, hogy a Zn:l% harmonikus sor divergens. Mivel minden
a < 1 valés szamra % < n% (n € N), ezért a minorans kritérium alapjin a
S _, = sor is divergens minden o < 1 esetén.

n=1 n«

Ha o > 1, akkor kettohatvany kozotti csoportokat képeziink. Mivel

1 1 1 1 1\
<2k :( ) k=0,1,...
@t 1o @20 T @E e = @he  \ge (k=0,1,...)

és a > 1 miatt a Zk:o(za%l) geometriai sor konvergens, ezért a majorans
kritérium alapjan a > _, nia sor konvergens minden o > 1 valds szamra. Wl

1.2. Komplex tagi sorozatok konvergenciaja
M7. (a) z, = H% — n+r1 Az Osszeg elsé tagja nyilvan 1-hez tart a hatarérték
és ml'iveleteknkapcsolatéra vonatkozo tétel alapjan, mig a masodik tag 0-hoz,
hiszen korlatos sorozatot osztunk végtelenhez tarté sorozattal. A (z,) sorozat
hatérértéke tehat 1.

(¢) Mivel mértani sorozatrdl van szé, elegendé meghatarozni ¢ = 1 —1i abszolut
értékét. A ¢ szam valds része 1, képzetes része —1, igy |¢| = /12 + (—1)? =
V2 > 1, ezért a (z,) sorozat divergens.

(e) A mésodik tényezd, (1+ 1) tart 1-hez, (z,) azonban divergens az elsd
tényez6 miatt. Ugyanis ha n = 4k alaku (k € N), akkor " = 1, mig ha n =
4k+2 alaku, akkor i" = —1, tehat (z,)-nek van legalabb két (valéjdban nyilvan
4) olyan részsorozata, melyek hatarértéke killonboz6: zy, — 1, zgp10 — —1 (és
nyilvan zggy1 — 4, Zare3 — —1), ha k — +00.

(g) A (z,) olyan mértani sorozat, melynek a hanyadosa q = % Mivel
lg| = 2 <1, igy (2,) konvergens, ¢és 0 a hatdrértéke. W

1.3. Szamsorok osszegének meghatarozasa

MS8. (b) A sor két geometriai sor Gsszege: Y. (g5 + 37) = D 37 + > 3. A jobb
n=1

n=1 n=1 =
oldali két sor mindegyike konvergens, hiszen mértani sorok abszolut értékben
+oo
1-nél kisebb hényadossal. A mértani sor Osszegképlete szerint » 2% = 1; —1.
2

n=1
(Itt fontos volt, hogy a bal oldalon az index csak 1-t6l fut, igy a mértani sor
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+o00 +o00
. SR _ . . 1 _ 1
osszegképletébdl az n = 0-hoz tartozd tagot le kell vonni: 112—:1 5w = (nz—:o =) —
+o00o
3 = 721 — 1.) Hasonléan kapjuk, hogy Y 5w = 121 — 1, ezért
2 n=1 3

*f < L1 ) 3

2o\ "3 ) T2
(c) A sor konvergens, hiszen a gyokkritérium alapjan lim |272L;1| =3i<1

n—-+o0o

Az sordsszeg meghatdrozasahoz bontsuk szét a sort példaul 2 3 5 — >~ 2%
n=1 n=1
alakban. (A felbontds jogos, mert mindkét sor konvergens.) Az els6hoz

hasznaljuk az F10. feladatot ¢ = %-del. A maésodik pedig mértani sor
(vigyazzunk az indexeltoldsral).

1

(g) A sor konvergens, mert egy majordans példaul 0 < T Cw ) T}

< L oés
n
1
Y et =5 konvergens.

Az 6sszeg meghatérozasdhoz alkalmazzuk a > m sornal megismert triikkot:

1 1 1 1 1 1
n(n+1)(n+2) h (ﬁ_n+1)n+2:n(n+2)  (n+1)(n+2) a
1(1 1 )_( 1 1 )_1/_2_ 1 n 1/2

2\n n+1 n+2 n n+1 n+2

2\n n+2

Ennek felhasznalasaval tekintsiik most a vizsgalt sor N-edik részletosszegét:

25:1 m = Zf:[:l (% + n_—Jrll + 7%22) Vegyiik észre, hogy ez egy te-
leszképikus Osszeg, ha a harmas 6sszegbdl egymas ald irunk 3, egymas utéani
tagot (példaul az n — 1, n, n + 1 indexhez tartozokat):

..+<1/2+ L1 )+

n—1 n—-141 n—-—1+42

(2, L2y,

n n+1 n+2

(1/2+ S L )+

n+1 n+1+1 n+1+2
Itt az elso zardjel jobb tagja és a harmadik zardjel bal tagja kiejti a kozépsod
1/2 | —1 12 .
-+t n_+2) Osszegben a tagok tehat
atlésan kiesnek, kivéve az Osszeg elején és végén azok a tagok (pontosan 6

zérGjel konépsd tagjat, a SN (
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M1o0.

M11.

M12.

darab) amelyek nem részei egy teljes atlénak. fgy ZN <1/ LR njrll + %ﬁg) =

s—z + 2 5+ 1+2) Ni_l + o + 7 Ebbol mar N — 400 esetén kozvetleniil

latsmk hogy > '~} m = }l

(h) A sor két konvergens mértani sor dsszegére bonthaté. Az elsé mértani sor

esetén ¢ = _?1, a masodik mértani sorra alakithatd, ha a 4-es szorzotényezot

a szumma elé hozzuk, és ¢ = %-Ejt valasztunk. Vigyazzunk, hogy az index

itt is csak 1-tol fut, tehat az n = 0-hoz tartozo tagokat le kell vonnunk. A
+oo (—1)"44 5 m

végeredmény: ) ' —o—— = 2.

A hanyadoskritérium és a sorok konvergencigjara vonatkozé sziikséges feltétel
alapjdn a sor akkor és csak akkor konvergens, ha |¢| < 1. Az Gsszeg meghatéro-
zasahoz alkalmazzuk a kovetkezo trikkdt. Legyen sy := 22721 nq" és tekintsik
az sy — qsy kiilonbséget:
SN =4SN =
=(¢+2¢" +3¢ + -+ N¢") = (¢ +2¢° + -+ (N = 1)¢" + N¢"*') =
1— N
=g+ @+ g) = Ng¥ :ql—_qq_NqNH'
amibol )
4q N N+1
sw=—L(1-¢%) - ——Ng
(1—q)? 1—gq

addédik. A végeredményt ebbdl N — +o0 esetén kapjuk (|g| < 1 miatt Ng"

is zérussorozat!), tehat
—+00 q
Y- m
—— (¢—1)

(b) A sor mértani, ¢ = (5 + £)-vel. Mivel |¢| = /1 4+ 1 = \/AQ < 1, ezért a sor

konvergens és osszege > oy (34 2)" = 1%qzl—i—i. [ |
Vegyiik észre, hogy

1 1 n+1-—

_ _ Vi
(n+1)yn+nvn+1 /ol +1)(Vnt+1+yn) Vntl-yn
1 1

==

Az eredeti sor helyett annak N—edik részletosszegét véve lathatd, hogy az
osszeg teleszkopikus, és En 1 m =1- ﬁ A sor tehat konver-

gens és az Osszege 1.
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1.4. Szamsorok oOsszegének kozelit6 meghatarozasa

205
144

~
~

M13. (d) A sor konvergencidjat mar belattuk. Az els6 4 tagot Osszeadva s4 =
1,4236. s4 eltérését a sorosszegtol becsiilhetjiik példaul igy:

Mivel a részletosszegek sorozata szigoriian monoton novo, ezekbdl azt kapjuk,

hogy
—+oo
1 205 205 1 205 205 241
— — W —t -] =, — +— 1,4236 , 1,67362).
;M < <144’144+4> (144’144+144) <@ T )

Megjegyezziik, hogy > 7 | -5 pontos értéke %2 ~ 1,64493. &

1.5. Szamsorok konvergenciajanak a vizsgalata

M15. (a) A sor divergens, mert tagjai nem tartanak 0-hoz, hiszen {/0,1 — 1, ha
n — +00.

- 1 1 1
(d) A_ Sor dlverg.ens,/mert ToonTT = Toors Miatt o, 1000n+1 > 60T Qonet
egy divergens minorans.
(e) A sor divergens, mert tagjai nem tartanak 0-hoz.

n 1000"+1/(n+1)! .
(f) Legyen Ay, i = 1000 . Mivel \anﬂ/anl = W%) = % —0< 1, 12y a

hanyadoskritérium alapJan a sor konvergens.

M16. (b) A sor a majorans kritérium miatt konvergens, mert az eredeti nemnegativ

tagu sor n-edik tagja feliilrél becsiilhetd, mint \/n(i—&-n? < \/nl? = #, amely

utobbi tagokbdl képezett sor konvergens hiperharmonikus sor.

(c) Legyen a,, := E2 )), Mivel |a,11/a,| =

alapjan a sor konvergens.

14+n
24+4n

— 411 < 1, a hanyadoskritérium

(j) Ellenérizhetd, hogy a sor Leibniz-tipusu, igy konvergens.
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M17.

() Hak > 4akbor0 < (5+ 1) < ()"l S50 (4 D) < S8, (5 1)
,J;)Z (g) . A jobb oldal egy véges Osszeg és egy konvergens mértani sor

Osszege. Az eredeti sor tehat konvergens.

(Alternativ megoldés: a gyokkritérium alapjén a sor konvergens, mert

(m) A sor divergens, mert tagjai %—hez tartanak, ui.

(1_E> :<%> :<k—k1)k:<1+ﬁ>k:

1 1 1
= . — -, ha k — 400,

k—1 1
(1+) TR

és ez nem nullasorozat.

(r) A sor divergens, mert az n-edik tag nemnegativ és alulrél becsiilheté egy

divergens sor n-edik tagjaval: W = % . % > 1. %, ha n > N, alkalmas

N > 1 kiiszobindexszel (amely 1étezik, mert {/n — 1, ha n — +00).

(s) Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

v n A\ n2+n+l n \n+l+l 1 n n
<n+1> _<n+1> _(1—1—%)".71—!—1' n+1

Az els6 tényezd hatarértéke %, a masodiké 1. A harmadik tényezo

1 1
=/t <D g{‘/n—i_ =1 (n € N)
V2 n+n n+1 n+1

és /2 — 1 (n — 400) miatt szintén 1-hez tart. Ezért

n n24+n+1 1
lim { ( ) — - <1
n—+0c0o n-+1 e

A gyokkritérium alapjan a sor tehat konvergens. W

(c) Szétbontva a tortet valds- és képzetes részre (a szokdsos médon: a y/n — i

konjugélttal bévitve a tortet) \/ﬁlﬂ, = n—*fl — 2#1

lathatd, hogy az eredeti sor
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valds része és képzetes része is divergens (hiszen a tagok nagysdgrendje \/Lﬁ,
illetve +).

(d) Ellenérizhetd, hogy a tagok nem tartanak 0-hoz (vegyiik ugyanis a tagok
abszolut értékét), a sor tehat divergens.
(e) A sor abszoliut konvergens, hiszen ’n(?jri)” l_ — ( \/1%)” egy abszolit
konvergens majoranssor n-edik tagja.
M18. Az (a)-ban legyen *%/2 = 1 4 hy. Ekkor Bernoulli-egyenlétlenség szerint
1
2 > 1+ (2k + 1)hy. Ebb6l az kovetkezik, hogy hy < YR azaz
1 2k
2— "W2=1-Ihp>1- = :

V2 . %+1 2k+1

Kovetkezésképpen H (2 — 9 > ﬁ 2k Mivel h;, < 1 is igaz, ezért
Lopst kS g BIE
a fenti gondolatmenet alapjan
- 2k —1

169 -11%,

k=1
A két becslés kombinaciéjabdl azt kapjuk, hogy

" nok1 2\ 1
9 _ 2k+\1/§) > . -
g( - k1:[1 2k 1£I12k+1 V2n+1
Innen az osszehasonlité kritérium szerint a sor divergens.
A (b) feladat teleszkopikus, mert beszorzds utdn a k-adik tagra (%)1/ g
(—) YED adsdik. m
4
M20. (b) Legyen y := x?. Ha x = 0, a sor nyilvan konvergens. Legyen tehdt a

tovabbiakban z # 0, azaz y > 0, akkor az ljfizn = 0 }&-y" atalakitas alapjan
me

két esetet érdemes Vizsgélni: ha y > 1, akkor 0 <

1 1 ¢
-, mig ha
yln +yn < yTL ? g

< —i; egy-egy konvergens (mértani) majoranssor

0 <y<1, akkor 0 < +n

n-edik tagja. Ha viszont y = 1, akkor konnyen lathato, hogy az eredeti sor
divergens. Osszefoglalva: a sor minden = € R\ {—1,1} esetén konvergens,
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M23.

egyébként divergens.

(c) A sor altalanos tagja m@x)”, amibdl lathat6, hogy a sor tagjai || > 3
esetén nem tartanak 0-hoz (hiszen tudjuk, hogy ¢"/n divergens, ha |q| > 1),
a sor ilyen z-ekre tehat biztosan divergens. Ha x = %, a sor szintén diver-

gens (minoraljuk ugyanis a divergens harmonikus sorral). Ha z = —%, a sor
Leibniz-tipust, tehét konvergens. Ha |z| < 3, akkor m@x)” < (2z)"

egy konvergens (mértani) majorans, igy a sor ilyen z-ekre konvergens.

(e) Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

| n2n 1 B
n+1 |322+8zx+6"
23/n 1 2
= . e
Yn+1 [323+8x+6]  [322 4 8z + 6|
Mivel 82 —4-3-6 < 0, ezért 3z + 8z + 6 > 0 minden z € R esetén. Igy
2
0< 57—
1322 4 8z + 6|
Ilyen x-ekre a sor tehdt konvergens.
Mivel

(n — 400).

<1<=0<32°+81+4 < x € (—00, —2)U(—2/3, +00).

2

— > 1= 0>32 48 +4— —2.-2/3
|322 + 8x + 6| Ters v € (=2,-2/3),

ezért ezekben az esetekben a sor divergens.
Legyen v = —2. Ekkora Y. _ 22-..L =% 2 sor adédik, ami divergens,

n=1 n+1 27 n=1 n+1
mert az (RLH) nem nullasorozat.
= _2 is a di n2 1 :
Ha z = —3, akkor is a divergens ) _, 725 - 55 sort kapjuk.

Osszefoglalva: a sor az z € (—o0, —2) U (—2,+00) pontokban konvergens, az
x € -2, —%] pontokban pedig divergens, azaz a konvergenciahalmaza:

n2" 1 2
KH<Zn—|—1 . 3x2—|—8m+6) - (_OO’_Q) Y (_§’+OO)' u

n=1

A 10m1 — 1 65 10™ — 1 kozott azon természetes szamok szadma, amelyek nem
tartalmazzak a 7 szdmjegyet 9™ — 9™~ 1. Ezért a kérdezett osszeg kisebb, mint

9-1 92-9 99
+ +

-=80. W
1 * 10 102 50
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M24.

M26.

M27.

M29.

Mivel a Y a, sor konvergens, ezért lim(a,) = 0, tehat létezik olyan ng € N,
hogy 0 < a,, < 1 minden n > ng természetes szamra. Ezekre az indexekre
akkor 0 < a2 < a, is teljesiil. Az allitds tehat a majordns kritdrium alapjan
igaz. Az allitas megforditdsa azonban nem igaz, mert példaul a Zn—g sor
konvergens, de a > % sor divergens. Az a, > 0 feltétel sem hagyhaté el, mert

példdul a > % sor konvergens, a ) - sor azonban divergens. W

(a) A 0 < lim(a,/b,) < +oo feltételbdl kévetkezik, hogy léteznek olyan ¢y, co
pozitiv szamok és ng € N, hogy

b, < a, < cab, minden n > ng esetén.

(Ez azt jelenti, hogy az (a,) és a (b,) sorozat ,,azonos nagysagrendii”.) Alkal-
mazza most a majorans kritériumot. W

Hasznéljuk fel, hogy
ar + (az +ag) + -+ (agn + -+ + agnt1_1) < ag +2a2 + -+ - + 2"agn,
illetve
ay +ag + (a3 +ag) + -+ (agn-141 + -+ agn) >

1 1
5@1 +a2+2a4—|— "'+2n71(1,2n = 5(611 +2a2+4a4—|—--~ —|—2"a2n).

A > a, sor konvergens, ezért a sorozatokra vonatkozd Cauchy-féle konvergen-
ciakritérium alapjan Ve > 0 szamhoz dny € N, hogy

|an + @yt + -+ ag,| <e V' n>mng esetén.

Az (a,) sorozat monoton csokkenve tart nulldhoz (igy a,, > 0 is teljesiil minden
n € N szdmra), ezért

> lap+ -+ agn| = ay + -+ + azy, > nag, (n > ng),
tehdt lim(2nas,) = 0. Hasonléan igazolhatd, hogy lim((2n + 1)as,41) = 0,
tehat lim(na,) = 0 valéban fenndll.

Most megmutatjuk, hogy az allitas megforditasa nem igaz. Ehhez felhasznaljuk
azt a (megjegyzésre is érdemes) tényt, hogy a

1
Z sor divergens,
—mn logn

ahol log az e-alapu logaritmusfiiggvényt jeloli. Ez az allitas a Cauchy-féle

kondenzacios elv egyszerti kovetkezménye. Tekintsiik ezutan az a, := nl;gn

(n = 2,3,...) sorozatot. Ez a sorozat monoton csokkenve tart nulldhoz, a

lim(na,) = lim(loén) = 0 is teljestil, tovabba a ) a,, sor divergens. B
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1.6. Tizedestortek

M30. Példaul:

L9 3 2 1 2 1
0,2321 = = (_ = _> (_ 2 _> .
10 "\t "1 T10r) T \1os T T 1or) T

2 3 11 2 11
— sl bt ) (T g )

10 102 103 106 103 103 106
! (1+ Lyl ) =
104 103 106 N
2 N 3 1 N 2 1 N 1 I
100102 1-45 0 100 1- 10t 11—
_3+ﬁ+i+i 1 2-999+300+20+1 2319 773
10 999 999 10 999 9990 © 9990 3330

1.7. Miveletek szamsorokkal

M31. A (ag,+as,y1)soray. a,soregy zardjelezett sora; ezért ha a y _ a, sor kon-
vergens, akkor a > (ag, + az,+1) sor is konvergens. Az dllitas megforditdsdnak
az igazolasdhoz ellendrizziik, hogy teljesiilnek a zardjelek elhagyéasara vonat-
kozo tételiink feltételei. M

M32. Tekintsiik a kovetkezd sort:

(1 1)+<1 1 1 1) <1+1+1+1 1 1 1 1>+ n
2 3 2 3 4 5 6 7 4 5 7
+<1+ 1 T 1 1 1 1 >+
2k 2k 41 2k 42k —1 28 2k 41 2k + 2k — 1

Ez a sor konvergens, és az Osszege nullaval egyenld. A zardjelek elhagyasaval

képzett > a,, sort valéban egy nullasorozat generdlja. A > a,, sor részletossze-

geinek van olyan részsorozata, amelynek mindegyik tagja nulla. Masrészt az
1 1 1 1
> 2F = neN
2k 2k 41 2k 2k — 1 2k ( )

miatt a ) _ a, sor részletosszegeinek van olyan részsorozata is, amelyiknek min-

degyik tagja > 1. Ez pedig azt jelenti, hogy a részletosszegek sorozata nem

konvergens, azaz a »  a, sor divergens. l

M33. A raciondlis szamok halmaza sorozatba rendezhetd, azaz létezik N — Q bi-
jekcié. Legyen az (r,) sorozat egy ilyen bijekcid, és legyen

CL()I:O, a :=7Try, Qg :=T9—T1, A3 :=7T3 —T9, ..., Qpn =Tp —Tn_1,.-..
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M34.

M35.

Ekkor a
Z ay = Z(Tn —Tno1) (r-1:=0)
n=0 n=0
sor rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Ezt igazolandé mutassa meg, hogy
(i) tetszdleges a € R elemhez van olyan (t,) : N — Q (¢; # t;,i,j €
N, i # j) sorozat, amelyikre lim(t,) = « teljesiil;
(ii) a (t,) sorozat barmelyik dtrendezése konvergens, és a hatarértéke «;
(iii) a (t,) sorozatnak van olyan atrendezése, amelyik az (r,) sorozatnak
egy (v,) indexsorozat altal generdlt részsorozata.
(iv) a > a, sor (v,) indexsorozat altal meghatdrozott zardjelezése kon-
vergens, ¢s az Osszege . l

A sor végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagot tartalmaz. (Miért?)
Jeloljik a > a, feltételesen konvergens sor pozitiv tagjaibdl allé (divergens!)

+oo
sort Y by-nel (tehédt > b, = 4+00), a negativ tagokbdl all6 (szintén divergens!)
n=1

+o00
sort Y c,-nel (tehdt Y ¢, = —00).

n=1

(a) Vélasszunk annyi pozitiv tagot, amig az 6sszeg nagyobb lesz 12-nél
bit+be+--+by, >12 de by +by+ -+ b1 <12

ezutan adjunk hozza negativ tagokat, amig az osszeg kisebbé valik 12-nél:

by +-- by, e+ 4, <12 de b+ A by don - o > 12

Ezutéan adjunk hozza ismét annyi pozitiv tagot, amig az 0sszeg nagyobba valik
12-nél, - - -. Annak igazolasdhoz, hogy az ilyen médon atrendezett sor Osszege
valéban 12, mutassa meg, hogy |s, — 12| nem nagyobb, mint az s,-ben szerepl6
utolso pozitiv tag és az s,-ben szerepld utolsé negativ tag abszolutértékének
a maximuma.

(b) Vegyiink most egy tetszéleges, +oo-hez tarté szigorian monoton néve
(pn) sorozatot. Vélasszunk ki a > b, pozitiv tagi sorbdl annyi tagot, amig az
6sszeg nagyobb lesz p; — ¢;-nél (¢; az atrendezend6 sor els6 negativ tagja):

bi+by+--+byy, 2p1—cr.
Adjuk hozza ehhez ci-et. Folytassuk ezt az eljarast. B

A Cauchy-szorzat definiciéja szerint

RO B ()
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M36.

amibol latjuk, hogy ha n péros, akkor ¢, = 0, mig ha n paratlan, akkor

Cn:::(%)n'igy'E:nZOC%/2222":0(%)2n.

Masrészt a mértani sorok osszegképleteibdl

SO -hh B
=\ 3 1+ 4 = \3 1—3 2
+OO(1)271_ 19
~\3) 1-% 8
tehat valéban b b i
(9 (@) =X
n=0 n=0 n=0
mivel%%:%l

Megjegyzés. Mivel két abszolut konvergens (mértani) sor Cauchy-szorzatarol
van sz6, a feladat allitdsa az abszolit konvergens sorok Cauchy-szorzatara
vonatkozo tételiinkbol eleve kovetkezik. Ezt tehat most a tételtdl fiiggetleniil
ellendriztikk. W

Jelolje Y _,cn a >, _oq" mértani sor (g < 1) onmagaval vett Cauchy-
szorzatdt, azaz legyen 7, cn = (3, _ Oq ") x (D0,-0¢"). Ekkor a Cauchy
szorzat definici6ja szerint ¢, = Y 1, ¢'¢"™" = (n+ 1)¢". Mivel az eredeti két
sor abszolut konvergens, igy a Cauchy-szorzat konvergens és

ch—zon—l—l)q":(z ") <Zq>

=0

A Y. ng" sor Osszegét F10-ben mar meghataroztuk. Most a fentiek fel-
hasznalasaval alternativ megoldast adunk: az imént belattuk, hogy

(Zq >2=+§ (n+1)q"

Kiemeléssel és indexeltolassal kapjuk, hogy a jobb oldal ¢ # 0 esetén

—+00 —+00

1
Z(n—i—l)q” = 52(n+1 "= —an :
n=0 n=0
2
s {gy (Z:“g q”) = % > ng™. A bal oldal nyilvan (ﬁ) , amibdl g-val valé

atszorzassal kapjuk, hogy 0 # |g] < 1 esetén 22:1 ng" = (l_qq)Q. (A képlet

levezetése a ¢ = 0 esetben pedig triviélis.) W
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M37.

M38.

Jelolje Yo, e a >, o2 és a Y., 2 sor Cauchy-szorzatdt. A Cauchy-

szorzat definicidja szerint ¢, = > . % . % El6szor megmutatjuk, hogy

¢, = 2. Valdban, alkalmazva a binomiaﬂis tételt 5" = (2 + 3)™-re, és fel-
hasznalva, hogy (") = T 2),, kapjuk, hogy 5(2+43)" = L 3" (")20. 377 =

] EZ 0 A7) - 3"~ ez utébbi kifejezés viszont éppen c,-nel egyenld.

Eddig tehat megallapitottuk, hogy (ano %) X <Zn 0 n,) = > nm0 n'

Mivel azonban a Cauchy-szorzat mindkét tényezdje abszolit konvergens (ami
példdul a hanyadoskritériummal lathatd), ezért az abszolit konvergens sorok
Cauchy-szorzatara vonatkozo tétel alapjan a Cauchy-szorzat Osszege egyenld
a tényezd-sorok Osszegének a szorzataval, azaz a

i = 3" > 5"

() () =2

— n! — nl — nl

egyenloség valéban teljestiil.ll

(a) A Cauchy-szorzat definicidja szerint n > 1 esetén
)n+1 %

_Z .n—l—l—z

Az alabbi 1-3. lépésekben meg fogjuk mutatni, hogy a ¢, sorozat Leibniz-
tipusy, igy a >, _, ¢, Cauchy-szorzat sor konvergens.

0. lépés. Eloszor c,-et tigyes modon irjuk fel; olyan alakban, amivel kényel-
mesen tudunk dolgozni a tovdbbiakban. A rovidség kedvéért n > 1 esetén

jelolje
1
H, = —
2%
k=1
az n-edik harmonikus szamot. Azt allitjuk, hogy n > 1 esetén

2H,

1)n+1 )
n+1

(1.1)

= (—

Valéban, tekintsiik (n + 1)c,-et, alkalmazzunk parcidlis tortfelbontast és atin-
dexelést:

(=0 i (% * #) = (=) (Z + Z ) 1)"12H,.
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Az egyenl6séglanc bal és jobb szélét Gsszevetve adodik (1.1).

1. 1épés. A ¢, sorozat alternélé volta kozvetlentil latszik az imént meghataro-
zott (1.1) alakbdl.

2. 1épés. Megmutatjuk, hogy ¢, abszolit értékben monoton fogy, azaz min-
den n > 1 esetén

|cnta] < [enl.
Nyilvén elegends megmutatni, hogy 1(|c,| — |cpq1]) > 0. Ismét hasznaljuk
(1.1)-et.
1 Hn Hn+1 (’I’L + Q)Hn — (n + 1)Hn+1
_(|Cn| - |Cn+1|) = - = =
2 n+1 n+2 (n+1)(n+2)
(n+29H, = (4 V(Ha+57)  Ho—1 .
(n+1)(n+2) S (n+D)(n+2) T

mert n > 1 mellett H,, > 1.

3. 1épés. Végiil beldtjuk, hogy |c,| — 0, ha n — oo. A bizonyitds alap-
gondolata nem 1j: lényegében ugyanazt tessziik, mint amit a Cauchy-féle kon-
denzacids elvnél, vagyis 2-hatvanyonként csoportositunk egy szummat. (1.1)

miatt elegend6 belatni, hogy Tfi"l — 0, ha n — oo.

A 2. 1épésben megmutattuk, hogy a H,/(n + 1) sorozat monoton fogys. Ez
a sorozat nyilvan nemnegativ, {gy alulrdél korlatos. H,/(n + 1)-nek tehdt
létezik (nemnegativ) hatarértéke; azt kell bebizonyitanunk, hogy ez a limesz
0. A hatarérték egyértelmiisége miatt az eredeti H,/(n + 1) sorozat helyett
attérhetiink egy altalunk tetszolegesen valasztott részsorozatra. Azn = 2" —1
részsorozatot valasztva példaul a 3. 1épés befejezéséhez elég megmutatni, hogy

Hom_ :
==+ — 0, amint m — oo.

Legyen m > 1 tetszoleges egész. Ekkor

T i i L
: 1ttt g teat ) =

I1+1+1+...+1=m.
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Ma38.

M4o0.

(Figyeljiink arra, hogy ne keveredjen dssze a fentiekben a kétféle kifejezés 21
és 2m —1.)
Azt kaptuk tehat, hogy minden m € N esetén 0 < Hymoy < m - J6) ismert

27” pa— 277L
azonban, hogy ez utébbi sorozat nullsorozat.

A feladatot ezzel bebizonyitottuk. l

Megjegyzés. Bebizonyithatd, hogy a (H, —Inn) sorozatnak n — +o00 esetén
létezik véges hatarértéke, ahol In jeloli a természetes alapu logaritmust. A
fenti fontos hatarérték az un. FEuler-féle gamma konstans, mas néven Euler-
Mascheroni dllando; értéke korilbelil

v:= lim (H, —lnn) ~ 0,577216.. ..

n—oo

Ez tehat azt jelenti, hogy nagy n-ekre

n

1
ZE ~Ilnn+0,577216... W
k=1

(b) A Cauchy-szorzat definicidja szerint n > 1 esetén

B e AR
LD Dy v s e A S D Dby e s

Mivel |e,| =D 0, Wﬁ >3 ﬁﬁ =", 1 =1, igy ac, sorozat nem
tart 0-hoz, tehat a ), _, ¢, Cauchy-szorzat sor biztosan divergens. l

Kezdjiik a megfelel6 sorok konvergencidjanak a vizsgalataval. Egyszeriien meg-
mutathatjuk azt, hogy a

(ax)k ax”
<
5 T A 5 T o (la| < 1,]z| < 1)

k=1 n=1

sorok abszolut konvergensek. Valoban, példaul a bal oldali sornak az

1 k
- ;(ax)

egy majorans sora, és ez utobbi az ax (lax| < 1) hanyadosi konvergens ge-
ometriai sor. (Itt felhasznéltuk még azt is, hogy |z| < 1 esetén 1 —z* > 1—|z|
teljestil minden k£ = 1,2, ... szdmra.)
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A folytatdas mar nem ilyen egyszeri. A megoldés kulcsa az, hogy az ﬁ és

az ﬁ tortet geometriai sor Osszegeként fogjuk fel:
1
-
1
=1 " 2 M3 <1 <ln=12...).
T +ax™ + (ax")” + (ax™)” + (la| <1,]2] <1,n=1,2,...)

Ezek alapjan a feladatbeli bal oldali 6sszeget igy:

=a(z+2®+2°+- )+ (2 + (@) + () 4+ )+

a jobb oldali 6sszeget pedig igy irhatjuk fel:

—+o00

J = ; : ixaxn —
= [(az) + (az)* + (az)* + -+ | + [(az®) + (az?)® + (a2®)’ + - ]+ (x4)

+[(az®) + (az®)* + (az®)> + -+ ) + -+

A geometriai sor Osszegképletét hasznalva igazolhatd, hogy

N +o00 N N
Bim Jim 3Tt (3o6) = Jim 323 (e
k=1 n=1 k=1 n=1
illetve
N +o0o N N
- : n\k\ __ : n\k
1 i 3550 = i 375

ezért a B = J egyenldség valéban fennall. W

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a (xx) Osszeg elsd tagjat ([ - -]) tgy kapjuk
meg, hogy (*) jobb oldalan szerepl6 tagokban (a(- = )) az els6 tagokat ,, 0ssze-
adjuk”, azaz: (%) jobb oldalan a zardjeleket elhagyjuk, majd a tagokat atren-
dezziik. A feladat allitasat bebizonyitjuk, ha megmutatjuk azt, hogy ezek a
miiveletek valéban elvégezhetok. Megjegyezziik, hogy ez az allitas nem csak a
fenti geometriar sorokra, hanem jéval altalanosabban minden abszolit konver-
gens sorokra is teljesiil; és éppen ezt allitja az Gn. nagy dtrendezési tétel (1. a
Leindler—Schipp jegyzet 90. oldaldnak a tételét). W
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2. Hatvanysorok
2.1. A konvergenciahalmaz meghatarozasa
M41. (a) 1. megoldas. A hatvénysor konvergenciasugara:

P N N
T (¢/(1+2)n) lm (145)

n—-4o0o

ezért a Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a sor konvergens, ha |z| < R = 1
és divergens, ha |z| > R = 1, ahol z komplex szdm. Az |z| = 1 (z € C)
esetet kiilon meg kell vizsgdlni. Ekkor az (1 + 2)"2" (n € N) sorozat nem
nullasorozat, ezért az ilyen pontokban a sor divergens. A konvergenciahalmaz
tehat: .
KH<;(1+H) © ) —{zeC| |z <1}

(a) 2. megoldds. Legyen a, := (1+ %)n Mivel minden pozitiv n-re
0 <a, <4,igy 0 <> _apfz|” < 4% _|z/*. E (mértani) majordns
sor — s igy az eredeti hatvanysor is — biztosan konvergens, ha |z| < 1. Ha-
sonléan, mivel minden pozitiv n-re 2 < ay,, igy >, _, a,z" biztosan divergens,
ha |z| > 1, mert ekkor a sor tagjai nem tartanak 0-hoz. Ha pedig |z| = 1,
akkor a sor — ugyanezen ok miatt — szintén divergens. W

(c) A konvergenciasugarra vonatkozo képlet helyett most célszertibb a hanya-
doskritériumot alkalmazni:

2

(n + 1)!|x|"* Cav (n+1)|z|
a(n+1)? nllz|» a-a?

—0<1,

ha n — +o00, mivel @ > 1. Ez minden x € C szdmra igaz, ezért a hatvanysor
minden x € C szamra konvergens. W

(d) A hatvanysor konvergenciasugara:

1 1
" () m (V)

n——+o00o

ezért a Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a sor konvergens, ha |[xr —i| < R =1
és divergens, ha |z —i| > R = 1, ahol « komplex szdm. Az |z —i| =1 (x € C)
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esetet kiilon meg kell vizsgalni. Ekkor a > \x;_;\” = > L sor p > 1 miatt
konvergens (1. hiperharmonikus sor). A konvergenciahalmaz tehat:

KH(Z(QC;—pi)n>:{x€C] |z —i| <1}, hap>1.

n=1

Megjegyzés. A fenti megoldasbdl az is kideriil, hogy a sor 0 < p < 1 esetén
is konvergens, ha |xr —i| < 1 és divergens, ha |x —¢| > 1. Az i pont koriili
egységnyi sugaru koriv pontjaiban a konvergencia vizsgalata mar bonyolultabb
a 0 < p <1 esetben. Igazolhatd, hogy ekkor a sor konvergens, ha |z —i| =1
és x # 1+41i. Ha x = 1 +14, akkor a sor divergens (1. hiperharmonikus sor). H

(e) 1. megoldas. Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

|z +5P%  4"(2n—1) |z +5 2n—1 |z +5]?
_ , -

420+ 1) Jz+52 T 4 2+ o (o)
Ezért,
5 2
ha %<1 — |z4+5] <2 <<= z€(-7,-3),
akkor a sor konvergens,
5 2
ha %>1 <~ xr < —T7vagy x > —3,

akkor a sor divergens.

Ha x = —7 vagy © = —3, akkor a Z% =iy
divergens.

A konvergenciahalmaz tehdt a (=7, —3) = ko(—5) intervallum. (A hatvanysor
kozéppontja —5, konvergenciasugara 2.)

1

5-— sort kapjuk, ¢és ez

1

(e) 2. megoldas. A Cauchy-Hadamard-tételt, illetve a konvergenciasugérra
vonatkozé képletet is hasznalhatjuk. A > cp(z + 5)* hatvanysorrdl van sz,
ahol

4n(211_1)7 ha k = 2(n — 1) péros.

{o, ha k paratlan,
Cp —

A ¥/c; (k € N) sorozat paratlan indexi részsorozatanak 0, a péaros indexi
részsorozatédnak pedig 1/2 a hatarértéke, ezért lim({/cx) = 1/2, ami azt jelenti,
hogy a hatvénysor konvergenciasugara 2. A ko(—5) intervallum végpontjaiban

(azaz a —7 és a —3 pontokban a sor divergens, ezért a konvergenciahalmaz a
ko(—5) = (=7, —3) intervallum.)l
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M43.

(a) A Cauchy—Hadamard-tételben szerepl6 konvergenciasugarra vonatkozé kép-
letet kozvetlentil most nehezen tudnank alkalmazni. (A faktoridlisok n-edik
gyokének aszimptotikus nagysdgrendjét kellene ismerniink.) Ehelyett fordul-

junk a hanyadoskritériumhoz. Rogzitett x € R esetén legyen a, := E;T'L); x".
Ekkor
|ana| (L4 n) [z x|
— — —
]an] 2+4n 4
han — 4+o0. A Y _ 2 ), x™ sor tehdt |z| < 4 esetén konvergens, |z| > 4
esetén pedig divergens. Ha xr = +4, akkor
|an+1|
=1 > 1
|ay,| * 1+2n
miatt ]anH] > |an|. Az (a,) sorozat tehat nem nullasorozat, igy > _ "'))2 4n

és Y 4 2n)' (—4) is divergens. W

(b) Mivel n > 2 esetén 3" — 3= < 3" + (=2)" < 3" + 3", fgy (/& <

\/ 3" + )n < /2 - 3. Mivel az egyenl6tlenség bal oldala és jobb oldala is 3-
hoz tart n — +oo esetén, ezért a kozrefogdsi elv miatt hr}rq 3+ (=2)n =

3. A hatvanysor konvergenciasugara R = % (figyelembe véve azt is, hogy
Un — 1). A hatvénysor |z| < 3 esetén konvergens, |z| > & esetén divergens.

Ha z = 3, akkor az eredeti sor nem maés, mint ) _ (% + % (%Q)n) Mivel
itt a masodik tagokbdl képzett > _, - (%2) sor konvergens (hiszen %-et el-

hagyva is konvergens mértani sor), az elsé tagokbdl all6 harmonikus sor viszont

divergens, az eredeti sor x = % esetén divergens.

Haz = — 3, akkor az eredeti sor egy Leibniz-tipusu és egy konvergens mértani
sorral majoralhaté sor osszege, igy konvergens. H

(c) Az z, := Vav" = a'/V" (n € N) sorozat monoton csokkend és alulrl
korlatos, ezért konvergens. Az z,> = a'/™ (n € N) részsorozat hatarértéke 1,
ezért
lim Vav® = lim o'/V" =1,
n—-+00 n—-+00
ezért az eredeti hatvanysor konvergenciasugara R = 1, kozéppontja 5, tehat a
sor konvergens, ha 4 < x < 6, és divergens, ha x < 4 vagy = > 6.

Ha z = 4, akkor a hatvanysor > _, tj% (mert
alternald; a tagok 0-hoz tartanak (mert a > 1, igy a nevezd végtelenhez tart)
és a tagok abszoliit értékben monoton fogynak (mert a¥V™ < aV™*1)).



2.1. A konvergenciahalmaz meghatarozasa 35

M45.

M46.

Ha z =6, akkora > _, a%/ﬁ sort kapjuk. Megmutatjuk, hogy ez a sor konver-
gens. Mivel

1 n 1 n 1 T 1 - 2n+1
Ve gV Ve iz Nz T an

tovabba a Y. (2n 4+ 1)(1)" sor a > 1 miatt konvergens (1. a F10. feladatot),
ezért a ), | —= sor valéban konvergens.

A hatvanysor konvergenciahalmaza tehat a [4, 6] intervallum. W

(a) A )" _, 2™ mértani sor konvergenciahalmaza éppen (—1,1).

A % sor konvergenciasugara R = 1. A sor z = 1-ben nyilvan divergens,
x = —1-ben pedig konvergens (hiszen Leibniz-tipusi). A sor konvergenciahal-
maza tehat [—1,1).

A Y (=1)"Z sor konvergenciasugara R = 1. A sor z = —1-ben nyilvdn
divergens (hiszen akkor a harmonikus sor), x = 1-ben viszont konvergens (mert
Leibniz-tipusi). A sor konvergenciahalmaza tehat (—1,1].

A fL—Z sor konvergenciasugara R = 1. A sor x = 1-ben és x = —1-ben is
konvergens, mert itt abszolut konvergens is (a > _; # hiperharmonikus sor
konvergens). A sor konvergenciahalmaza tehat [—1,1]. W

Megmutatjuk, hogy a > _,(¢c, + d,)x™ sor konvergenciasugara 2, azaz a két
SUgAr minimuma.

A Y _,cna™ sor konvergenciasugara 2, a » . _,d,z" sor konvergenciasuga-
ra 3. A Cauchy-Hadamard képlet szerint tehdt limsup,_ . {/|c,| = & és
lim sup,,_, - m = % Ez azt jelenti, hogy tetszéleges € > 0 esetén van olyan
N. € N* index, hogy minden n > N, esetén |c,| < (% +8)n. Hasonléan
nyerjiik, hogy van olyan N, € NT index, hogy minden n > Ny esetén |d,| <

(% + e)n. Ekkor minden n > N := max(N,, N;) mellett

1 " 1 " 1 "
|cn—|—dn|§|cn|+|dn|§<§+s) +<§+s) §2(§+5> :

Ebbél kovetkezik, hogy lim sup,, . /|cn + dn| < 1- (% + 6). Mivel € tetszoleges
volt, emiatt limsup,,_., ¥/|c, + d,| < & is igaz.
Most megmutatjuk, hogy tetszdleges 0 < € < 1—12 esetén limsup,, . V/|cn + dp| >

%—6 is igaz, amibol a feladat allitasa mar kovetkezik. Legyen tehat 0 < e < 1—12
tetszoleges.
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El6szor hasznaljuk fel, hogy limsup,,_, . /|ca.| = % miatt ehhez az e-hoz is
létezik olyan k, — oo (e-tdl fiiggd) részsorozat, hogy minden n-re % —e <
Altaldban igaz, hogy |c, + dp| > ||cn] = |dn|| > |n| — |dn|, az eléz6ekben pedig
mar lattuk, hogy minden n > Ny esetén —|d,| > — (% + 5)”.

Ezek miatt a (k,) részsorozatra attérve igaz az alabbi alsé becslés:
1 1 n
o+l 2 | = | = (5-¢) = (5+¢)
2 3
ha kn Z Nd.
Most beléatjuk, hogy
1 LS . 11 kn
——c] —|=+¢ —(=—¢
2 3 —2\2 ’
ha k, > N*, alkalmas N* € NT (e-tdl fliggd) indexre. Valéban, mivel 0 < & <
l_ 7’ l_ kn .o 7’ ’
1—12, igy %+ €< % — g, s emiatt z—é > 1, tehat <§—+i> — 00. Kovetkezésképp
1 kn
van olyan NN, index, hogy (E:Li) > 2, ha k, > N,. Ez azt jelenti, hogy
3
k, > N, esetén —% (% — 5)k” < — (% —|—5)k”, ha k,, > N,.
Jelolje N* := max (N, N.). Az eddigiekbdl megallapithatjuk, hogy tetszéleges
0 < € < 5 esetén van olyan (k,) végtelenhez tartd részsorozat, hogy minden
k, > N* esetén
o td > (L fin L o1l i
Ck,, knl|l = 5 g 3 g = 5 g s
vagyis
1/1
%/ ek, + d,| > k'\l/; (5 - 5) ,
amib6l kovetkezik, hogy lim, .o *%/|ck, + di, | > 5 — ¢, azaz
1
limsup {/|c, + d,| > 5 ¢ [
2.2. Fiiggvények hatvanysorba fejtése
M47. (a) F36-ban a feladatot mar megoldottuk. A megoldés alapgondolata az volt,

hogy kiszamoltuk a ) _, 2™ konvergens mértani sor 6nmagaval vett Cauchy-
szorzatat.

b) A _o 2" mértani sor onmagaval vett haromszoros Cauchy-szorzatat
n=0
szamitsuk ki. Il
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M48. (a) Mivel 4% = -1 ha xz € R\ {—1,1}, ezért

1

+oo
flz) = ! —Z:E” haz e (—1,1). &
n=0

1—x

+oo
(b) Tudjuk, hogy « € (—1,1) esetén = = > 2. Ebben elvégezve az = —
n=0

“+o00

—x? helyettesitést kapjuk, hogy = € (—1,1) esetén ﬁ = 20(—1)” 22 Igy
x € (—1,1) esetén
- +oo +o0o
1 + xz — IL‘Z(—l)n fL‘2n — Z(_l)n IE2TL+1. .
n=0 n=0
(¢) Mivel minden = € (—1,1) esetén
= L @ @
ezért minden |z| < 1 szamra
1+x 3 6
T3 =1+2)Ql+2°4+2"+--) =
=l4+z+a’+a' +2%+a"+ 2+ 20 + 2P+ 2P+ u

(d) 1. megoldés. A nevezSt szorzattd alakitjuk: 14z —22% = (1—x)(1+2x),
fgy .

cR\{-1/2,1}).
T-nray eV

Vegyiik észre azt, hogy a tort két egyszeriibb alaku tort osszegére bonthato
(t6bbszor segitséglinkre volt mar hasonlé jellegii észrevétel!):

x 1/ 1 1
(1—:c)(1+2x):§<1—x_1+2x)' (*)

fz) =

(Erre a felbontédsra némi , kisérletezéssel” is rajohetiink, azonban ,, mddszeresen”
is dolgozhatunk: keresiink olyan A, B € R szdmokat, — ha egyaltalan vannak
ilyenek —, amelyekre

x A B

(1—2)(1+2z) 1~z " 1+2z
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teljesiil minden z € R\ {—31,1} esetén. A jobb oldalon kézos nevezére hozés
utan az A ésa B 1smeretlenekre egy linedris egyenletrendszer adodik, aminek a
megolddsa A = 1/3 és B = —1/3. Ezt az eljarast a ,, parcidlis tortekre bontds”

modszerének szokas nevezni. Késobb teljes altalanossagban is megvizsgaljuk
ezt az eljarést.)

A (x)-ban szerepl6 tagokat mértani sorba fejthetjiik:

1/3 X1
/ :Z—x”, ha z € (—1,1),

1—=x n:03
illetve .
—-1/3 <1
= — —(=22)"., h —1/2,1/2).

Igy minden z € (—1,1) N (=1/2,1/2) = (—1/2,1/2) esetén

f( )_ il n+1 f(_Q)n n+l
x—1+x—2x2 :03 — 3 T
+oo
1 —2)"
:Z __( ) xn—i—l' ]
3 3

n=0

(d) 2. megoldas. Az un. Cauchy-szorzat-mddszerrel is dolgozhatunk. Ennek
alapja is az, hogy a nevezot szorzatra bontjuk:

f(@) = (e € R\ {~1/2,1}).

(1 —z)(1+2x)

Azt is tudjuk azonban, hogy

illetve

1
= —2z)" h —1/2,1/2
1+2.:C nZ:D( x)? axe( /7 /)7

tovabba mindkét sor abszolit konvergens. A két sor Cauchy-szorzata:

(T x (T-20) = (X wi(-20) =

n=0 n=0 n=0 it+j=n
- . 1 — (—2)~+!

=Y (e =
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Az abszolut konvergens sorok Cauchy-szorzatara vonatkozé tételiink szerint ez
a sor is (abszolut) konvergens, és az Gsszege a tényezok Gsszegének a szorzata.
Ezért

1 1 X1 (=2
f(x)_x'l—x'uzx_; 3 7

minden z € (—3,1) = (=1,1) N (-1, 1) esetén. M

(e) 1. megoldas a Cauchy-szorzat-maodszerrel:

IR
T E z", haz € (—1,1)
—x
n=0

és
1 <%
1 — 72 = Z(xQ)n’ ha z € (_17 1)7
n=0

tovabba mind a két sor abszolit konvergens. A két sor Cauchy-szorzatat fogjuk
képezni. Figyeljiink azonban arra, hogy a masodik sorban nulla egytitthatok
is vannak, amelyeket a Cauchy-szorzatnal figyelembe kell venni. Tehét irjuk
fel az utébbi Osszeget a kovetkezo alakban:

“+o0o
1
T :chx”, ha z € (—1,1),
- n=0
ahol

1, han=0,2,4,6,...
Cn =
0, han=1,3,57,....

A két sor Cauchy-szorzata tehat

(Eew) x (") =X ca'e?) =

n=0 n=0 n=0 i+j=n
n
n n
= ( E ci)x = E T
n=0 =0 n=0
A ¢, egyiitthaték definicigja alapjan minden n =0, 1,2, ... szdmra
2n
Aoy = E G =n+1,
=0
2n+1

Qopt1 = ZCi=n+1-

1=0
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Az abszolut konvergens sorok Cauchy-szorzatara vonatkozé tételiinkbél tehét
kovetkezik, hogy minden z € (—1,1) pontban fenndll az

1 n _
0 = T — ™" =

n=0

=14+z+222+222 + 322 +32° + 425 + 427 + - -

egyenloség. M

(e) 2. megoldas a parcidlis tortekre bontds mddszerével:

1 B 1 I 1 1
(1—;1:)(1—1:2)_(1—|—x)(1—x).1—x_§<1+x+1—x).1—x_
1 1 1 1 1 1 1 1 1
:§<1+x)(1_:¢)+§<1_m)2:Z<1_x+1+x>+§'<1—x)2
_Z;x +1;( )"z +§;(n+1)x.

A fenti egyenldségek minden x € (—1,1) szdmra fennallnak; az utolsoban pedig
felhasznaltuk az F47.(a) feladat &llitasat. Igy

1 K14 (=) +2(n+1)

flz) = T > 7 2" (z € (—1,1)).

n=0

Megjegyzés. Figyeljitk meg, hogy itt a nevezének 1 kétszeres gyoke (a
nevezében az (1 — z)? tényezd szerepel), és a parcidlis tortfelbontés az ﬁ
tag mellett az ﬁ tagot is tartalmazta. Ez &altalanosabban is igaz: ha a
nevez$ tartalmazza — mondjuk — az (1 — x)" tényez6t, akkor a parcidlis
tortfelbontasban az

ay az as an

I~z -2 (=2p  T—on

tagok mindegyike eléfordulhat. Il

(f) Tudjuk, hogy minden = € R esetén

2 2

cos’x +sin’z =1 és cos 2x = cos” x — sin” z,

ezért | 4 cos?
cos 2z
COSQ.T:T (x € R).
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A koszinuszfiiggvényt definial6 sorban x helyett 2x-et irva (ezt megtehetjiik!!!)
azt kapjuk, hogy

_ % + ;(—1)”%332“ (z €R),

Megjegyzés. A feladatot persze megoldhatjuk gy is, hogy képezzik a
koszinuszfliggvényt definidlé (mindeniitt abszolit konvergens) sor 6nmagéval
vett Cauchy-szorzatat, és hivatkozunk az abszolit konvergens sorok Cauchy-
szorzatdra vonatkozé tételtinkre. (Erdemes osszehasonlitani a kétféle meg-
oldast!) Kiindulva a cosz = ) _, ((;711); z?" (r € R) abszolit konvergens
sorfejtésbdl, jelolje Y _,cn(x) tetszéleges v € R esetén cosz sorfejtésének
onmagaval vett Cauchy-szorzatat. Ekkor minden n € N-re

e EDE g (D (=1)" om
enlw) =) (2k)! xk(2n—2k)!x k_zm)!(zn—%)!m -

n .2n - 1 _ n,2n - @Z) _ (_1)n$2n ~~ (2n
(=1 ;(214:)!(27@—219)!_(_1) . ;(Qn)!_ (2n)! ’;(zk)

Ebbél latszik, hogy ¢o(z) = 1. Megmutatjuk, hogy han > 1, akkor > 7', @Z)
22n=1 A binomislis-tételt alkalmazva n > 1 esetén nyerjiik, hogy

2n—1
2n —1
92—l _ (1 4 )21 = Z ( nk )

k=0
Ez utébbi kifejezésben 4tindexelést, majd a binomidlis egyiitthatk (7)) +

(8T1) = (’Z‘:) Osszegzési képletét hasznélva

S -0 (EC) G-
(S () () -
() (260) G -0

. . , . (_1)77, 22n71 omn
ami mutatja, hogy n > 1 esetén c,(z) = ey "



42 2. Hatvanysorok
(g) Az egyszertibb megoldas az, ha felhasznaljuk a sin 2x = 2sinx cosz (z € R)
azonossagot, de a feladatot a sin, ill. a cos fliggvényt definidlé sorok Cauchy-
szorzatanak a kiszamolasaval is megoldhatjuk.l

2.3. Egyéb feladatok
M49. Az éllitasok a definiciok egyszerti kovetkezményei. B
M50. Alkalmazza az addicids tételeket, valamint az el6z6 feladat allitasait. W
M51. (a) Hatdrozza meg a szinuszfiiggvényt definidlé sornak és a geometriai sornak
a Cauchy-szorzatat, majd alkalmazza az abszolit konvergens sorok Cauchy-
szorzatara vonatkozé allitast. W
M52. Indukciéval igazolhat6, hogy a, < 2" (n € N). Ebbdl kovetkezik, hogy a

>~ a,z™ hatvanysor konvergencia sugara nem 0, ugyanis legaldbb 1/2. Legyen
n=0

+o00
f(z) = > a,x™ a Fibonacci sorozat uigynevezett generator fiiggvénye. Ezek

n=0
utan a rekurzios formulédt szorozzuk meg x™-nel, majd 6sszegezziink n-re:

—+o00 400 —+o00
g a,r" = E 12" + E Ap_ox".
n=2 n=2 n=2

A bal oldalt kiegészitve a hianyzo ag + aix tagokkal; ez nem mas, mint z; az
alabbi egyenletet kapjuk:

—+o00 —+o00 “+o00

Z a,x" = Z 12" + Z Ap_oT" + .

n=0 n=2 n=2
Atindexezés utan:

—+o00 +oo “+o00

Z a,x” = x Z a,z" + Z a,r" + x,

n=0 n=0 n=0

azaz
f(z) =af(x) + 2*f(z) + 2.
Az f fiiggvényre az alabbi raciondlis tortfiiggvény eléallitast kapjuk

fx) =

1—x—a?

Xz

Innen a szokott médon (parcidlis tortekre bontas segitségével) kapjuk az egytitt-
hatosorozatot. Ez a sorozat, ami nem mas, mint a Fibonacci sorozat, két
geometriai sorozat o0sszege. ll



