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1. A Bernoulli-egyenl6tlenség és a szamtani és a mértani kozepek kozotti egyen-
I6tlenség.
Bernoulli-egyenl6tlenség:

Tétel:

Legyven 1 <neNé —-1<heR

Ekkor: (1+h)">1+nxhés”’="n=1Vh=0
Bizonyitas:

Teljes indukcié(n-re):
l.n=1lreAh>-1€Rre= (1+h)}!>1+1xhs1+h>1+h
2. Indukcios feltevés: Tth. valamely n-re igaz: (1+h)" > 1+nx*h
3. Kell, hogy n + 1-re is igaz legyen: (1 +h)"™ > 1+ (n+1)xh
Ugyanis (1 + k)" = (1 4+ k)" * (1 + h) > (1+nxh)*x(1+h) =

1+h>0
ind. felt. miatt

1+ nh+h+nh?*=
=14+ m+1h+nh* > 1+(n+1)h v =VYneN1<nreigaz.

nh2>0
Egyenloség esete:
7 «< 7 Ha h =0 vagy n = 1, akkor nyilvin (1 4+ h)" =1+ nh
7 = 7 Tegyiik fel, hogy (14 h)" = 1 4+ nh valamilyen n € N és h € [—1, +00) esetén.
Tegytlik még fel azt is, hogy n > 2. Azt kell igazolnunk, hogy ekkor h csak 0-val lehet
egyenlo.
Mivel (1+h)"=1+nh< h((1+h)" 1+ (1+h)"2+---+1)=hn, ezért h > 0 nem
lehet, mert ekkor (14 h)" '+ (1 +h)" 2+ - +1>n.
Viszont h < 0 sem lehet, mert ebben az eseteben
0<(I+h)"'+(1+hA)" 2+ +1<n L.

Szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlotlenség:

Tétel:

Legyen 1 <neNAO<z...2, €R

Ekkor z1@9..2, < (B2t 657 =7 & gy = q9 =. .. =Ty
Bizonyitas:

Teljes indukcio n-re és Bernoulli egyenlétlenség:
ILLn=1=0<zeR: o < () =2 V
b, n=2=0<ux,2o € R
kell: z129 < (:”12ﬂ)2 S Ariwy < 3+ 2mx0 + 23 & 0 < 22 — 20 + 23 & 0 <
(ZL’l—CL’Q)Q \/Sét,itt”:”<:>ZL’1—I2:0<:>C(]1:J]2
2, Tegyiik fel, hogy valamely n € N mellett Vxq, ..., 2, € R esetén teljesiil az egyen-
16tlenség: w1x...x, < (BFEzctLu)n
Jelolés: P, := 1%y ... 2y, Sy = BF2EFIn Fkkor: P, < S

. ‘ . n+1
Kell: n+ 1-re, azaz V0 < 21, 2, . .., Tpq szamra: P, < S)T

. fgon. qntl _ @it@ot A EBnATngr \nt+l _ (xSntEnt1 \ntl _ (04Sn+Sn—SntZnt1 \n+1
Bizonyitasa: Sn—i—l = ( poe ) = ( ntl ) = ( n+1 )

(Sn+ mn+1—Sn)n+1 _ Sn+1(1_|_ Tnt1—Sn >n+1 > Sg+1(1_‘_(n+1)xn+l_sn) _

ntl Sn#0 " (n+1)%Sn Bernoulli (n+1)Sn
=h

1 +1 _ lzpt+l _ _ _

Spt (1+“Tn—1) = Snt B = Sh Ty > Pylpi1 = 01T Tplngr =
ind feltevés miatt
$n+120

Pn+1
Kell még: Ha S, =0y =29=---=2, =0



illetve h = 21580 > 1| /(n 4 1S,,)

(n+1)S, =
Tpni1 —Sp = —nS, — S, = xpi1 +nS, >0  és ez igaz.
7 = 7 bizonyitasa: Ha xy = x9 = --- = x, akkor a két oldal egyenl6 ezért az

allitasa igaz. Tegyiik most fel, hogy az x, szdmok nem mind egyenléek egymassal.
Jelolje 1 a legkisebb, x5 pedig a legynagyobb szamot az xj szamok kozott. Legyen
tovabba:

Sy 1= BEEEedIn  Ekkor 11 < S, < . Irjuk most 2, helyébe S,-et, 5 helyébe
pedig (x1 + x2 — Sy)-et. Az igy kapott

Sn>$1 + T9 — Sn,l'g,l'4, sy I
szamok szamtani kozepe nyilvan .S,,, és a mértani kozepiikre az
Sp(z1 + 29 — Sp) — w129 = (S — 1) (22 — Sp) >0

miatt az

C/Sn(atl + X9 — Sp)x3Ty ... Ty > YT ToT3 ... Ty
egyenlotlenség teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a szamtani kozép valtozatlan maradt,
a mértani kozép pedig novekedett. Ha a

Sn7x1+x2_sn7x3ax47"'7xn

alatti szamok nem mind egyenlék egymassal, akkor folytatjuk az elarast. Végiil
legfeljebb n — 1 1épésben mindegyik szams,, lesz. A szamtani k6zép nem valtozott,
a mértani mindigg nétt, most egyenléség lett, tehar eredetileg a mértani kozép
kisebb volt, mint a szamtani kozép (.

2. A teljes indukci6 elve és a szuprémum elv.

Teljes indukcio6 elve:
Tétel:

Legyen A, egy allités.

Vn e N

Tth.: Ag igaz

Ha A, igaz, akkor A, isigaz n €N
Ekkor A, igaz Vn € N-re

Bizonyitas:

Legyen S ={n € N: A, igaz } =S CN

S induktiv halmaz, hiszen 0 € S, mert Ay igaz, han € S,

akkor A(n) igaz = A(,11) igaz = n+ 1€ S = S induktiv

N a legkisebb induktiv halmaz = N C S = S =N = A, igaz Vn € N-re. .

Szuprémum elv:
Tétel:

() £ H C R feliilr6l korlatos halmaz fels6 korlatai kozott van legkisebb.

Bizonyitas:

0+ H=A, B:={keR:FE fels6 korlitja A-nak} ==Vae A Vke B: a<k

A# 0, B # 0, mert felilr6l korldtos = teljességi axioma alapjan 3¢ € R

Vaec A, Vke B: a<{<k=a<¢ Vae Ara = £ fels6 korlat, és & a legkisebb
felso korlat, mert ha k felsd korlat és € < k = ¢ a legkisebb fels6 korlat L.



3. Az arkhimédeszi tulajdonsag.
Tétel:
VaoeR, a>0 VbeR: dneN: b<na

Bizonyitas:
Indirekt:
Tth. da € R, a>0: 3beR VneN: b>na
H ={na:n € N} = H feliilré] korlatos, hiszen na <b Vn € N= 3¢ = supH =
= £ a legkisebb fels6 korlat = £ — a nem fels6 korlat = dn e N: na > & —a =
= (n+1)a > ¢ bYhiszen (n+ 1)a < € mert € felsd korlatja a H halmaznak.  [.

4. A Cantor tulajdonsag.
Tétel:
Legyen [an, b,] C R korldtos zart intervallum
Ha [an11,bn11] C [an, bn]  Vn € N-re, akkor Nyen[an, by) # 0

Bizonyitas:
Legyen A := {a, : n € N}, B:={b, :n € N}
Ekkor a,, <b,, Vn,m € N, hiszen:
- ngm: angamgbm
-n>ma, <b, <b,
Teljességi axioma miatt 36 e R: a, <E<0b, VnmeN=aq,<E<b,VneN=
€ €an,by]VneN=¢ € HQN[an, by) 0.

5. Sorozat hatarértékének egyértelmiisége.

Tétel:
Az (a,,) sorozatnak 3 hatérértéke, ha 3A € R, Ve >0, IngeN, Vn>ngy: a, € K.(A)
Az el6z6 A szam az (a,) sorozat hatérértéke, és ez a szam egyértelmii.

Bizonyitas:
Indirekt: Tegyiik, fel, hogy A; és A, is kielégiti a definiciot.
Legyen ¢ < @ = K.(A) N K. (Ay) =10
lima, = A; = e-hoz An; € N,Vn > ny 1 a, € K.(4)
lima, = Ay = e-hoz Iny € N,Vn > ny : a, € K.(A)
Legyen ng = max{ny,ns} = e-hoz Ing € N,Vn > ng :
an € K.(A)NK(A)=0Y O



6. A rendorelv.
Tétel:
(an), (bn), (cn) sorozatok. Tegyiik fel, hogy:
dANeN,vVvn>N a, <b, <c¢, ha dlim a, = lim ¢,, akkor 4 lim b, = lim a,,

Bizonyitas:

Legyen A =lima, = limc,

I, AcR=Ve>03n eNVn>ny:a,€ K (A)=(A—¢,A+¢)

AcR=Ve>0dmeNVn>ny:c, € K(A)=(A—¢,A+¢)

Legyen ng = max{ni,no, N} =Ve>03Ing e NNVn>ny: A—e<a, <b, <
<c, <A4e=Ve>0dngeN,Vn>ny b, € K. (A) = limb, = A
, A=oc0o=VPeR dn; e N,Vn>n; a, > P

Legyen ng = max{n;,N} = VP € R dng € NNVn >ny : b, > a, > P =
limb,, = oo
3, A=—0=VPeR dni eNVn>n ¢, <P

Legyen ny = max{n;,N} = VP € R dng € NNVn >ny : b, < ¢, < P =

limb,, = —o0 L1

7. Mit lehet mondani két sorozat tagjairél, ha az egyik hatarértéke nagyobb mint
a masiké?
Tétel:

(ay), (b,) sorozatok, 3 A = lima,, 3B =limb,

A>B=3dN,Vn>N:a,>b,

Bizonyitas:
a, A, BeR
Legyen ¢ < 428 = K, (B) N K.(A) =0
lima, =A=¢e¢>03n; e N,Vn >n;:a, € K.(A)
limb, =B=¢>03n, e NNVn>ny:b, € K.(B)
Legyen N = max{n;,ns} = INeN,Vn>N:b, < B+ec<A—-e<a,
b, A=00,BER
Tetsz6leges € > 0-hoz Ing € NVn > ng: b, € K.(B)
P =B +¢ehoz3dny e N:Vn >mn;:a, > P = 3IN =max{ng,n1},¥Yn > N :
bp <B+e=P<a,
¢, A=00,B=—00
Tetszoleges P € R:
dny,Vn>ny:06, < P

dng,Vn >ny:a, > P

= IN =max{ny,n2},¥vn>N:b, < P < a,
d AecR B=—-x
Tetszbleges € > 0-hoz IAng € NVn > ng: a, € K.(A)
P=A—-¢choz3dn e N:Vn>mn; :b, < P=3IN =max{ng,ni},¥vn > N :
b, <A—e=P<a, .



8. Miiveletek nullasorozatokkal.
Tétel:
Tegyiik fel, hogy (ay), (b,) is nullsorozat.
Ekkor
i, (a, + b,) is nullsorozat.
ii, Ha (c,) korlatos, akkor (a,c,) is nullsorozat.
iii, (anby) is nullsorozat.

Bizonyitas:
i, lima, =0, limb,, =0 =
€
Ve>03n,Vn>ng:la,] <=

2
3

Ve>03ngy,Vn>ng:|b| < §:>
= Ve >03dng=max{n;,na},Vn>ng:|a,+ b, <|a,|+ |bn] <e=
= lim(a, +b,) =0
ii, (c,) korldtos = 3IK e R,VvneN:|¢,| <K
lima, = 0= Ve >0 3Ing,Vn > ng |a,| < ¢/K = Ve >0 Ing,Vn > ng :
lancy| < %K = ¢ = lim(a,c,) =0
iii, (b,) nullsorozat = (b,,) korlatos. Lasd ii, pontot! .

9. Monoton noév6 sorozat hatarértéke (véges és végtelen eset).

Tétel:
Ha (a,) monoton né és feliilrél korldtos, akkor konvergens is, és lim a,, = sup{a, : n € N}
Ha (a,) monoton né és nem felilrdl korlatos, akkor lim a,, = co

Bizonyitas:
(a,) feliilrdl korlatos= 3¢ = sup{a, :n e N} e R=VneN:q, < és
Ve>0,dnp,Vn2>ng: & —¢ <ap, <a, <&=lima, =&
(a,) nem felilrdl korlatos = VK € Rdng: a,, > K = VK € R, dng,Vn > nyg:
K <a,, <a,=lima, = oo 1.



10. A geometriai sorozat hatarértéke. Az e szam bevezetése az (1+ 1/n)" (n € N)
sorozattal.
Geometria sorozat:

Tétel:
0, halgl<1
o 1, hag=1
limq¢" =
oo, haqg>1
ﬂ? hCL q S -1
Bizonyitas:

i, g>1 q=14h,aholh >0
=01+h">1 i—;}h(Bernoulli)# lim¢" =
i, g=1 VvV
iii, |[¢f <1 Hag=0 Vv
Legyen |C]|<1 q#0
Ekkor‘ >1:>‘q|—1+h,h>0
(|q‘) (1+h)”21—|—nh>nh
0<lg"<-H=—=0 = limg"=0

rendorelv
iv, ¢ = —1, (—1)" divergens
v, ¢ < —1 = |q > 1 = lim|g|" = co = lim¢* = oo és limg
#limg» O.

M+l oo

Az e szdm bevezetése:
Tétel:
Az a,= (14 % sorozat korlatos, és monoton né, ezért konvergens és
e:=1lim(1+ )" ~2,71
Bizonyitas:
Az (a,) sorozat monoton névekedésének bizonyitasahoz felhasznédljuk a szamtani és
mértani kozepek kozotti egyenlétlenséget:

=14+ =1«1+2)1+L)...0+3) < (1+n(1+i)> = (1+ L)t =

n+1
n—szer n+1

n

Apt1
Az (a,) sorozat korlatossaganak bizonyitdsahoz felhasznaljuk a szdmtani és mértani
kozepek kozotti egyenldtlenséget:

2% 24+ n(l+1)
(14 5)" = 350+ ) < (s
Ebbdl kovetkezik, hogy a, <4 (n € N) ezért a sorozat feliilrél korlatos. A monoton
novekedés miatt nyilvan alulrél is korlatos L.

)n+2 =1



11. Az (¥a,n € N), (¥/n,n € N), (n*q",n € N), (a"/n!,n € N), (n!/n" n € N) sorozat
hatarértéke.
{a,n € N:
Tétel:

a > 0 esetén lim /a =1

Bizonyitas:
i, a>1={Ya>1= Ya=1+h,, h, >0
a=({/a)"=(14h,)" > 1+nh,
Bern.
el >p, > Ooz>limhn:0:>lim(c/5—1):0:>Iim\”/6:1
—0 -
i, a=1v

iii,0<a<1:>%>1:>lim\”/g:1:>hm%\/a:1:>lim{l/5:1 O.

n,n € N:
Tétel:

lim /n =1

Bizonyitas:
n=1+hy,, h, >0
n=(Y/n)" = (1+hy)" > (3)h2 = 0202
2> h2 > 00:>Iimhi:0:>limhn:0:>hm{/ﬁ:l O.
_>

k € N |q| < 1 rogzitett: limnFq™ =0

Bizonyitas:
1 1 1yn n n k+1 —
Lel=sd=tth= (G =0+nm> (1) (n>k) =
n! hk+1
= Pl =~ (n—k)...n
(k+D!(n—Fk+1)! (k+1)!
k+1)! k k+1)! K
Oﬁnk|q’"§(+) n :(+) kn - _
Rl (n—k)n—k+1)...n RFFL (1 — 5)(1 - =2) .1
_ (k1) 1 1 -
SR (B -EL )t 0T mee=0 0
N——— n n ~—~
konstants e} —0
(a"/n!,n € N:
Tétel:
a € R rogzitett = lim %L =0
Bizonyitas:
Legyen ng > |a|
la* _lalla]  |al la] ol la| _ lallal o] la| |al . a”
—_—_— === — < ——...—%—=cx— = 0=lim— =
n! 1 2 no Ng + 1 n—1mn 1 2 ng*n C*n lmn!
[ —
0 O -



nl/n™ n € N:

Tétel:

lim 2 =0

Bizonyitas:
123 -1 1 !
m_222 TR pslim S =0 O
n"*  nnn n n n n"

1
12. Nevezetes sorok: a geometria sor, a teleszkopikus sor, a - — sor, a harmoni-
n

kus sor.
Geometriai sor:
Tétel: .
> ¢" sor konvergens < |q| < 1. Ekkor Y- ¢" = %q
n=0 n=0
Bizonyitas:
1_qn+1 1
sn=q"+q' +...q" = -q q 7
n+1 g=1

anJrl _ bn+1 — (Cl _ b)(an + a}nflb_*_ cee abnfl + bn)
Legyen a =1,b =gq. .
(1 — ¢"™) sorozat konvergens < |¢| < 1 Ekkor lim s,, = lim % =, O
Teleszkopikus sor:
Tétel:
1
];::1 o) — 1 sorozat konvergens.

Bizonyitas:

s =y tala gty = (1= DG D= ) =15k > 12

= (s,,) konvergens és lim s, = 1 O.

> # sor konvergens és
n=1

1
wz =2

08

1
Bizonyitas:
2 < opn (n>1)
sn:1+2—12—|—...#<1+ﬁ+...ﬁ:1+1—%:2—%§2:>(3n) korlatos és
szigortian monoton novekvé = (s,,) konvergens 0.



Harmonikus sor:

Tétel: -
> %sor divergens és > %: 00
n=1 n=1
Bizonyitas:
Legyen 2F < n < 2k+!
sn=1+53+G+D+G+ -+ + - +GE=mmt -t F(Em++5) >

k*%—>oo:>1imsn:oo (I

13. Sorokra vonatkoz6 Cauchy-féle konvergenciakritérium. A konvergencia egy
sziikséges feltétele.
Cauchy-féle konvergenciakritérium:
Tétel:

> ay, sor konvergens < Ve > 03dng € N,Vm >n > ng(n,m € N) :
n=0

|Gps1 4+ Qpao+ ..o Fap| <e

Bizonyitas:
> a, konvergens < (s,) konvergens < Ve > 0 dng,Vm > n > no(m,n € N) :

cauchy
|sm — sp| < €
De sy — 8y = Gpy1 + -+ -+ ap, .

Sziikséges feltétel:
Tétel:
Ha ) a, konvergens, akkor lima,, = 0

Bizonyitas:

> a, konvergens = Ve > 03ng,Vm >n>ng: a1+ +an| <e
Legyen m=n+1=Ve > 03dng, Vn >ng: |ayi1| <e=lima, =0 .

10



[e.°]
14. Az e-re vonatkozd e = > % elballitas. Az e irracionalis szam. 2,6 < e < 2,8.

L elsallitas Tétel:

[e.°]
Az e-re vonatkozo: ¢ = 3

k=0
(o)
1 _ 1 1 1 1 _
kzoﬁ—a‘i‘ﬂ—'—i‘i‘"'—i- =€

n!
Bizonyitas:
sni > & (n € N), elég belatni, hogy:
Sn kg;l(\)/ergens, és lim(s,) =€
n

Spil = kgo 5+ G = Se + G > S = (sa) 1 Elég beldtni, hogy 3 fels6 korlét:

Tpi=(1+2)" (n>1):limz, =e¢
Fejtsiik ki binomidlisan az (1 + +)"-t!

= (5] () () ()5 ()

e (M 1 nl 1 1m=kKh-k+tDn-k+2)!...(n—k+k)!
“\k)n*b kl(n—k)nk K (n — k)Ink B
In—k+1n—-k+2 n—-k+k 1 k—1 k—2 0

== =—(1- 1 ...(1—):
k! n n n k! n n n

L(-D)(-2) (-5 <

1\ 1 1 1 1 1 2
Teheit:<1+> :1++<1_>+<1_> (1_>+...+
n 1 21 n ! n n

<1 <1

1 1 k—1 1 1 n—1
T S Y B PR Y P (RS
k! n n n! n n
(A)
1 1 I
< +F+§+§+"+E+ —f‘m Sn,

Fels6 becslés s,-re: Legyen k € N, és vegyiik n > k természetes szamokat!

I
Ekkor (I+-)" >1+4+4(0 -4 b La-Ly 15

n
R , —1.—=1
itt a (A)-beli pozitivszémokkal tébb van

k fix, ésn — oo =
Im (14" 21+ g+ g+ g =>VheN: L+ q+g+-+5=s<e¢

Tehat Vn € Nn > 1:
(1+ %)” <s,<e = (s,) konvergens, és

korl,mon

lim(1 + %)” <lim(s,) <e i :>f lim(s,) =€ 0.
ozr.fog

Az e irracionalis szam: Tétel:
e Q
Bizonyitas:
Indirekt: Tegytik fel, hogy e € Q = 3p,q € N, ¢ # 0 és Inko(p,q) =1
e = g cQ
A ¢ € N-hez 30, € (0,1)

6, (P 11 | 1 q!
e—sq:ﬁéeq:q*q. g—zg :>9q:pq.—qzﬂz>(k§q)

11



q
= 0, :pq!—qkzo(k+1)(k+2)...q

€(0,1) 7

(0, 1) intervallumban nincs egész szdm Y = e ¢ Q 0.

12



15. Pozitiv taght sorokra vonatkozé 6sszehasonlité kritérium.

Tétel:

Tekintsiik a Y a, és > b, pozitiv tagi sorokat és tth.. AN e N, Vn > N : 0<a, <b,
Ekkor:

i, Ha > b, konvergens, akkor > a,, is konvergens

ii, Ha >" a,, divergens, akkor b, is divergens.

Bizonyitas:

i, Tegyiik fel, hogy > b, konvergens = 3 b,, konvergens.
n=N

Jel6lés:
Spi=by+byy1+--+b, (n>N)

Sn =GN taNy1 + -+ an

Z b, konvergens = S, korlatos, de s, < S, (Vn > N) = (s,) korlatos =
:; > a, konvergens = Z a,, konvergens.
n=N =0

ii, Tegytik fel, hogy > a, dlvergens = Z a, divergens = (s,,) felillr6l nem korlétos,

de S, >s, VYn>N=(S,) felulrol nem korlatos = > b, divergens =
n=N
= > b, divergens. U
n=0

16. A gyokkritérium.

Tétel:

Tekintstk a Y- a, sort és tegyiik fel, hogy 3 lim {/|a,| = A hatarérték.
Ekkor:

i, Ha 0 < A < 1, akkor Y a,, abszolut konvergens

ii, Ha A > 1, akkor " a,, divergens
iii, Ha A =1, akkor Y a,, lehet konvergens vagy divergens is.

Bizonyitas:

, Legyen A < q < 1, lim\”/m:A<q:>Eln0Vn2ng: \”/@<q:>

= AngVn > ng : |a,| < ¢

> ¢" geometriai sor konvergens, mert ¢ < 1 = Y |a,| is konvergens = Y a,
abszolut konvergens.

ii, Legyen 1 < ¢ < A, lim {/|a,| = A = Ino,Vn > ng : {/la,| > q = |an| > ¢" >

1=
= > a, divergens hiszen kiilénben lim a,, = 0
, Pl. A=1 Z konvergens.

W—\/;—W%bf‘

Z% divergens, és {L/g = n%/ﬁ —1=A .

13



17. A hanyadoskritérium.
Tétel:
Tekintsiik a 3= a,, sort, a, # 0, (n € N). Tegyiik fel, hogy Jlim |*2*| = A hatarérték.
Ekkor: h
i, Ha 0 < A < 1, akkor > a,, abszolut konvergens
ii, Ha A > 1, akkor } a,, divergens
iii, Ha A = 1, akkor Y a,, lehet konvergens vagy divergens is.

Bizonyitas:

i, Legyen A < ¢ < 1, lim|*25]| = A = IngVn > ng : [ < g = Vn > ng :
|ansa| < glan] = lan] < qlan-1| < @lan-a| < @lan_s| <--- < ¢"7"ay,| =
=q "lan,| *q" (n>ng) = |a,| < K*q¢* (¥Yn >ng)

=K

> K g™ konvergens geometriai sor, hiszen 0 < ¢ < 1 = " |a,| sor = ¥ a,, abszolit
konvergens.

ii, Legyen 1 < ¢ < A lim [*25[ = A = Ing Vn > ng : [ > ¢ =
= lan| > qlap-1| > -+ > ¢""™|ay,| = K¢" > K > 0 = lima, # 0 = Y a,

divergens.
1
n
di de 2L — —1=A4
Z ivergens, de % ——
1 2
1 (n+1)2 n
> -5 konvergns, de 1 = ( ) —1=A L.
18. A tizedes tortektre vonatkozé két tétel.
Tétel:
Tth (a,) : N — {0,1,...,9}
Ekkor Z o konvergens és a = E 1 e [0,1]
BizonyfteiS'
n <9 = Gn < 9

10m — 10m

o0 o0 o0
_ 1 _ 9 1 _ 9 1 _
10n sor konvergens, hiszen E 1on =9Y 15" =70 X Too=T — 10 > 1oF —
n=1 =1 n=1 n=1 k=0

9 1
= — x — = 1 (geometriai sor) 0.
10 1-%
Tétel: -
Ha a € [0, 1], akkor 3 (a,) : N —{0,1,...,9}, hogy a = _11“0—’;
Bizonyitas:
A [0, 1] intervallumot 10 egyenld intervallumra osztjuk. 31, = [4, “F] a € 4
I1-et osztjuk 10 egyenld intervallumra. 31 = [§§ + &, “1131 + 12551], a €l
31, = =B+t A e e A a e,
ahol ay,as,...a, € {0,1,...,9}
Jel: Sn:%_’_%_’_"'—f—l%nn
ael S s, <a<s,+ =>0<a—-s,< —0=lims, =a=

10" 10"

n=1
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19. Sorok téglanyszorzatanak definici6ja. Két konvergens sor téglanyszorzatardl
szol6 tétel.

Definicié:
S oa, és Y b, két sor.
n=0 n=0
Ekkor a Y t, sort téglanyszorzatnak nevezziik, ahol ¢, := > ab;
mazx(i,j)=n
Tétel:

Ha > a, és > b, konvergens, akkor a > ¢, téglanyszorzat is konvergens, és
o0 o0

Sty = (3 an)( % by)
n=0 n=0 n=0

Bizonyitas:
N N N N 00 00
Z t, = Z Z aibj = Z aibj = ( Z an)( Z bn) — ( Z an)( Z bn} =
n=0 n=0 mam(i,j):n max(z,j)SN n=0 n=0 n=0 n=0

= > t, konvergens és Y t, = (X a,)( X )bn) O.
n=0 n=0 n=0
20. Torlédasi pont fogalma. Fiiggvény hatarértéke egyértelmi.
Definicio:
Az a € R pont a H C R halmaz torlodasi pontja, ha Ve > 0-ra HN K. (a) végtelen halmaz.

A fiiggvény hatarértékének egyértelmiisége:
Tétel:
Az f € R — R fiiggvénynek az a € D’ pontban van hatarértéke, ha
JAER, Ve > 030 > 0,Yz € D; N (Ks(a) \ {a}) : f(x) € K.(A) és a hatarérték
egyértelmi. lign f=A
Bizonyitas:
Indirekt: Tegyiik fel, hogy A; # A, hatarértékei az f fiiggvénynek az a € D’-ben
=Ve>0301 >0, Ve € D;N (K (a)\{a}) : f(x) € K.(A)
=Ve>030,>0, Vo € D;N(Ks,(a)\{a}): f(x) € K.(A2)
de>0: K&‘(Al) N K&*(A2) =0
Legyen 6 = min(éy,d2) = e-hoz 30 > 0,
Vee®DrN Ks(a)\{a}: f(x) € K(A1)
Vee®,NKs(a)\ {a}: f(x) € K.(As)
PK(ADNK(A) =0 0O

21. Az atviteli elv.
Tétel:
fER—-R ac D}
Ekkor lim f = A <V (z,) : N = D\ {a}, limz, = a: lim f(z,) = A
Bizonyitas:
"=7limf=A Ve>030>0,VeeD,N(Ks(a)\{a}): flz) € K(A)
Legyen x, : N = ©;\ {a} és limz, =a=V5>03ng € N,Vn >ng:
z, € Ks(a), x, #a=Ve>03any e N,Vn >ng: f(z,) € K(A) = lim f(z,) = AV
7«7 Tegyiik fel, hogy a jobb oldal tejlesiil. Indirekt:
Tegyiik fel, hogy a bal oldal teljesiilése mellett lign f#A =
=3Je>0Y0> 0,3z € DN (Ks(a)\ {a}) : f(z) ¢ K.(A)
Legyen 6 = L = 3z, € 9, N (K1(a) \{a}) : f(z) ¢ K.(A). De ekkor z, € K1(a) =
limzx, = a,z, # a = lim f(x,) —'A !
) f(z) ¢ Ko(A)neN O
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22. A kozrefogéasi elv. A miiveletek és a hatarérték kapcsolata(bizonyitassal)
Kozrefogasi elv:
Tétel:

fig,he R—=R

a€c (®rND,NDy) Tegyiik fel, hogy 3K (a) : f(z) < g(z) < h(x)

Ve @f N @g N, N (K(a) \ {a})

Ha 4 lignf = licrln h, akkor 4 ligng = lignf

Bizonyitas:
felhasznaljuk: atviteli elv + sorozatok
(zn) : N = D¢\ {a}, imz, = a = lim f(z,) = limh(z,) = limg(z,) = lim f(z,) =
lign f aw:ilv lign g= lign f 1.
Miiveletek és hatarérték kapcsolata
Tétel:
f,geR—>R, ae (®NnD,), 3 lim f,3 lim g. Ekkor:

i, Ilim(f + g) = lim f + lim g, ha ez utébbi 3
i, Ellign(fg) = (lign f)(hCILn g), ha ez utébbi 3

lim f
a

7 ha ez utobbi 4

iii, Ilim(L) =
Bizonyitas:
Csak az els6 éllitast bizonyitjuk, a tobbi mar adédik. Legyen (z,) : N — H \ {a}
sorozat, melyre lim z,, = a. Ekkor
lim f = A = lim(f(z,)) =A
limg = B tﬁl lim(g(x,)) = B
Most van két sorozatunk, melyekre alkalmazzuk a miiveletek tulajdonsagait és az atviteli
elvet:

I lim(f(zn) + g(zn)) =A+B = lim(f+g)=A+B L.

atv.elv a

23. A hatvanyfiiggvény hatarértéke.

Tétel:
lim 2" = a" (a € R)
r—a
Bizonyitas:
lz" —a"| =]z —allz" P+ 2" Pa+ -+ xad" P+ a" | < |z —ale<de<e

<c
Hiszen feltehetd: x € Ky(a), azaz x € (a — 1,aA) = |z| < |a| + 1
Ve>036 =min(;,1),Vo e RN (Ks(a) \ {a}) : 2" € K.(a") = limz" = a” 0.
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24. Monoton fiiggvények hatarértéke.
Tétel:
Legyen = (o, 5) C R korlatos, vagy nem korlatos intervallum. f : («, 5) — R monoton
fliggvény.
Ekkor Elllij{%f és EI% fra€(a,B):

i, Ha f monoton né, akkor:
lim f = inf{f(z) = <a, z€(ap)}
lim f = sup{f(z) = <a,zc(af)}
ii, Ha f monoton fogy, akkor:
lim f = inf{f(x) =>a, x€(afB)}
lim f = sup{f(z) 2>a,ze(ap)}

Bizonyitas:
Elég csak egy esetet belatni, a tobbi allitas a sup és inf tulajdonsiagaibodl, és az elso
alliitas bizonyitasabol értelemszertien adodik.
Legyen M =sup{f(z) z<a}= f(r)<M Vz<aze (ap)
Ve>03dmy<a:M—-—ce< f(ry) <M=V <z<a:M-c< flx)<<M
Legyen 0 :a— 21 =Ve>03d=a—a2,Vz € (0,f),xr<a, 0<a—x<0:
|f(ac)—M|<5:>£ir%f:M 0.

Felhasznalt irodalom
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alapjan irt drai jegyzetem
- Szili Laszl6: Analizis Feladatokban I.
- Wikipédia
- Szénté Addm: Analizis
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