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Bevezetés

Ez az anyag a ,,Matematikai alapozas” tantargy segédanyagaul készilt, felhasznalva a
2006-os (59 oldalas) és a 2008-as (60 oldalas) anyagot.

Az egyes témakorok targyalasahoz igen hasznos elézetesen felkésziilni az elméleti a-
nyagbol. Az elméletet a kozépiskolas tankonyvekbdl és flizetekbdl, valamint az egyes feje-
zetekhez irt ,, Kiegészités az elmélethez” c. részbdl javasoljuk atnézni.

A két legelterjedtebben hasznalt tankonyvesalad 12. osztdlyos konyvére az anyagban
az aldbbi médon hivatkozunk (természetesen elég, ha az egyik tankényv van meg):

SZ-TK:
Kosztolanyi Jozsef — Kowvdcs Istvan — Pintér Klara — Urbdn Jdnos — Vincze Istvdn:
Sokszind matematika 12, tankinyv a kozépiskoldk 12. osztilya szdmdra (Mozaik Kiadod).

H-TK:
Hajgnal Imre — Szamado Ldszlo — Békéssy Szilvia: Matematika 12. a gimndziumok szdmdra
(Nemzeti Tankdényvkiadd).

Ajanljuk tovabba gyakorlasra az alabbi példatéarat:
Bagota Monika — Kovacs Zoltin — Krisztin Német Istvan: Matematikai praktikum
feladatgytijtemény (Polygon jegyzettdr).

Néhany jelolés:

a valés szdmok halmaza: R;

e a természetes szdmok halmaza: N :={0,1,2,...};

a pozitiv egész szamok halmaza: N* := {1,2,3,...};

e az egész szamok halmaza: Z .= NU{—zx € R: z € N};
e a raciondlis szamok halmaza: Q := {]—? ER | pg€eZ, q# 0} ;
q

e a sik pontjai, szdmpdrok: R? := {(z, y) | =,y € R};
e a tér pontjai, szdmhdrmasok: R3 := {(z, y, 2) | z,v,z € R}.

e A vektorokat latin kisbetiikkel fogjuk jelolni, tehat nem hasznéljuk a kozépiskolaban
megszokott kiemeléseket (félkovér bett, alahizas, folétett nyil, stb.)

e Az intervallumok nyiltsagat gombolyt zardjellel, és nem kifelé forditott szogletes
zardjellel fogjuk jelolni.

e Részhalmaz jelolésére a C és nem a C jelet fogjuk hasznélni.



1. Linearis rendszerek (1. hét)

Cél: Linearis egyenletrendszerek megolddsanak és grafikus szemléltetésének atismétlése.

1.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni: SZ-TK 213-217., 270-274. oldal.
H-TK -, 212-216. oldal

Linedris egyenletrendszer megoldasahoz a helyettesitéses médszert hasznaljuk.

1.2. Feladatok

1.2.1. Orai feladatok

1. Az e egyenes egyenlete: 4x + 2y = 3.
(a) Adjuk meg sikbeli ponthalmazként!
(b) Mely lineéris fliggvény grafikonja?
(¢) Abrazoljuk!

(d) Olvassuk ki az aldbbi adatait: norméalvektor, irdnyvektor, meredekség (irdny-
tangens), irdnyszog, néhany pontjal

)
)
)
)

2. Milyen sikbeli ponthalmazt jelolnek ki az alabbi egyenlotlenségek? Abrézoljuk ezeket
a halmazokat!
a) 4r+2y <3 b) 4x+2y>3

3. Oldjuk meg az alabbi (kétismeretlenes) linedris egyenletrendszereket! Szemléltessiik
oket grafikusan!

a) xr—3y=—11 b) 3x—2y=2 c) 2x+y=2
20 +y=—1 3r — 2y =—6 6x + 3y =6



1. Linedris rendszerek (1. hét)

. Az el6z6 feladathoz kapcsolodva, szemléltessiik az alabbi (kétismeretlenes) linedris
egyenldtlenségrendszerek megoldashalmazat:

a) x—3y>-—11 b) 3x—2y <2 ) 2x+y<2
2r +y < —1 3r —2y > —6 6x+ 3y <6

(Cserélgessiik a relacidjelek irdnyéat!)

. Szemléltessiik az alabbi (kétismeretlenes) linearis egyenl6tlenségrendszer megoldds-
halmazat:

r—1<0
dr +5y+11 >0
20 —y+92>0

z+3y—13<0

Hdromismeretlenes egyenletrendszer‘

. Oldjuk meg az aldbbi (hdromismeretlenes) linedris egyenletrendszereket! Irjuk fel a
megoldashalmazt!

a) 2xr4+y—z=3 b) v+2y+32=4
rT—y+2z=-1 3t —y+22=5
r+2y+2=2 r—05y—4z= -3

c) 2x4+y—z=1 d) 3v —2y+3z= -2
2z —-—y+z=-1 r—4y—z=2

do + 2y — 2z =2 rT+y+2z=1

(A latottak alapjin utalhatunk arra, hogy a megoldhatésag és a megolddsok szdma
nem azon mulik, hogy hény egyenlet és hény ismeretlen van.)

’ Paraméteres egyenletrendszer ‘

. Oldjuk meg az aldbbi (kétismeretlenes) paraméteres linearis egyenletrendszereket
(p jeloli a paramétert):

a) 2z +py=3 b) 2e+py=4 ¢) 2x+py=rp
T — 3y =2 T —3y =2 T —3y =2

d) 2e+py=p+10
T —3y =2
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1.2.2. Tovabbi feladatok

1. Az e egyenes egyenlete: 3v — y = 2.

(a) Adjuk meg sikbeli ponthalmazként!
(b) Mely linearis fiiggvény grafikonja?
(¢) Abrazoljuk!

)

(d) Olvassuk ki az alabbi adatait: normélvektor, iranyvektor, meredekség (irany-
tangens), irdnyszog, néhany pontjal
2. Abrézoljuk az alabbi egyenlttlenségekkel megadott sikbeli ponthalmazokat:

a) 3x—y<2 b) 3x—y>2

3. Oldjuk meg az alabbi (kétismeretlenes) linedris egyenletrendszereket! Szemléltessiik
Oket grafikusan!

a) 2z + 3y = —4 b) x —2y=4 c) —3r+4y=2
3r—y=2>5 r—2y=20 b6xr — 8y = —4

4. Az eléz6 feladathoz kapcsolédva, szemléltessiik az aldbbi (kétismeretlenes) linedris
egyenldtlenségrendszerek megoldashalmazat:

a) 2x+3y > —4 b) x —2y <4 c) —3x+4y <2
3r—y <5 x—2y >0 6x — 8y < —4

(Cserélgessiik a reldcidjelek iranyat!)

5. Szemléltessiik az alabbi (kétismeretlenes) linedris egyenlotlenségrendszer megoldas-

halmazat:
20 —3 <0
20 —4y +5<0
y=>0

dr+y+162>0
20+ 3y —12 <0
20 —2y+13 >0



1. Linedris rendszerek (1. hét)

Hdromismeretlenes egyenletrendszer‘

6. Oldjuk meg az alabbi (haromismeretlenes) linedris egyenletrendszereket! frjuk fel a
megoldashalmazt!

a) 3r—y—2z=1 b) r—2y+z=4
dy+2=5 2v+5y — 32 =3

S +4y + 32 = —6 3r+3y—2z=1
c) 6x—9y+122=9 d z+3y—2z=-3
20 =3y +42=3 3r+8y—3z=1
—4x 4 6y — 82 = —6 20+ 5y —z2=4

‘ Paraméteres egyenletrendszer ‘

7. Oldjuk meg az alabbi (kétismeretlenes) paraméteres linearis egyenletrendszereket:

a) pr+y=4 b)) pr+(p+2y=5 ¢ x+2py=p+3
rT+2y=3 r—2y=4 20—y =1



2. Vektorok, becslések (2. hét)

Ezen a foglalkozason két témakort néziink at.

Az éra els6 felében célunk a vektormitveletek atismétlése, néhany egyszeri alkal-
mazasuk.

Az 6ra masodik felében a polinomok és raciondlis tortfliggvények novekedési iitemével
foglalkozunk: Uin. nagysagrend-6rz6 becsléseket adunk.

2.1. Kiegészités az elmélethez

Ajénlott atnézni: SZ-TK 248-256. oldal.
H-TK -, 200-205. oldal

Amint azt a bevezetoben emlitettiik, a vektorokat latin kisbetiikkel fogjuk jelolni: a,
b, ¢, stb. Nem hasznaljuk tehat a kozépiskolaban megszokott kiemelt frasmodokat, mint
pl. a, b, ¢, a, b, ¢, a, I;, ¢, sth. Célszerti ugyanis hozzaszoknunk ahhoz, hogy egy beti
jelentését nem a megjelenési médja adja meg, hanem az, hogy mit jelol. Természetesen,
ha sziikségesnek gondoljuk, hasznélhatjuk a kiemelt irasmodot.

A vektorokat néha oszlop-frasmdédban irjuk. Ez foleg miiveletvégzéskor hasznos.

Figyeljiilk meg, hogy ha vektorokkal és szamokkal dolgozunk, akkor a szorzas jele,
a - tobbféle szerepben is elojohet. Példaul, ha a, b, ¢ vektorokat jelol:

2-3 a 2 és a 3 szamok szozata;
5-a az a vektor megszorzasa 5-tel;
a-b az a és a b vektorok skalaris szorzata;

(a-b)-c ac vektor megszorzasa az a és a b vektorok skaldris szorzatéval (az a - b
szammal).

Alkalmazhatjuk tovdbb4 azt a konvenciot (megéllapoddst) is, hogy — ha nem értelem-
zavard — a szorzas jele elhagyhatd, pl.:

5a, 3a — 2b, ab, (a-b)c, (ab) - ¢, (ab)c.



10 2. Vektorok, becslések (2. hét)

Adott n € N esetén n-edfoki polinomon értjiik az aldbbi kifejezést:
P)=an 2"+ ap_q-2" '+ ... +ar -z +ap,

ahol a,, a,_1, ..., a1, ag adott valds szdmok (a polinom egyiitthatdi), a, # 0. Az a,
egyiitthato neve: a polinom féegyiitthatoja. x jeloli a polinom Un. wvdltozéjat, ami tetszole-
ges valds szam lehet. Az n = 0 esetben konstans polinomrdl beszéliink. Ezek tehdt a nem
nulla valés szamokkal azonosithaték. A 0-at is tekinthetjiik polinomnak, e polinom fokat
és foegyiitthatojat azonban nem értelmezziik.

Polinomok nagysagrendi becslése

Tekintsiink egy pozitiv foegyiitthatds polinomot.

Erzéseink azt sugalljdk, hogy ha az z valtozd ,nagy” pozitiv szém, akkor a polinom
,nagysagrendileg gy viselkedik”, mint a legmagasabb foku tagja. Ezen pontosabban a
kovetkezot értjik. Ha

Px)=a, 2" +ap,1- 2" '+ .. . +a -z +ag (a, > 0),
akkor megadhatdk olyan R > 0, m > 0, M > 0 szamok, hogy minden = > R esetén
m-a" < P(z) <M -a"

Kissé lazabban fogalmazva:
Elég nagy z-ek esetén P(x) értéke az x™ hatvany konstans-szorosai kozé esik.

Az m - 2" polinomot (az R > 0 szdm megadasaval egyiitt) a P nagysdgrend-6rzd alsd
becslésének (NRA-becslésének), az M - 2" polinomot (az R > 0 szdm megaddsédval egyiitt)
pedig a P nagysdgrend-6rzé felsd becslésének (NRF-becslésének) nevezziik. Nevezziik e
két becslés egylittesét NR-becslésnek (nagysdgrend-érzd becslés).

A becslés végrehajtdsara (vagyis az R > 0, m > 0, M > 0 szamok megkeresésére) a
Fiiggelék 12.1. szakaszdban adunk modszert és példat.

Racionalis tortkifejezések becslése‘

Két polinom hanyadosét raciondlis tortkifejezésnek (réviden: tortkifejezésnek) nevez-
ziikk. Az ilyen tipusu kifejezésekre is adhatunk nagysdgrend-érz6 (NR) becsléseket. Ha
ugyanis P; n-edfoku és P, k-adfoku pozitiv féegyiitthatos polinomok, melyeknek NR-
becsléseit mar eloallitottuk:

my - x" < Py(x) < M- 2" (x > Ry) és

my - 1 < Py(x) < My - 2F (x > Ry),
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akkor > max{R;, Ry} esetén nyilvanvaléan

Pi(z) _ M, -a" _ M
Py(z) = mg-2F  my ’

tovabba

n

Pi(z) _ma-w _ Mk

PQ([L‘) - MQ . l’k M2

2.2. Feladatok

2.2.1. Orai feladatok

’ Vektorok a koordincitasz’kon‘

1. Abrézoljuk a sikbeli derékszogii koordinatarendszerben az alabbi pontok helyvekto-
rait:

A(l; —1) B(2; 1) C(—=5; 3) D(0; 6) E(-3;0)

2. Adottak az
a=(2;1) b=(-43) c= (5 —2).

vektorok. Szamitsuk ki az alabbiakat, és ahol lehet, szemléltessiik grafikusan:

a) a+c b) a—1b ¢) a+b+c
d c—a+b e) 4da f) 2a—b+3c
g) |al h) |4a+ 3b| i) a-b

j) (a-c)-b

k) a és b hajlasszoge
[) ¢ +90°o0s elforgatottja
m) ¢ — 90°-os elforgatottja

3. Képezziik tetszoleges a vektor és tetszoleges u # 0 vektor esetén az

ap:W-u, és az Uy = @ — @y

vektorokat! Igazoljuk, hogy
ap || u; Ay, L g ap+ am = a

(parhuzamos és meréleges komponensekre bontés)!

Ennek alapjan bontsuk fel az a = (5;—4) vektort az u = (3;1) vektor szerint
parhuzamos és merdleges komponensekre!
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2. Vektorok, becslések (2. hét)

4. Igazoljuk, hogy ha az A pont helyvektora a, a B pont helyvektora b, akkor (O-val

jelolve az origdt):

al? - [b|? — |a - b]?
o PPl P
2
Ennek alapjan szamitsuk ki az aldbbi haromszogek tertiletét:
;0)
;3)

a) A(5:1) B(10;-4)  C(0
b) A(=5;-1) B(1;-3) C(4

| NR-becslések |

. Adjunk NRF-becslést az alabbi polinomokra!

(Azaz: adjunk meg olyan M > 0 és R > 0 szdmokat, hogy minden = > R esetén
igaz legyen a P(x) < M - 2" egyenl6tlenség!

Mas szoval: adjunk meg olyan M > 0 szamot, hogy minden elég nagy = € R esetén
igaz legyen a P(x) < M - 2" egyenl6tlenség!)

(a) P(z) =42° — 32" — 22% — 5;
(b) P(x) =223 — 32* 4 62+ 7;
(c) P(z) = 625 + T2* + 1023 + 2% + 27 + 3.

. Adjunk NRA-becslést az alabbi polinomokral!

(Azaz: adjunk meg olyan m > 0 és R > 0 szdmokat, hogy minden = > R esetén
igaz legyen a P(x) > m - 2" egyenlGtlenség!

Mas szoval: adjunk meg olyan m > 0 szamot, hogy minden elég nagy x € R esetén
igaz legyen a P(x) > m - x" egyenlGtlenség!)

(a) P(x) = 62"+ 7Ta* 4+ 102° + 2? + 22 + 3;
(b) P(x) =223 — 32* 4 62 + 7;
(c) P(x) =42 — 3z* — 222 — 5.

7. Adjunk NRF- és NRA-becslést az alabbi raciondlis tortekre:

_3x4+2$3+5x2+7$+6.

¥ = 522 — 3z — 10 !
423 — 1022 + 20z — 15

Tzt =523 — 1022 + 62 +9
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8. Adjunk NRF- és NRA-becslést az alabbi sorozatokra:

(a) a, =Tn*>—4n*+5n—17  (n € NT);
3nt*+ 72 —10n2 —13n+6 ( €N+)
e n .
2n° —8n3 +56m2 +9n —7

(b) an

2.2.2. Tovabbi feladatok

’ Vektorok a koordincitasz/kan‘

1. Adottak az
a=(—4;1) b=(52) c¢=(=3;7).

vektorok. Szamitsuk ki az alabbiakat, és ahol lehet, szemléltessiik grafikusan:

a) a—c b) a+c—1b ¢) a—b—c
d) —ba e) 4a—3b+2c f) 10
g9) | —2a+0| h) a-c i) (b-c)-a

k) b és c hajlasszoge
[) b +90°o0s elforgatottja
m) b — 90°-os elforgatottja

2. Bontsuk fel az a = (—3;2) vektort az u = (4; —1) vektor szerint parhuzamos és
meréleges komponensekre!
3. Szémitsuk ki az alabbi négyszogek teriiletét:

a) A(-2;5) B(0;0) C(7;2) D(6;10)
b) A4;—-2) B(-3;7) C(-55) D



14 2. Vektorok, becslések (2. hét)

| NR-becslések |

4. Adjunk NRF- és NRA-becslést az alabbi polinomokra:
(a
(b

) P()

) P(x)

(c) Pz) =

(d) P(z) = 4a° + 4z* + 22° + 32® + 10z + 5;
) P(x)
) P(x)

= 72° — 2t — 22% — 2% — 62 — 10;

1
:§x4+8x3+3x2—6x—20;

e =23 — T2? — 62+ 20;

1
1—0x5 — 99x* — 8823 — 6722 — 61z — 60.

(
(f
5. Adjunk NRF- és NRA-becslést az alabbi racionalis tortekre:
Pt 4t + Tt 4o+ 8
B 322 — b — 7 ’

523 — 922 + 8x — 12
426 —102° + 324 — 923 — 1122+ 32+ 6

6. Adjunk NRF- és NRA-becslést az aldbbi sorozatokra:

(a) ap,=n*—-Tn*+9n—-13  (n € N');

Sn*+3n3 —14n?2 —9n+7
b) a, = e N*t).
)= s e i s sn—1r " )




3. Algebrai és gyokos kifejezések (3. hét)

3.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 167-182. oldal;
H-TK 146-153. oldal.

’Néhciny nevezetes szorzattd alakz’tcis‘

e (a+b)!=a*+2ab+0* (a,b€R);

o (atb)®=a®+3a?+3ab* £V (a,b€R);

e a’—V=(a+b)(a—0b) (a,beR)
e >+ 0= (atb)(a®*Fab+b*) (a,beR);
e a"—b"=(a—=b) (a"t+a" b+ a" P+ ...+ b)) (a,b ER).

Polinomok gyoker ‘

Az a € R szdmot a P polinom gydkének nevezziik, ha P(a) = 0. Az = — a elséfoku
polinom az « gyckhoz tartozd gyoktényezd.

Az " — b" kilonbség szorzatta alakitasi szabalyanak segitségével bebizonyithato,
hogy az o € R szam akkor és csak akkor gyoke a P polinomnak, ha az x — a gyoktényezo
kiemelhet6 P-bdl, azaz, ha van olyan () polinom, hogy

Plr)=(r—a)-Qx) (zreR)

Az emlitett azonossédg segitségével a kiemelés a gyakorlatban is végrehajthaté (1d. Fiiggelék
12.2. szakasz).

A gyoktényezok sorozatos kiemelésével belathatd, hogy egy n-edfokd polinomnak leg-
feljebb n db gyoke van.

3.2. Feladatok

Valamennyi feladatban alapértelmezés, hogy a formulédkban szereplo betiik olyan szamokat
jelentenek, amelyekre a kifejezések értelmesek (kifejezés értelmezési tartomanya). Termé-
szetesen ez a halmaz tovabb sziikiilhet, ha a feladatban feltételeket adunk meg ezekre a
betiikre.
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3.2.1. Orai feladatok

‘ Azonossagok igazoldsa ‘

1. Mutassuk meg, hogy minden a,b € R esetén

b\ ? —b\?
a2+ab+b2:3(a; ) +(a2 ) .

Szamitsuk ki ennek alapjan a® — b pontos értékét, ha a —b =2 és a + b = /5.

2. Bizonyitsuk be, hogy:

oL (L iy, 2 1
. (a+0)? \a® b2 ab(a + )2 a2b?’

a b 1 1 a® + 3b?
(b) + + - - = 0;
at+a’b+ab>+ b a?—a*b+ab? -0 a®>—0b> a?+b>  at—0b?
© 1 . 1 ., 1 1
¢ ala —b)(c—a) bla—b)(b—c) clc—a)b—c)  abc’
() a’® — be n b? — ac n c? —ab _0

(@+date)  (@rd)b+0  (a+ob+o

3. Léssuk be, hogy
(2) a—b=(Va—vb)(a+vb) (a,b>0);
() axb=(Yat Vb) (Va2 5 Vab+ V) (a,beR).

‘ Azonossag, feltétellel ‘

4. Igazoljuk, hogy ha

(a) a,b,c € R és a+b+c=0, akkor a® + a’c — abc + b*c + b3 = 0;
(b) a,b,c € R és a+b+c=0,akkor a® + b* + ¢* = 3abc;
(c) a,b,c € R és a®* +b*> + c* = ab+ ac + be, akkor a = b = c.

’Kifejezés atalakitdsa: eqyszeribb alakra hozds, szorzattd alakz’tcis‘

5. Alakitsuk szorzattd az
(a®> +b* — ) — (a* — b* + 2)? (a,b,c € R)

kilonbséget!
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6. frjuk egyszeriibb alakba a kovetkezo kifejezést, és szamitsuk ki az értékét, ha
rz=0,5:

vi+zx 1—=x \/17 1
<\/1+$—\/1—I+\/1—x2—1+x>'< ﬁ_1_§> O<z<l),

7. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket:

() a a . 1
a J—
a?—2ab+b a?2—-0b2 a+d

(a,b €R, |a| # |0]);

vVa+b—+va—0
Va+b++a—b

(b) (a,beR, 0<b<a).

8. frjuk fel szorzatalakban az alabbi Gsszegeket:

(a) 22 +8 (z € R);
(b) ®+a2*+a*+22+2+1 (z€R).

‘ Polinombal gyoktényezo kiemelése ‘

9. Igazoljuk, hogy a megadott zy szam a mellette all6 P polinom gycke, majd emeljiik
ki a hozza tartozé gyoktényezét P-bol:

2, P(x)=32?—Tx+2;
(b) zg =3, P(z)=22%—42* - 18;
(c) wo=—1, P(x)=2x*—52%— 62>+ 3z +2.

10. Milyen k£ € R mellett lehet

(a) (222 +x + k)-bol (z + 3)-at (= € R);
(b) (422 — 6z + k)-bdl (z — 3)-at (z € R)

kiemelni? Emeljik is ki!
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3.2.2. Tovabbi feladatok

’ Azonossdagok igazoldsa ‘

1. Igazoljuk az alabbi azonossagot:

a _a~|—26 a s 8b3 o
a+ 2b 2b a—2b 8B —a3) 2b—a

(a,b € R, |a| # 2], b#0) .

2. Lassuk be, hogy minden a, b, c, x,y € R esetén

(a) a(b+c)* +b(c+a)?+ c(a+b)* — 4abc = (a +b)(b+ ¢)(c + a);
(b) (a® +0%) (2% +y*) — (azx + by)* = (ay — bx)*;
(¢) a® +b*+¢* —3abc = (a+ b+ ¢) (a® + b* + 2 — ab — be — ca).

3. Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b, ¢ € R esetén

(a) (a+0)* 4+ (b+c)* 4+ (c+a)® =3(a+b)(b+c)(a+c)=2(a’ +b° + ¢* — 3abe);

)
(b) (= b+ (b )" + (c — a)" — 3(a— b)(b— e —a) =0
(c) (a® —bc)® + (b — ac)® + (¢ — ab)? — 3(a® — be)(b* — ac)(c® — ab) =
= (a® —|—b3+c—3abc),

(d) (a+b—cP+(b+c—a)P+(ct+a—>b2—3(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b)=
= 4(a® 4+ b* + & — 3abe).

4. Mutassuk meg, hogy
(a) vVa— Vb= (Ya— Vo) (a+Vb) (a,b>0);
(b) av/a—bVb = (Va)®— (Vb)® = (Va—vb)(a+Vab+b) (a,b>0);
(c) Va3 + Vb3 = (\/’+\f)(a—\/%+b> (a,b>0).

’ Azonossag, feltétellel ‘

5. Mutassuk meg, hogy ha a,b,c > 0 és abc = 1, akkor

a N b n c B
ab+a+1 be+b+1 ca+c+1
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6.

10.

11.

Bizonyitsuk be, hogy ha z,y,2 € R és
B+ =P+ =yt 2 =1,
akkor zyz = 0.

Adjuk meg
a® + b + 3(a’b + ab®) + 6(a’b? + a*b?)

értékét, haa,b e Résa+b=1.

. Bizonyitsuk be, hogy ha két egész szam kiilonbsége 2, akkor a kobeik kiilonbsége

felbonthaté harom egész szam négyzetének Gsszegére!

’Kifejezés atalakitdsa: eqyszeribb alakra hozds, szorzatta alakitas

. frjuk egyszertibb alakba a kovetkezo kifejezéseket:

a—b | a*>+ab
(a) oV 22w (a,beR, 0<b<a);
4 1 A, 3lx-2) _

Alakitsuk szorzattd az alabbi kifejezéseket:

(a) 42 — 9b?;
(b) ¥+ 1;
(c) 8a® — 2T;
(d) 27a® + 8;
(e) 8a® + bS;

(f) 27a%z1? — 64b%y';

(g) 2%+ 182% + 108z + 216 .

Szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések értékét:

(a+1)(a®+a*+1)
(@ —a2+1)(a®+a+1)

(a) , ha a = 10;

S+ 4—-204b° 2
m) (22 TN (o + Y hab=8, 2= 997,5, y — 0, 75:
x? —y? x—y x4y

2Ty + 4y —3/r -6 (4y—l—19—2\/§

—5), haz=16, y=9.
2~ 2y 24205 ) ar=

()



20

3. Algebrai és gyokos kifejezések (3. hét)

12.

13.

14.

Igazoljuk, hogy

(a) V7+2v6-V7—2V6;
(b) VV6+2— V5 —2;
(©) VT+4V/3+ V7 —43;
(d) V1 —27¢/26 + 9V/262 + /26

egész szamok!

’ Polinombol gyoktényezo kiemelése ‘

Igazoljuk, hogy a megadott xy szam a mellette all6 P polinom gyoke, majd emeljiik
ki a hozza tartozé gyoktényezét P-bol:

(a) zg =1, P(x)=>5x>—22*+ Tx — 10;
-2,  P(z) =32%+102% + 8z .

=
I
o

I

Milyen k € R mellett lehet

(a) (2% — 4z + 2k)-bol (z — 4)-et;
(b) (z* — 323 + 5% + Tz — 3k)-bol (z + 1)-et

kiemelni? Emeljiik is ki!



4. Kijelentések, kvantorok (4. hét)

Cél: kvantoros kifejezések, kovetkeztetések, ekvivalenciak megértése, hasznalata.

4.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 10-27. oldal és 146-151. oldal;
H-TK 101-113. oldal.

Kujelentések

Az , allitas” és a , kijelentés” szavakat azonos értelemben hasznéljuk, és alapfoga-
lomnak tekintjiik. Szintén alapfogalomnak tekintjik az allitasok igazsagtartalmanak, més
szoval logikai értékének fogalmat, ami kétféle lehet: igaz, hamis. Néhany példa:

1. 5> 4. Logikai értéke: igaz. Mas széval: az allitas igaz.
2. 10 > 25. Ez az allitas hamis.

Néha a kijelentés egy vagy tobb valtozotol fligg, amely valtozdk egy megadott hal-
mazbol (ez az un. alaphalmaz) vehetik értékiiket. Példdul:

1. 2+3<5 (z€R),
2. P4+y*>1 (r eR, y eR).

Az ilyen kijelentéseket nyitottnak is szokas nevezni. A nyitott kijelentés igazsigtar-
talma attdl fligg, hogy a valtozdja helyére milyen értéket frunk. Példdaul az elébb felirt
x+ 3 <5 allitds x = 1 esetén igaz, = 8 esetén hamis.

A valtozdk azon értékeinek halmazat, amelyre a kijelentés igaz, igazsdghalmaznak
nevezziik.

Vezessiik be a V jelet a ,,minden”, a 3 jelet a ,1étezik” (,,van olyan”) szé roviditésére.
Ezeket a jeleket kvantorjeleknek, roviden kvantoroknak nevezziik. A kvantorok segitségével
egy nyitott kijelentésbdl 0j allitasok képezhetok. Példak:

I.VxeR: 22+1>0.
Logikai értéke nyilvanvaléan igaz.
2. VeeR: x+3<5h.

Logikai értéke hamis, mivel pl. z = 6 esetén nem igaz.

3. dzeR: z+3<5.

Ez az allitas igaz, mivel pl. x = 0 esetén igaz.
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4. Jz e [7,+0): x+3<5.

Az allitas hamis, mivel x > 7 esetén x + 3 > 10.

5. V(z,y) e R?: 22 +¢* > 1.

Logikai értéke: hamis, mivel pl. (z,y) = (0,0) esetén nem igaz.

6. VyeR: a2 +9%>1.
Az allitas nyitott, valtozdja x € R.

7.dzeRVyeR: a2 +9y2> 1.

E kijelentés logikai értéke: igaz. Ugyanis pl. z = 2 esetén az egyenlotlenség igy néz
ki:
4492 >1,

ami minden y € R esetén igaz.

8. Vrely +oo): z+3<5 (y € R).

Az allitas nyitott, valtozdja y.

9. JyeRVr ey, +o0): z+3<5.

A kapott kijelentés mar nem nyitott, logikai értéke eldonthetd, mégpedig: hamis.
Vegylink ugyanis egy y € R szamot. Ha y < 2, akkor pl. x := 3 valasztassal
3 € [y, +), de 3+ 3 < 5 nem igaz. Ha pedig y > 2, akkor pl. z := y + 1
valasztdssal y + 1 € [y, +00), de y + 1+ 3 < 5 nem igaz. Tehat valéban nem létezik
ilyen y € R.

Kuvantoros kifejezések tagadasa ‘

Tekintsiik az utolsé példaban szereplo
JdyeRVzely, +o0): 2+3<5
allitast. Konnyen meggondolhatd, hogy ennek tagadésa:
VyeR Iz ey, +o0): x+3>5.

Formalisan: a kvantorjeleket megcseréljiik, s a végén az allitas tagadasat vessziik.

sha-akkor” szerkezeti dllitasok (kévetkeztetések)

Legyen A(x) és B(z) két nyitott kijelentés, ahol az = véltozé az ) alaphalmazbdl
veheti az értékeit. Ekkor a

yha az A(x) éllitas igaz, akkor a B(x) allitas is igaz”
kijelentést kovetkeztetésnek nevezziik, és roviden igy jeloljiik:

A(r) = Bla).
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Mas megfogalmazasai:

»Az A(z) allitasbol kovetkezik a B(x) allitds.”
» A(x)-bél kovetkezik B(z).”
»Az A(x) feltétel elégséges ahhoz, hogy B(x) igaz legyen.”

»A(x) elégséges feltétele B(x)-nek.” Vegyiik észre, hogy formailag a = bal oldalan
all az elégséges feltétel.

»A B(x) feltétel sziikséges ahhoz, hogy A(z) igaz legyen.”

» B(x) szitkséges feltétele A(x)-nek.” Vegyiik észre, hogy formailag a = jobb ol-
dalan all a sziikséges feltétel.

,Minden olyan = € Q esetén, amelyre az A(z) éllitds igaz, igaz a B(x) allitds is.”

Ezt tomoren is felirhatjuk a V kvantorral:

VeeQ, A(z):  B(x).

Megjegyezzik, hogy a ,,ha-akkor” szerkezetii allitasnak a V kvantorral valé atfogalmazasa
sokszor megkonnyiti a megértést, a bizonyitast, tovabba az allitas tagadésat.

Példdul tekintsiikk (z € R esetén) az © > 3 = x > 1 kovetkeztetést. Ennek néhany
megfogalmazdsa:

Ha x > 3, akkor x > 1.

x > 3-bol kovetkezik, hogy = > 1.

Az x > 3 feltétel elégséges ahhoz, hogy = > 1 igaz legyen.
x > 3 elégséges feltétele x > 1-nek.

Az x > 1 feltétel sziikséges ahhoz, hogy = > 3 igaz legyen.
x > 1 sziikséges feltétele z > 3-nak.

Minden olyan = € R esetén, amelyre az x > 3 allitas igaz, igaz az x > 1 allitas is.
Tomor felirasa:
VreR, 2>3: x>1.

Nyilvanvald, hogy a vizsgalt kovetkeztetés igaz.

sakkor és csak akkor” szerkezeti dllitdsok (ekvivalencidk):

Legyen A(x) és B(x) két nyitott kijelentés, ahol x € Q. A | B(z) = A(x)” éllitast

az ,A(x) = B(x)” allitds megforditisinak nevezziik. Ha egy igaz kovetkeztetés meg-
forditésa is igaz, akkor azt mondjuk, hogy a kovetkeztetés megfordithato.
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Példaként tekintsiik az elébbiekben vizsgélt

r>3=—uzxz>1

(igaz) kovetkeztetést. Ennek megforditdsa az z > 1 = z > 3 A4llitds, ami szintén
sokféleképpen megfogalmazhato. Példaul igy:

VeeR, z>1: x>3.

Ebbdl a megfogalmazasbol latszik, hogy hamis allitashoz jutottunk, mivel pl. x = 2 esetén
2 € R és 2 > 1 is teljesiil, azonban 2 > 3 méar nem igaz. Tehédt az ¢ > 3 = = > 1 Allitéas
nem fordithaté meg.

Ha az A(x) = B(x) kiévetkeztetés is és a megforditdsa is igaz, akkor azt mondjuk,
hogy

»A(z) ekvivalens B(x)-szel”.
Ez tehat az alabbit jelenti:
(A(z) = B(x)) és (B(x) = A(x)).
Az igy kapott allitast ekvivalencidnak nevezzik, és igy jeloljiik:
A(z) <= B(x).

Mas megfogalmazésok:

o . A(x) és B(x) ekvivalensek.”

o Az A(x) allitas akkor és csak akkor igaz, ha a B(x) allitas igaz.”

o Az A(x) feltétel sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a B(x) éllitas igaz legyen.”

o Az A(zx) allitas pontosan akkor igaz, ha a B(z) 4llitas igaz.”

Mivel az ekvivalencia két , ha-akkor” szerkezetl allitasbol épiil fel, a ,, ha-akkor” szer-
kezetii allitasok pedig megfogalmazhaték a V kvantorjellel, ezért az ekvivalencia is meg-
fogalmazhaté kvantorjelekkel. Az

A(x) <= B(x)
ekvivalencia igy fogalmazhaté at:
(Ve eQ, A(z): B(x)) é (VxeQ, B(x): Alx)).
Ez az atfogalmazas kiilonosen az ekvivalenciak bizonyitasandal hasznos.
Példaként tekintsiik (x € R esetén) az
r#0=2">0

kovetkeztetést. Ennek megforditdsa az 22 > 0 = z # 0 4llitds. Kénnyen megmutathatd,
hogy az allitas is és a megforditasa is igaz. Tehat igaz az alabbi ekvivalencia:

r#0=122>0.



4.2. Feladatok 25

Néhany megfogalmazasa:

o Az x # 0 és az 2% > 0 allitdsok ekvivalensek.

e 1 # 0 akkor és csak akkor, ha 22 > 0.

o Az x # 0 feltétel sziikséges és elégséges ahhoz, hogy 2% > 0 igaz legyen.

e 1 # 0 pontosan akkor teljesiil, ha 2% > 0.

4.2. Feladatok

4.2.1. Orai feladatok
’ Kigelentések, kvantorok ‘

1. Tekintsik az

i) n>5 (neN)

ii)
n—+5
i) 224+2—-1=0 (r€R)

< 0,03 (neN);

nyitott kijelentéseket! Mindegyikiik esetében oldjuk meg az alabbi feladatokat:

(a) Adjuk meg a valtoz6 néhény olyan értékét, amelyre a kijelentés igaz!
(b) Adjuk meg a véltozé néhdny olyan értékét, amelyre a kijelentés hamis!

(¢) Adjuk meg a valtoz6 Gsszes olyan értékét, amelyre a kijelentés igaz (az igaz-
saghalmazt)!

(d) Képezziink 1j kijelentést a V kvantorral! Mi az igy kapott allitds logikai értéke?
Irjuk fel a kapott allitas tagadasat!

(e) Képezziink 1j kijelentést a 3 kvantorrall Mi az igy kapott allités logikai értéke?
Irjuk fel a kapott allitas tagadasat!

2. Tekintstuk az ]
—<0,01 (neNY
n

nyitott kijelentést!

(a) Képezziink 1j kijelentést a V kvantorral! Allapitsuk meg a kapott allitas logikai
értékét! Irjuk fel a kapott allitdas tagadasat!

(b) Képezziink 1j kijelentést a 3 kvantorrall Allapitsuk meg a kapott allitas logikai
értékét! Irjuk fel a kapott allitas tagadasat!
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(c) Tekintsiik az alabbi &llitast:

1
Yn>N: —<0,01 (N € NT).
n
Milyen kijelentést kaptunk?
(d) Tekintsiik az alabbi allitast:

INeNTVn>N: l<o,o1.
n

Allapitsuk meg a kapott &llitds logikai értékét! Irjuk fel a kapott &llitds ta-
gadasat!

3. frjuk fel kvantorokkal az aldbbi éallitasokat! Adjuk meg az allitasok tagadasat, és
dontstik el, hogy az allitas vagy a tagadédsa igaz-e!

2

(a) Van olyan n természetes szam, hogy n > 100.
10n —7
2
(b) Minden n természetes szam esetén > 100.
10n —7
(c) Van olyan természetes szam, hogy minden néla nagyobb n természetes szam
2
esetén > 100.
10n — 7
Megjegyzés: A (c) pontbeli dllitast az alabbi két megfogalmazdsban is szokds
mondani:
2
1. Minden elég nagy n természetes szam esetén igaz, hogy mn - > 100.
n JE—
2
n
2. Az 10 - tort nagyobb 100-ndl, ha n elég nagy természetes szam.
n R

4. Fogalmazzuk meg kvantorokkal az alabbi allitasokat, majd dontsiik el, hogy igazak-e
vagy sem! Irjuk fel tagadasukat is!

(a) Minden elég nagy n természetes szamra igaz az, hogy
n* — 351" — 15n” + 13n + 10 > 2000.

(b) Minden elég nagy n természetes szamra igaz az, hogy

2n3 + 3
n® —3nt =T34+ 2n?2 —10n +1

< 0,05.

(¢) Minden elég nagy n természetes szamra igaz az, hogy

2n8 — 20n° + 3n* — 613 + 3

> 230.
13n3 + 100n2 + 200
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Kovetkeztetések, ekvivalencidk‘

5. Fogalmazzuk meg kiilonféle médokon az alédbbi allitdsokat (,ha-akkor”, =, sziik-
séges, elégséges, V kvantorjel, sth.)!

(a) Barmely z valds szam esetén az x > 0 feltétel elégséges ahhoz, hogy x? > 0.

(b) Legyen x és y valds szam. Annak a sziitkséges és elégséges feltétele, hogy az zy
szorzat nulla, az, hogy © = 0 vagy y = 0.

6. Mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy

(a) két valés szdm négyzete egyenld legyen?

(b) két valds szam kobe egyenld legyen?

Fogalmazzuk meg kiilonféle médokon a kapott allitasokat (,,ha-akkor”, =, sziiksé-
ges, elégséges, V kvantorjel, stb.)!

7. Fogalmazzuk meg az alabbi allitdas megforditasat! Dontsiik el, hogy a kovetkeztetés
vagy a megforditasa igaz-e, esetleg egyik sem! (z és y valds szamokat jeldl.)

??+1y°=0 = 2=0vagyy=0.

4.2.2. Tovabbi feladatok

’ Kigelentések, kvantorok ‘

1. Tekintsik az )

1 N
2n—|—1> 00 (neN)

nyitott kijelentést!
(a) Adjuk meg a valtoz6 néhény olyan értékét, amelyre a kijelentés igaz!
(b) Adjuk meg a véltozé néhany olyan értékét, amelyre a kijelentés hamis!

(¢) Adjuk meg a véltozé Osszes olyan értékét, amelyre a kijelentés igaz (az igaz-
sdghalmazt)!

(d) Képezziink 1j kijelentést a V kvantorrall Mi az igy kapott allitas logikai értéke?
Irjuk fel a kapott allitas tagadasat!

(e) Képezziink 1j kijelentést a 3 kvantorrall Mi az igy kapott allités logikai értéke?
Irjuk fel a kapott allitas tagadasat!
2. Tekintsiik az

. 1
i)
n+5

< 0,03 (ne€N);
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4. Kijelentések, kvantorok (4. hét)

ii)
iii)

iv)

n?+5
21 :
o 1 3 (neN)
2
N.
S > 308 (n e N)
73 4+ 10n — n?
1 < —157 (n €N);

kijelentéseket! Mindegyikiik esetében oldjuk meg az alabbi feladatokat:

(a)
(b)
()

Képezziink 1j kijelentést a V kvantorral! Allapitsuk meg a kapott allitas logikai
értékét! Irjuk fel a kapott allitds tagadésat!

Képezziink 1j kijelentést a 9 kvantorral! Allapl'tsuk meg a kapott allitas logikai
értékét! Irjuk fel a kapott allitas tagadasat!

Ha rendre A(n) jeloli az i), ..., iv) pontban szereplé kijelentést, akkor képezziik
az alabbi allitast:

Vn>N: A(n) (N e N).
Milyen kijelentést kaptunk?

Ha rendre A(n) jeldli az i), ..., iv) pontban szerepl6 kijelentést, akkor képezziik
az aldbbi allitast:
AN eN"vVn>N: A(n).

Allapitsuk meg a kapott 4llitds logikai értékét! Irjuk fel a kapott &llités ta-
gadasat!

3. frjuk fel kvantorokkal az aldbbi allitasokat. Adjuk meg az allitasok tagadasat, és
dontstik el, hogy az allitas vagy a tagadédsa igaz-e!

-2
Van olyan n természetes szam, hogy —— < 0,07.
n? —4n + 2
Minden n természetes szam esetén —————— < 0,07.
n? —4n +2
Van olyan természetes szdm, hogy minden nala nagyobb n természetes szam
esetén ————— < 0,07.
n? —4n +2
Minden elég nagy természetes szam esetén igaz, hogy - % < 0,07.
n? —4n + 2

Minden elég nagy n természetes szam esetén igaz, hogy

1
§n3 —25n2 — 14n + 9 > 1000.

Minden elég nagy n természetes szam esetén igaz, hogy

n3 + 4n? — 3n + 20 _
IS —Tnt+4n3 —12n2 — 12n+5

0,01.



4.2. Feladatok 29

(g) Minden elég nagy n természetes szam esetén igaz, hogy

2n° — 25n* — 1Tn3 +4n? +5n — 4

> 185.
18n? 4+ 17n? — 16n + 15

Kovetkeztetések, ekvivalencidk‘

4. Fogalmazzuk meg kiilonféle médokon a megadott allitdsokat (,,ha-akkor”, =, sziik-
séges, elégséges, V kvantorjel, stb.)!
(a) Két valds szam egyenldsége elégséges ahhoz, hogy a négyzetiik is egyenld legyen.

(b) Egy masodfoki egyenlet diszkrimindnsanak a pozitivitdsa elégséges ahhoz,
hogy az egyenletnek legyen valds gyoke.

(c) Egy négyszog oldalainak egyenldsége sziikséges ahhoz, hogy az illet6 négyszog
négyzet legyen.

(d) Egy négyszog szogeinek egyenldsége elégséges ahhoz, hogy a széban forgd négy-
sz0g deltoid legyen.

(e) Hérom szakasz hosszanak az egyenldsége elégséges ahhoz, hogy ebbdl a harom
szakaszbol, mint oldalakboél haromszoget szerkeszthessiink.

(f) Ahhoz, hogy két valds szam Gsszege hét legyen, elégséges, de nem sziikséges,
hogy az egyik szam 0t, a mésik pedig ketto legyen.

5. Mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy

(a) egy valés szam négyzete pozitiv legyen?

(b) az ax® + bz + ¢ masodfoku kifejezés minden z valds szdm esetén pozitiv (nem-
negativ) (negativ) (nem-pozitiv) legyen? Itt a, b, ¢ rogzitett valds szamok.

az a, b befogéju és ¢ atfogdju haromszog derékszogl legyen?

(c)
(d) valamely konvex négyszog érinténégyszog legyen?
adott szakasz egy térbeli pontbdl derékszog alatt 14tsszék?
dott szak térbeli tbdl derékszog alatt latsszék?
)

az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoki egyenletnek két kiilonbozé valés gyoke legyen?
Itt a, b, c rogzitett valds szamok és a # 0.

(g) az x valés szamhoz legyen olyan y valds szdm, hogy y? = z?

Fogalmazzuk meg kiilonféle médokon a kapott éllitasokat (,, ha-akkor”, =, sziiksé-
ges, elégséges, V kvantorjel, stb.)!

6. Legyen A(z), B(z), C(x) és D(x) a kovetkez6 négy nyitott kijelentés az R alaphal-
mazon:

A(x): x pozitiv valds szam;

B(z): x olyan valés szdm, amelyre igaz, hogy x° + x — 6 = 0;
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4. Kijelentések, kvantorok (4. hét)

C(z): x = -3;
D(x): z =2.

Fogalmazzuk meg kiilonféle médokon az alabbi allitasokat, és vizsgaljuk meg, hogy
igazak-e:

1. C = B; 2. C = A; 3. D = A
4. D = B; 5. B= (C'V D); 6. B < (CVD);
7. (ANB) < D; 8. AAD:; 9. (AANB) <= C

. Tetszoleges n € Z esetén tekintsiik az alabbi kijelentéseket:

A(n) : n oszthatd 10-zel;
B(n) : n oszthaté 5-tel;
C(n) : n oszthaté 2-vel.

Fogalmazzuk meg kiilonféle modokon a kovetkezo allitasokat:

(a) A= B,
(b) A <= BVC(C.

Ellendrizziik, hogy az els¢ allitas megforditasa, azaz a B = A kovetkeztetés nem
igaz!

. Az ebben a feladatban szereplé nyitott kijelentések kozos alaphalmaza R. frjuk a

[0 -be a =, <=, <= szimbdlumok valamelyikét gy, hogy igaz allitast kapjunk
(ahova <= irhatd, oda csak azt irjuk):

(e) z(z*+1)=0 O =z =0;
(f) 2(z+3)<0 O z>-3.

. Tekintsiik az aldbbi kovetkeztetéseket (minden valtozd a valds szamok halmazabol

veszi az értékét):

a) t=06sy=0= 22+ 9> =0;
(a)

(b) 2y =22z = y = z;

(c) x>y*=2>0.

Fogalmazzuk meg ezeknek az allitasoknak a megforditasat! Mindegyik esetben dont-
siik el, hogy a kovetkeztetés vagy a megforditasa igaz-e, esetleg egyik sem!



5. Teljes indukcié (5. hét)

5.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 28-34. oldal;
H-TK 11-14. oldal.

’ Teljes indukcio: ‘

Rogzitsiink egy m € Z szamot, és legyen A(n) az m < n € Z szamokra vonatkozo
olyan allitas, amelyre egyrészt

e A(m) igaz, masrészt,

e ha valamely m < n € Z szamra A(n) teljestl (vagyis igaz az un. indukcids feltevés),
akkor A(n + 1) is fennall.

Ekkor A(n) igaz minden n € Z, n > m szamra.
Mivel m a legkisebb egész szam, amelyre az allitast igazoljuk, azt mondjuk, hogy az
indukcio m-rol indul. Leggyakoribb az 0-r6l, az 1-16l és a 2-r6l valé indulas.

Példaul az 1-r6l valé indulés esete igy szol:
Tegyiik fel, hogy A(n) az n € NT szamokra vonatkozé olyan allitds, amelyre egyrészt

o A(1) igaz, masrészt,

e ha valamely n € N* szdmra A(n) teljesiil (vagyis igaz az indukcids feltevés), akkor
A(n + 1) is fenndll.

Ekkor A(n) igaz minden n € N* esetén.

’ Binomidlis egyttthatok: ‘

Legyen k,n € N, k < n és

=1, nl=][i 1<n), (l{:):m

=1

A binomidlis egytitthaték nevezetes tulajdonsagai:

D-0- (-6 (-0
(n;_l):(Z)*(kfl) (h=1,....n).

tovabba
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5.2. Feladatok

E szakasz feladatait teljes indukciéval oldjuk meg. Megjegyezziik, hogy koztiik tobb feladat
is van, ami teljes indukcié nélkiil is megoldhatd, s6t olyan is, melynek az indukcié nélkiili
megoldasa még egyszeriibb is.

5.2.1. Orai feladatok

’ Egyenldségek igazolasa ‘

1. Igazoljuk, hogy az aldbbi dllitdsok minden n € NT esetén igazak:

noo nn+1)
k=1 2

,\
£
g

>~

2. (Binomidlis tétel.)

(a) Bizonyitsuk be a binomidlis tételt:
Minden a,b € R, n € Nt esetén

(a+0b)" = (Z) a" ok
k=0

(b) A binomidlis tétel alkalmas szereposztasaval ldssuk be, hogy

Xn: <Z) =2 Z(—l)’“(Z) —0 (neN%).

k=0

3. Mutassuk meg, hogy ha n € Nt tovdbba ai, ¢ € R, ¢ # 1, akkor
q" —1
qg—1

am+ag+ad+.. +ad =

(a mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege)!

’ Egyenlotlenségek igazoldsa ‘

4. Igazoljuk, hogy

@) 2v/ntl-2<3

k=1

<2yn—-1 (neN"),

-
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(b) (2n)! < 2**-(nl)> (n € NT);
1 n 2k —1 1
— < <
(c) NG =< 5=

(2<neN).
5. (Bernoulli-egyenlétlenség. ) Bizonyitsuk be, hogy ha n € Nt és —1 < h € R, akkor

(1+h)" > 1+ nh.

1
Kovetkezmény: Minden n € Nt esetén h := — szereposztdssal kapjuk, hogy
n
1 n
(1 n _> >
n

6. Mutassuk meg, hogy a Bernoulli-egyenlétlenség —2 < h < —1 valds szdmokra is
igaz!

Megjegyzés: Itt nem miikodik a , klasszikus” indukcids bizonyitasi modszer.

5.2.2. Tovabbi feladatok

’ Egyenloségek igazolasa ‘

1. Igazoljuk, hogy az aldbbi allitdsok minden n € Nt esetén igazak:

(@) S (-t gt = (et MOED,

=1

k‘

()Zkg T;

ol
—

n

(c) ST k(Bk+1)=n(n+1)%

(@) ik(k‘—l—l) (n+1§(n+2);

Ed
—_

Ed
—_

(e) ik:(k:+1)(k+2) (n+1)(n4—i—2)(n+3);

o
—_

(f) > @2k-1)=

o
—_

n

() k-kKl=mn+1)!-1,;

=1

M) I (1+2):n+1;

k=1

o

(i) Z(2&—1) k::,;nJrk'

k=1
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2. Lassuk be, hogy minden n € N esetén

n

[T +2%)=2" -1.
k=0

3. Mutassuk meg, hogy ha n € N*, tovabbd a,, d € R, akkor

[2a1 + (n — 1)d]

NS

a1 + (a1 +d) + (a1 +2d) + ... + (a1 + (n — 1)d) =

(a szamtani sorozat elsé n tagjanak dsszege)!

’ Egyenlotlenségek 1gazoldsa ‘

4. Bizonyitsuk be, hogy

(a) 2" >n? (4<neN)

(b) 3" >n3 (4 <neN)

(c)é%<2nn_l (2 <neN)

(d>énik>% (2 <neN)
no1

(e)kzlﬁ>\/ﬁ (2<neN)

3 |l

(2 <neN)

—~
—
N
—
[\
&y
=
V
—~
—~
S
_|_
[S—Y
~—
N
3

(g) 2" >14+n-v2n~1 (2<neN).

5. (A/ltaldnosz/tott Bernoulli-egyenlétlenség. )

Bizonyitsuk be, hogy ha n € Nt és xq,..., 2, € [-1, 4+00), tovabba az w1, ...

szamok azonos el6jeltiek, akkor

(I+x) - (I4+x) ...-(I4+z) > 14z +20+...+ 2, .

6. Igazoljuk az alabbi egyenlotlenségeket:

n+1

(a)n!<< >n (2 <neN)

n 1 n+1
o) T+ 5 < ("5

k=1

)nH (3<neN).

axn



6. Masodfoku egyenletek, egyenlotlenségek
(6. hét)

6.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 190-193. oldal;
H-TK 175-176. oldal.

’ Madsodfoki polinomok ‘

Legyen a,b,c € R, a # 0 és
P(z) :=az®* +br+c (z €R).
Ekkor

1. (teljes négyzetté kiegészités)

n b 2_b2—4ac B
v 2a 42 a

2 2
—4
:a(x%—%) b 4aacza(x—u)2+v (x € R),

b
P(x):a(x2+—x+f> =a
a  a

dac — b?
hol u i= ——, v := .
ahol u 55’ v 1

A teljes négyzetté kiegészités segitségével tudjuk
(a) dbrazolni a P fliggvényt;
(b) levezetni P abszolit szélséértékének helyét:

b

—50

T =

ami a > 0 esetén minimum, a < 0 esetén maximum.
(c) levezetni a P(x) = 0 mésodfoku egyenlet megoldoképletét.

2. (masodfoki polinom eldjele)
Ha a > 0 (azaz P grafikonja egy felfelé nyitott parabola), akkor
o P(x)
e P(x)

(reR) <= b —4ac<0,

>0
>0 (zeR) <= b —4ac<0,
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P(z)>0 (z€(—00, x1)U (29, +0)),

e b2 — 4ac > 0 esetén
P(z) <0 (z€ (71, 1)),

ahol z; és x5 jeloli a P polinom két (kiillonbozd) gyokét ugy, hogy x1 < xs.

Analég 4llitas fogalmazhaté meg a < 0 esetén (P helyett (—P)-re alkalmazva az el6bbie-
ket). Szemléltessiik mindezeket derékszogii koordinatarendszerben!

6.2. Feladatok

6.2.1. Orai feladatok
’ Teljes négyzetté kiegészités, Viete-képletek

1. Végezziik el a teljes négyzetté kiegészitést, majd oldjuk meg ennek segitségével a
P(z) = 0 masodfoku egyenletet:

P(x)=2"—6x+3;  Pz)=22"+Tz— 1.

2. A Viete-képletek segitségével szamitsuk ki a fenti polinomok esetén a gyokok
(a) 0
(b) szorzatdt;
(c) négyzetdsszegét;
)
)

(d) kiilonbségének abszolut értékét;

(e) reciprokanak Osszegét.

’ Egyenlotlenségek megolddsa

3. Milyen x € R esetén teljesiil az

(a) 2> =5z +6>0;
3x2+Tr —4

b) —m—mm— < 2:

) o3 <%
z—1 3r+4

(c) ;

(d)

>
r+1" 1-2z’
egyenldtlenség?

r+2 3r—2
+ <
z+1 1-—-2z —
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’Pamméteres egyenletek, eqyenlotlenségek

4. Adjuk meg azokat a p € R paramétereket, amelyekre

(a) az x* + 6z + p > 0 egyenlStlenség minden z € R esetén igaz!
2

(b) az z* — pr > — egyenlStlenség minden z € R esetén igaz!
p

(c) az (p* — 1)z® +2(p — 1)z + 1 > 0 egyenlStlenség minden = € R esetén igaz!
2?2 —pr+1

d A e
(d) az 2+r+1

< 3 egyenlotlenség minden z € R esetén igaz!

5. Valamely p € R paraméter mellett a 222 —3(p—1)z+1—p? = 0 mdsodfoki egyenlet

5
gyokeinek a négyzetosszege 1 Mi a p?

6. Adjuk meg a p paraméter értékeit gy, hogy az (1 — p)z® + 2px = p + 3 egyenletnek
két kiilonboz6 pozitiv gyoke legyen!

7. Legyen p € R és tekintsiik az 2 — (p — 2)x + p — 3 = 0 méasodfoki egyenletet!
Hatarozzuk meg a p paramétert Ugy, hogy az egyenlet gyokeinek a négyzetosszege

minimalis legyen!

8. Milyen p,q € R egyiitthatokkal lesz az x® + pz + ¢ = 0 egyenletnek p is gyoke és ¢
is gyoke?

6.2.2. Tovabbi feladatok

’ Teljes négyzetté kiegészités, Viete-képletek

1. Végezziik el a teljes négyzetté kiegészitést, majd oldjuk meg ennek segitségével a
P(z) = 0 méasodfoku egyenletet:

P(z)=2?+ 10z +26;  P(z)=—2>+2x+3;  P(z)=—32>+8z +5.

2. A Viete-képletek segitségével szamitsuk ki a fenti polinomok esetén a gyokok

(a) Osszegét;
(b) szorzatét;

(c) négyzetsszegét;
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(d) kiilonbségének abszolit értékét;

(e) reciprokanak Osszegét.

’ Egyenlotlenségek megolddsa

3. Oldjuk meg a valdés szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenségeket:

222 4 br — 18
(a) po— < 0;
-9
b) =7 >0.

Vi—3"

‘Pamméteres egyenletek, eqyenlotlenségek

4. Milyen p, q € R egyiitthatékkal lesz az 2% + px + g = 0 egyenletnek

a) olyan gyoke, amelynek a reciproka is gyoke?

(c

(d) minden gyokének az ellentettje is gyoke?

(a)
(b) minden gyoke olyan, hogy annak a reciproka is gyoke?
) minden gytkének a négyzete is gyoke?

)

5. Adott p € R paraméter mellett oldjuk meg a valés szamok halmazan az

(a) x(z +3) +pp—3) =2(pz —1);

- 10
(b>M_$+p: Y 10
r+p T+p

egyenleteket!

6. Milyen m € R esetén lesz az (m—1)z? —2max+m —2 = 0 egyenletnek két kiilonbozd
valés gyoke?

7. Hatdrozzuk meg R > m-et tigy, hogy az x* + 2(m — 3)x + m? — 4 = 0 egyenletnek
két pozitiv gyoke legyen!

8. Mi lehet a p € R paraméter, ha az (1 — p)a® — 4px + 4(1 — p) = 0 egyenletnek
legfeljebb egy valés gyoke van?

9. Adjuk meg R > ¢-t 1igy, hogy az 2% — 4x + ¢ = 0 egyenletnek

(a) legyen olyan gyoke, amelynek a haromszorosa is gyoke;

(b) egyetlen gyoke legyen!
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10.

11.

12.

Melyek azok a k € R szamok, amelyekkel az
P +kr4+1=0 ésaz 2°+x+k=0

egyenletnek van kozos gyoke?

Oldjuk meg a valds szamok korében a
(222 +7r—8) - (22°+Tx —3)—6=0
egyenletet!

Legyen a,b € R. Tudjuk, hogy az 2® + ax? + x + b = 0 egyenletnek —2 gyoke és van
olyan gyoke, amelynek a reciproka is gyoke. Hatarozzuk meg az a, b paramétereket!



7. Egyenletek, egyenl6tlenségek (7 — 8 — 9.
hét)

Ebben a fejezetben abszolutértékes, gyokos, exponencialis ill. logaritmusos egyenleteket,
egyenlotlenségeket oldunk meg.

7.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 183-204. oldal;
H-TK 170-182. oldal.

7.2. Feladatok

7.2.1. Orai feladatok

’ Abszolitértékes egyenletek, egyenlitlenségek ‘

1. Igazoljuk a kovetkezé allitdsokat (hdromszig-egyenlétlenségek):

(@) [z +yl <|z|+ |y (z,y €R);

0) [e=y|>|lal Iyl | (@yeR).

2. Milyen = € R esetén teljesiilnek a kovetkezd egyenloségek ill. egyenltlenségek?

(@) |22 =7+ 22+ 7| =14;
(b) 22 —T7|+ 2+ 7| =2+ 15;
(c) |2? —dx — 5|+ |z —2| =T;
(d) |22 + 32| = |22 — 6|

(e) |2* =9 + |a* — 4] = 5;

(f) 122 =1 <o —1];

(8) Je(1 — )| < §

1+ |z —2|

1
<5
e —3] — 2

()
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‘ Gyokos egyenletek, egyenlo"tlenségek‘

3. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket és egyenlétlenségeket a valds szamok halmazan:

(@) Ve +1—+v9—2=+20—12;

(b) Va2 +5z+1=2x—1;

(c) z—1=+1—2V16+ 22;

(d) V622 48z —8—+/3r—2=0;
e) V3r+13<z+1;
)
)
)

(

(f \/$2+4x>2—x
(g) Va2 —1<5—u;
(

h) V22 +1— 2z —8>3.

’Exponencz’cilis egyenletek, eqyenlotlenségek ‘

4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket, egyenltlenségeket a valés szamok halmazéan:

27 — 128: 27 > 128: 27 < 128: ! x—81' 3 x>25
T =7 ’ 2€1) 5 9"

5. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket, egyenlétlenségeket:

(a) 9-37246-371+5.3 =2.3711 4 18;

(b) 16-37 =9.2%

(c) 3512.27 —2.36" + 18 = 0:

(d)
)

1 1
d) 34745077 =647 — g7

2
() 4211 —9.27 42> 0.

’Loga'm’tmusos egyenletek, eqyenlotlenségek

6. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket, egyenlotlenségeket a valés szamok halmazan:
logs x = —1; logs x < —1; logs x > —1;

log%x<—2; log%x>—2; log%x:—Q.
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7. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket, egyenlotlenségeket:

(a) logs (log, (1g(27))) = 0;

: 1
(b) logy; { -logg (2 —log :c)] =5

)
)
(c) logs(x + 1) —logs(z + 10) = 2logz 4,5 — 4;
(d) logy(z — 2) +logy(x +3) =14 2log, 3;
)
)
)

(e 10g32(2x) logg(4x) + logy(z) = 3;
3r—1
l 1
(g OgS + 2 > )
3x —
(h) log, . <1;

7.2.2. Tovabbi feladatok

’ Abszolutértékes egyenletek, egyenlitlenségek

1. Milyen = € R esetén teljestilnek a kovetkezo egyenloségek, egyenltlenségek?

3|z| —2

|z[ —1

|z +1] = 2[ = [z — 2| + 1;

|z + 3|+ |z — 1] = 3z — 5;

|z + 1| — |z| + 3|z — 1| — 2|z — 2| = = + 2;

(e) |[x+3|+ Va2 -2z +1=8.

( r 2 |z —2]
1+z 3|~ 1+|z—2]’

(g) 2 —6lx| =7 < 0;

r+1

(a
(b
(c
(d

-

(S

~— O~ ~— ~—— —

f

xr—1
r—1 r+1

)

(h)

(i) | o+ 1] =fe=1]] <1;
)
)

'S%

(]
(k) |z +2| — |z > 1.

|z > | = 1[;
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’ Gyokos egyenletek, egyenlé’tlenségek‘

2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket, egyenl6tlenségeket a valds szdmok halmazan:

a) Vh+ Vet I+V3-VatI=VT+1;
) V3+Vh—x=x.

() V2z +3++3z+3=1;

(d) VAx2 + 4z +1 — Vadx2 — 122 + 9 = 4;

=

20 = x + 3;

) Ve+2+2V/zr+1+Ve+2—2/z+1=2.
(&) V3z T T0< z+4;
(h) V3z+7<z-1;
(i) VBr+16 > 2 +2;
() Va=5—x <5,

3. Van-e olyan x raciondlis szam, amelyre

vr—1 B \/3x+22‘
Vi—10 3z -14'

(a)

(b) V4 —2Vx?—1=2z7

’Exponencidlis eqyenletek, egyenldtlenségek

4. Adjuk meg azokat az x € R valds szamokat, amelyekre
(a) 871 — 23272 4 8 = ();

23m+1 + 32x+2 =11.

(c) 271 . 57T = 0.017%;

3*+37=p (pe€ R paraméter);

f) (e—1)7 = Yz=1.
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1
533674 -
() < g5
4—3x
w2 =T
7 9’
(i) 2° +21-* < 3.

’ Logaritmusos egyenletek, eqyenlotlenségek ‘

5. Oldjuk meg a valdés szamok halmazan az aldbbi egyenleteket, egyenl6tlenségeket:

(a) log, (2% + 16) + log,_,(2z + 1) = log,_,(27) + log,_,(z* + 21);
(b) log, .,y (22% + 8z + 6) = 2;
(c) logs(x® — 1) — logy(a? + o+ 1) = 2,
(A) g (a) + g (s) = 6

(e) log, ;(2? =2z +1) =2;

(f) lg(z +24) =2 — 21g(va +3);

(g) 4log,(x) — 4log,(z) + 4log,(z) =3 (a € R);
(h) lg(z) +1g(z —3) = 1;

(i) 2-1g(2) +1g(2x + 1) — lg(—12z) = 1g(1 — 2x);

. logs(2)
) logg (42 — 15)

(k) log, (2% + 32* — 27) = 3;

(1) Togy(2) + 2 - logy(x) = 3 - logy(x) + 1

(m) (logy(2)) - (logg(22)) = 2 - log, (2);

(n) log, (17 —2%) + log2 (2* 4+ 15) = §;

(0) 28 = 0.1 22
) lo
)
)

(p) logs (IOgs( ) — 3-1Og2( )+5) =2.
(q lgl(x + 2 —30) <0;
(r) logsx >log, 3.

’ Polinomok egész gyoker ‘

6. Igazoljuk, hogy ha a k egész szam gyoke a
P@)=an - 2" +ap_1-2" '+ ... +a-z+ag

egész egyiitthatés polinomnak (tehat &, ag, ..., a, € Z), akkor k osztéja ag-nak!
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7. Hatarozzuk meg az alabbi polinomok egész gyokeit:

(a) =t — 223 — 8% + 137 — 4;

(b) 2zt — 223 — 8% + 13z — 6;

(c) a® —62* + 15z — 14;

(d) 2° — 22* — 423 + 42* — Bz + 6;

(e) x° — 122% + 6z + 36.

Megjegyzés: Igazolhatd, hogy ha a polinom féegyiitthatéja a, = 1 vagy a, = —1,
akkor a polinom valds gyokei vagy egész szamok, vagy pedig irracionalis szamok.

Egyenlotlenségek 1gazoldsa ‘

8. Mutassuk meg, hogy minden 1 < n € N esetén teljesiil az

%<\/n+1—\/n—1

egyenlotlenség!

9. Bizonyitsuk be, hogy

2 2
(@) | 2 T 2V (@b e [0, +oo))

(b) a+é >2 (a#0).

Mikor van egyenloség az elobbi egyenlotlenségekben?
10. Igazoljuk, hogy minden a,b,c € R esetén teljesiil az
(a® + 1)(b* + 1)(c* + 1) > 8abc
egyenlGtlenség! Mikor van itt egyenloség?

11. Bizonyitsuk be, hogy minden a, b, x, y € R esetén

(a) laz + by| < Va2 + b2 /22 + 2 (Cauchy-egyenlétlenség);

(b)

V(e a2+ (y+b)? < Va2 +y?+ Va2 + 12,

és itt egyenloség pontosan akkor van, ha létezik olyan A\ > 0 valds szam, hogy
(x=MXaésy=Ab) vagy (a=Mxésb=\y).

Mi a geometriai jelentése ennek az egyenlotlenségnek?
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12.

13.

14.

15.

Mutassuk meg, hogy
1 1

logo(m) | log, (2)

Lassuk be, hogy minden 1 < n € N esetén teljesiil a

> 2.

1
2vn—|—1—2\/ﬁ<7<2\/ﬁ—2\/n—1
n

egyenlGtlenségpar!

Mutassuk meg, hogy

2

(a’> \/EZﬁ (a7b6(0’+oo))7
__|__
a b

(b) a®>+ 0>+ >ab+ac+bc (a,b,ceR).

Mikor van egyenléség az elobbi egyenlotlenségekben?

Igazoljuk, hogy teljesiilnek az alabbi egyenlotlenségek:

1 2
—_— — beR, 2lb :
@[5 < 2 wber 20 < ol
a b
) [5+2 22 @oero
x4+ 2
> 2 € R);
© it 22 weR)
x? 1
< Z .

(e) a>+bv* —ab—a—b+1>0 (a,beR);

20\ °
(f) 2 < (aaib) (a,b € (0, +00), a® < 20?) .
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16. Bizonyitsuk be, hogy teljesiilnek az alabbi egyenlotlenségek:

(a) 0<a+b—ab<1l (a,be(0,1));

(b) a +b2>2|ab| (a,b € R);

(¢) 22* =223 —2*+1>0 (2 €R);

(d) ab—>5a*>—30* <0 (a,b€R);

(e) la+bl <|1+ab] (a,b€R, l|al,|b] <1);

(f) la+b|+|a—>bl>|a|+ b (a,beR);

(g) la| + o] +|c| +la+b+c|>|a+b+|b+c|+|c+a| (ab,ceR);

(h) (a+26> —2<2—<%>2 (a,b € (0,+00), a* < 2b?) .

a+b
17. Mutassuk meg, hogy

log,(a® 4+ 1) +log,21(a*) >3 (a € (1,+00)) .



8. Trigonometrikus egyenletek,
egyenl6tlenségek (10. hét)

8.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 248-256. oldal, 204-211. oldal;
H-TK 206-211. oldal.

1. Szog, szogmérés (fok, tvmérték).

2. Szogfiggvények értelmezése (hegyesszog, tetszoleges sz0g).

3. Nevezetes szogek szogfliggvényei.

4. Alapvetd trigonometrikus azonossagok (a tobbi ezekbdl levezethetd):
(a) sin?a +cos?a = 1;

(b) sin(a£ 3) = sina - cos f £ cos « - sin 3

¢) cos(a+ ) =cosa-cosf Fsina-sing;

)
)
()
(d) sin2a = 2sina - cosa ;
)
) si

(e) cos2a = cos? o — sin? o ;
1 — 2 1 2
(t % . cosla = # (linearizdld formuldk).

5. A sin, cos, tg, ctg fiiggvények grafikonja, jellemz6 tulajdonsagaik.

8.2. Feladatok

8.2.1. Orai feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:

7r_\/§ T 1

siny = — ; Sin(:L‘ + 7) = 7; cos(3$ — Z) = —.

21 T 1

texr =/3: te (20 — =) = —1; te?(2r — =) = —.
gr =V3; g(2r— =) octg’2e—5) =3
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2. Milyen = € R esetén lesz

(a) sindx = sinz;
(b) cos 10x = cos 2z;
(c) cosdx = sin 3x;
(d) cos2x —3cosz +2=0;
)
)

(e) ctgr —tgx = 2v/3;
(

; cosx_?)
tgx 2’
—5tg?r = 1;
(2) o, otgtr =1

(h) V3 -sinx + cosz = /3;

(1> 9sin2$ + 90052:1: — 6 ?

‘ Egyenlitlenségek ‘

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valds szamok halmazan:

1 1 1 1

sing < ——: sing > ——: cosy < ——: cosx > ——.
2’ 2’ - 2 - 2

4. Milyen x € R esetén lesz
V2 <sinz+cosxr <V2?

5. Hatarozzuk meg azokat az z € R szamokat, amelyekre

(a) 2sin?z —sinz — 1> 0;
(b) 2cos’z +sinx —1<0;
2sinz + 1

- <0.
<C> 2cosx

8.2.2. Tovabbi feladatok

‘ Azonossagok ‘

1. Igazoljuk, hogy azon a halmazon, ahol az alabbi egyenléség mindkét oldala értelmes,

az egyenlOoség azonossag:

sin? 2x
5 ;

(a) sin*x +costr =1—

3 1
(b) sin®z + costz = 1 +Zcos4x.
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8. Trigonometrikus egyenletek, egyenlGtlenségek (10. hét)

(c) coslr 1+ tg?;
(d) tg?r —sin®z = tg2x - sin® x;
2ct
(e) sin2zx = st
1+ ctg2x

2. Bizonyitsuk be, hogy van olyan 0 < z < g valés szam, hogy

sinz + 2cosx = V5 - sin(z + ) (x e R).

3. Hatarozzuk meg azokat az = € R szamokat, amelyekre
(a) 4cos®z + 3cos(m —z) = 0;
(

b

)

t t = ;
) tgw +cter sin 2z’
(¢) sinz = /3 - cos x;

(d)

1

e P

(e) Wi

(f) sine ++/3-cosz =2,

sin2x — 2cosx - sinz — 3cos’ z = 0;

sinz -tgx =

1
4. Az y € R paramétertdl fiiggéen oldjuk meg az y + — = 2sinx egyenletet a valos
)

szamok halmazdn!

’ Teljes indukcios feladat‘

5. Igazoljuk, hogy minden x € R\ {mn | m € Z} és n € N esetén:

n sin(2"1x)
k) =" L
k.l;[O cos(2" - 7) 2ntlginx
’ Egyenlotienségek ‘

6. Hatarozzuk meg azokat az x € R szamokat, amelyekre

cosxT < COS4JI .

7. Mutassuk meg, hogy tetszoleges z € R esetén

(a) |sinaz —cosz| < V/2;
1
(b) sin*z + costz > 5

1
(c) 1 <sin®z+cosbz <1.



9. Fiiggvények (11. hét)

9.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 218-229. oldal;
H-TK 153-165. oldal.

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnyat Ds-fel, az értékkészletét Ry-fel jeloljiik. Ha A

és B olyan halmazok, hogy Dy C A és Ry C B, akkor azt mondjuk, hogy f egy A — B

tipusi fiigguény. Azt, hogy f egy A — B tipusu fluggvény, igy is kifejezésre juttathatjuk:
feA— B.

Tantargyunk keretében R — R tipusu fliiggvényekkel fogunk foglalkozni.

Fontosabb R — R fliggvénytipusok: polinomok (kiilonds tekintettel az elsé- és ma-
sodfoku polinomokra), reciprok, lineéris tort, négyzetgyok, abszolut érték, exponencialis,
logaritmus. A trigonometrikus fiiggvényeket a ,, Trigonometria” c. fejezetben targyaljuk.

’ Flggvénytranszformdciok ‘

Legyen f € R — R, a,b,¢,d,e € R, ¢ # 0,d # 0. Hogyan kaphaté meg f derékszogi
koordinata-rendszerbeli grafikonjabol a ¢ fliggvény grafikonja, ha

Lop(z) = f(x) +a (zeDy)

2. p(x) :=af(r) (v €Dy

3. p(x) == flx+b) (r+beDy);

4. () := flex)  (cx € Dy);

5. p(z) :==af(dr+e) (dx+e€Dy)?

’ Inverz figguény ‘

Az f € A — B fiiggvény inverzét f=1 jeloli. Nyilvanvaléan f~! € B — A. Az inverz
fiiggvényt kereshetjiik az f(z) = y egyenlet vizsgalatdval, a kovetkez6 modon.

Az f fiiggvény értékkészletét azok a B-beli y-ok alkotjak, amelyek esetén az f(x) =y
egyenletnek van D-beli megoldésa, azaz

Ry={ye B | 3z € Ds: f(z)=vy}.

Ha minden Rj-beli y esetén az f(x) = y egyenletnek csak egy db Dj-beli megoldésa
van, akkor f kdlcsondsen egyértelmd (invertdlhatd), Dy-1 = Ry, tovabba f~!(y) egyenld
ezzel az egyetlen megoldassal. Ez a gyakorlatban annyit jelent, hogy az emlitett egyenlet
egyetlen Dg-beli z megoldasét kifejezzitk y-nal (1d. Fiiggelék 12.3. szakasz).

Megjegyezziik, hogy pl. a szigoriian monoton R — R tipusu fiiggvények invertalhatoak.
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9.2. Feladatok

9.2.1. Orai feladatok

Ertelmezési tartomdny, értékkészlet, grafikon

1. Melyik az a legbévebb D C R halmaz, amelyre az alabbi el6irasok egy f egyvaltozos
valos fliggvényt hataroznak meg:

() @)=/ (e D)
(b) f(z):=+/lg(2? -5z +7) (x € D)
(© fa)i= Yo e e D)

2. Allapl'tsuk meg az f fiiggvény értékkészletét, ha

(a) f(z):=2>—6x+5 (z€R);
(b) f(z):=2>—6x+5 (-1<x<6).

3. Rajzoljuk fel az alabbi fiiggvények grafikonjat, és irjuk le az abrazolés 1épéseit! Ahol
a grafikon felrajzoldsa hosszadalmas, ott elég az abrazolas 1épéseit leirni.

(a) f(z):=2(x+3) -1 (xeR);

(b) f(x):=—2*+5bx+3 (x€R);

(c) f(z) :=|2* =5z +6| (z€R)
x+3

(d) f(z):= - (=5 #x €R);

(€ f@) =1 (-3 #uER)

(f) flr) = Y22 42 <%§xeR>;

(g) f(x) :=sin (fE— %) + sin (:1:+%> (xr € R);
(h) f(z) ‘=sinx — /3 -cosx (z €R).
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4.

10.

’ Inverz figguény ‘

Bizonyitsuk be, hogy az

o) = rz+1

= 2 < R
> ( r € R)

fliggvény invertdlhato, és adjuk meg az f~! inverz fliggvényt! Rajzoljuk fel az f és
az ! fiiggvény grafikonjat!

. Igazoljuk, hogy f szigorian monoton fliiggvény, majd szamitsuk ki f~*(a)-t, ha

f(x):=2"+3r+2 (0<z€R), a:=6.

. Dontsiik el, hogy az f fliggvény invertalhato-e, majd — amennyiben igen — hatarozzuk

meg f~l-et, ha
(a) f(z)=2*>—42+5 (2<zeR);
(b) f(z):=a?—4x+5 (4<z€R).

Szélsoérteék
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények legnagyobb és legkisebb helyettesitési értékét:
(a) f(z)=a*—42+3 (zeR);

(b) f(x) = a? — 4z + 3 (%ga:g?)).

. Legyen a,b € R és P(x) :=2? +ax +b (x € R). Milyen a, b esetén lesz igaz, hogy

P3)=min{P(z) :z € R} = -27

. 24 m hosszu keritéssel téglalap alaki részt akarunk elkeriteni gy, hogy a téglalap

egyik oldalat a haz fala alkotja (tehat azon a szakaszon nincs sziikség keritésre).
Hogyan valasszuk meg a téglalap méreteit, ha maximalis tertiletii részt akarunk
elkeriteni?

Egy derékszogli haromszog befogéi 10 cm és 15 ecm. A hdromszogbe téglalapokat
irunk 1gy, hogy a téglalap egyik szoge a haromszog derékszogével esik egybe, a
téglalap egyik csucsa pedig az atfogén van. Hatarozzuk meg e téglalapok koziil a
legnagyobb teriiletiit (adjuk meg az oldalait)!
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9.2.2. Tovabbi feladatok

Ertelmezési tartomdny, értékkészlet, grafikon

9. Fiiggvények (11. hét)

1. Melyik az a legb6vebb D C R halmaz, amelyre az aldbbi eloirasok egy f egyvaltozds

valés fliggvényt hataroznak meg:

~|z[+10 '
) f@) = g (o€ D)
0) @)= Yoary e D)

(c) f(z) :=lg(z* —z—6)+1g(4 —2%) (v € D);

3. Milyen k € R esetén lesz az

flz) =V +4oe+k (Jx| < 3)

fiiggvény értékkészlete a [0, 5] zart intervallum?

4. Rajzoljuk fel az alabbi fiiggvények grafikonjat, és irjuk le az abrézolas lépéseit! Ahol
a grafikon felrajzolasa hosszadalmas, ott elég az abrazolas 1épéseit leirni.

(a) f(z):= 2z -1 (z €R);

(b) () = (2”53‘1)2% (z €R);

(©) f(z)=— (0#zeR)



9.2. Feladatok 55

(d) flz) = P (x € R, z #5);
3 5
(e) f(x):= yr— (z €R, z#—2);
) f(x):=3"" (ze€R)
(g) f(z):= ;Lx J_r ; (@R,
(h) f(z):= log%(|x -2)) (2<zeR);
. 20 4+ 1 4
(0) flo)i=3—; @eR z#3);
(j) f(z) :=logy(8z*) — 4logy(x) (0 <z € R);
(k) f(z):=3-2"" (z€eR)
() f(z):=sinz-cosz (v €R);
(m) f(x):= V3 - sinx + cosx (x € R);
(n) f(z):=cosz —sinz (z € R);
L 1+tg$ 37 7w .
© f0)= s (ee(-F5))
(p) f(z):=sin’z (r€R).

’ Inverz figguény ‘

5. Igazoljuk, hogy f szigorian monoton fiiggvény, majd szamitsuk ki f~!(a)-t, ha

(a) f(z)=a*+22+3 (0<z€R), a:=23
(b) f(z):=a>+42—-3 (z€R), a€{-8213}.

6. Dontsiik el, hogy f invertdlhaté-e, majd — amennyiben igen — hatarozzuk meg f~!-et,

ha

(a) f(x):=3xz—-5 (z€R);

o) fla) =3t (G #ecr)
() flx):=vV4d—22 (x€]0,2]);
(d) f(x)=¥r+1 (zeR);

(e) f(z):=22-3 (r €eR);

) f(z):==22-3 (0<xeR);
® f0)= gy (3#0eR)
(h) f(z):=vV3—2 (3>x€eR)
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(i) f(z):=(a"+1)> (z€R)
x
= -1,1).
(0) f@) = (= (@ e (LD
7. Milyen «, 3 € R esetén invertdlhat6 az f(z) == ax + 3 (z € R) fliggvény?

10.

Hatdrozzuk meg ekkor f~!-et! Mikor igaz, hogy f~1 = f?

Szélsoérték

. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények legnagyobb és legkisebb helyettesitési értékét:

(a) f(z):=—-2422-3 (z€R);

(b) f(x) = —2® + 20— 3 (%Sxﬁiﬁ).

. Adjuk meg az a,b € R paramétereket gy, hogy a

P(z) = -2 +ar+b (x € R)
masodfoki polinomra

P(—1) =max{P(z) |z € R} =3
legyen!

Az olyan derékszogii haromszogek kozil, amelyek befogdinak Osszege 12 cm, me-
lyiknek legnagyobb a teriilete?



10. Sorozatok (12. hét)

10.1. Kiegészités az elmélethez

Ajanlott atnézni:
SZ-TK 36-60. oldal;
H-TK 5-38. oldal és 166-170. oldal.

’ Elnevezések, fogalmak‘

1. Ha A # 0 halmaz, akkor a : N — A egy A-beli sorozat;

2. ap:=a(n) (n € N) asorozat n-edik tagja;

3. a helyett ilyenkor szokasos az (a,) szimbélum haszndlata is;

4. az (a,) sorozat szamsorozat, ha az el6bbi A a valés szdmok részhalmaza;

5. szédmsorozatok esetén értelmezhetjiik a korldtos, ill. a monoton sorozatokat

(TK 45. oldal).

Megjegyezzik, hogy néha N helyett NT szerepel, ami azt jelenti, hogy a sorozat tag-
jainak kezddindexe nem 0, hanem 1.

Sorozatok megaddsa

1. Explicit megadds, pl. a, :=3n*+2 (n € N);

2. rekurziv megadas, pl.

e ay:=1,a,1:=a2+1 (neN).
Ez egy un. egylépéses rekurzio. Az egylépéses rekurzié altalanosan ugy adhaté
meg, hogy megadunk egy f fliggvényt és egy ag € Dy kezd6értéket. A sorozat
tagjait pedig igy szamitjuk ki:

a1 = flan) (R €N),
feltéve, hogy minden n € N esetén a,, € Dy.
e ag:=0, a; :=1, apio:=an+ay1 (n€N). Ez az un. Fibonacci-sorozat.

Gyakorlasképpen kiszamithatjuk e sorozatok elsé 6t-6t tagjat.
Megjegyezziik még, hogy a SZ-TK 45-46. oldalédn szép abrékat lathatunk az egylépéses
rekurziok grafikus szemléltetésére.
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10.2. Feladatok

10.2.1. Orai feladatok

’Szdmtam’ és mértani sorozat‘

1. Dontsiik el, hogy az aldbbi sorozatok koziil melyik szamtani, illetve melyik mértani
sorozat (mindegyik sorozatndl n € N*)!' Szamtani vagy mértani sorozat esetén frjuk
fel a sorozat els6 15 tagjanak Osszegét:

5 n®>—9

an:=5n—2; by,:=——3; ¢,:=2+n% d,:= ;
n n+3

e, =8

2. Irjuk fel a kivetkezd mértani sorozat elsé 9; 23: n tagjénak az Gsszegét (n € N):

. 1
3. Osszeszoroztuk a 2 elsé tiz pozitiv egész kitevGji hatvanyat. Az E—nek hanyadik

hatvanyat kaptuk?

4. Egy mértani sorozat harom egymas uténi tagjanak az osszege 28. Ha az els6hoz 4-et,
a masodikhoz 5-6t, a harmadikhoz 2-t hozzdadunk, akkor az igy kapott szamok egy
szamtani sorozat egymast kovetd tagjai. Hatarozzuk meg ezt a mértani sorozatot!

Korlatossag, monotonitas

5. Korlatossag, ill. monotonitas szempontjabol vizsgaljuk meg az alabbi sorozatot:

&+ 3
Ty =
5n +4

(neN).

Rekurziv sorozat korldtossdga, monotom’tdsa‘

6. Teljes indukciéval mutassuk meg, hogy az
20:=0, Tpi1:=VIr,+2 (n € N)

sorozat monoton névekedé és korlatos: 0 <z, <2 (n €N).

Szemléltessiik a sorozat tagjainak képzését az
flx)=vz+2 (z>-2) ésa  g(x)=x (reR)

fliggvények abrazolasaval!
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7. Mutassuk meg, hogy az

3 +1
2

(n € N)

o :=0, o=

rekurziv megadasi sorozat monoton novekedé és korlatos!

-1
(PL. az 1 egy fels6 korlét, de (<1)is az.)

Szemléltessiik a sorozat tagjainak képzését az

41

fla) ="

(x € R) ésa  gx)=z (xeR)
fiiggvények abrazolasaval!

8. Tekintsiik a kovetkez6 sorozatot:
T 1

Ty = 2, Tpy1 = 74—37— (TZEN)

(a) Igazoljuk, hogy a sorozat alulrdl korldatos és monoton csékkend!
(b) Szemléltessiik a sorozat tagjainak képzését az

1
f(as)z%—i—; (x > 0) ésa  g(x)=z (z€eR)
fiiggvények abrazoldasaval!

(c) Ellenérizziik, hogy a sorozat eleget tesz a kovetkez6 geometriai konstrukcionak:
minden n € N esetén az y = 2% — 2 egyenletli paraboldnak az x,, abszcisszaji
pontbeli érintéje az X-tengelyt az (x,.1, 0) pontban metszi!

10.2.2. Tovabbi feladatok

’Szdmtam' és mértani sorozat‘

1. Dontsiik el, hogy az aldbbi sorozatok koziil melyik szamtani, illetve melyik mértani
sorozat (mindegyik sorozatndl n € N*). Szdmtani vagy mértani sorozat esetén frjuk
fel a sorozat els6 15 tagjanak osszegét:

3n+1
n.

a, = sinnmw; b, = 2—n; cn, =logg 3" d, = Jlogs 5. o (—=1)™.

2. frjuk fel a kovetkezd mértani sorozatok elsé 9; 23; n tagjanak az Osszegét (n € NT):
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N 1
3. Osszeszoroztuk a /3 elsé tiz pozitiv egész kitevdjii hatvanyat. Az g—nak hanyadik
hatvanyat kaptuk?

4. Hatarozzuk meg az 5 els6 n pozitiv egész kitevojii hatvanyanak osszegét és szorzatat

(n € Nt)!

5. Legkevesebb hany tagot kell 6sszeadnunk az els6 tagtol kezdve az
G, =3-2" (n€N+)
sorozatbol, hogy az 6sszeg egymilliénédl nagyobb legyen?

6. Harom szam osszege 111. E harom szam egyarant tekinthetd egy mértani sorozat
harom egymast koveto tagjanak, ill. egy szamtani sorozat elso, 6todik és nyolcadik
tagjanak. Hatarozzuk meg a széban forgd szamokat!

‘ Korlatossag, monotonitas ‘

7. Korlatossag, ill. monotonitas szempontjabol vizsgaljuk meg az alabbi sorozatokat:

n—1

(a) x, =5 (n € N);
1 —7n?

(b) z, := S— (n € N);

(c) szamtani sorozat;

(d) mértani sorozat.

’Rekurzz’v sorozat korlatossdga, monotom’tdsa‘

8. Teljes indukciéval mutassuk meg, hogy adott 0 < p € R paraméter mellett az
T0:=0, Zp:=22+p (neN)
sorozat monoton novekedd és

1 1
e korldtos, ha p < T nevezetesen ekkor: z, < = (n € N);

\)

1 1
e nem korlatos, ha p > 7 nevezetesen ekkor: x, >n (p — Z) (neN).

9. Valamely z( € [0, 1] mellett tekintsiik azt az (x,,) sorozatot, amelyre

422 + 3
Tpt1 = a:n8—|— (n e N).

Igazoljuk, hogy
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(n € N);

N | —

1
e ha zg = 2 akkor z,, =
1 . . 1
o> 5 esetén (x,) monoton fogyé és x, > 3 (n € N);

1 1
e ha viszont xy < 3 akkor (z,) monoton néveked§ és z,, < 3

(neN)!
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11.1. Kiegészités az elmélethez

Alapvato ponthalmazok a koordinatarendszerben: egyenes, kor, parabola, az ezek altal
hatarolt sikrészek.

A ponthalmazokhoz ajanlott atnézni:
SZ-TK 270-276. oldal;
H-TK 212-216. oldal.

11.2. Feladatok

11.2.1. Orai feladatok

Osszegzések

1. Hatédrozzuk meg az aldbbi 0sszegeket (ahol n € N tetszdleges):

(2) k;k(kﬂ)
n 1
(b) k; 2% —1)(2k+ 1)

(
(c) 32 k2%;

. (—1)*(2k + 1)
W E TG

Eond
=

| Ponthalmazok a koordindtasikon |

2. Abrézoljuk a sikbeli derékszogi koordinatarendszerben az aldbbi feltételeknek meg-
felels (z, y) € R? szamparok halmazat:
a)z+rl=y+lyly b)a’—y=z—y o ||+l =4
d) 2]+ |y <4; e) (x—=3)y+5)<0; f)a®+y?*<16ésy> —x*+ 3.

3. Abrézoljuk a sikbeli derékszogli koordinatarendszerben az aldbbi kétismeretlenes
egyenlétlenségrendszernek eleget tév (x, y) € R? szdmpédrok halmazat:
) (z—-1)2%+y2<4 i) (z+1)2 44> <4
y+2r+1)2-2<0" (x—1)2+y—1<0
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4.

Legyen
A={(z,y) e R* |y >a2* -1}, B = {(x,y) € R? | v >4}

Szemléltessiik derékszogli koordindtarendszerben az A, B, AN B, A\ B, B\ A,
R?\ (AU B), R?\ (AN B) halmazokat!

Dontstik el, hogy a kovetkezd egyenletek kor egyenletei-e! Ha igen, akkor irjuk fel
az adott korrel koncentrikus, de kétszer akkora sugari kor egyenletét:

a) 22 +9° = 0; b) 22% 4+ y* 4+ 2z — 10y + 1 = 0;

c) 32° 4+ 3y* — 12y = 0; d) 2 —y* +22 — 10y +1 = 0.

. frjuk fel annak a paraboldnak az egyenletét, amely atmegy a megadott A, B, C

ponton és a tengelye parhuzamos az y-tengellyel:

A(1;18), B(2;20), C(3;22).

Adott az x? + y? = 5 egyenletii kor és a 2z + y = ¢ egyenletii egyenes (c € R).
(a) A c paraméter mely értékei mellett lesz a kornek és az egyenesnek 2, 1, 0 k6zos
pontja?
(b) Mit jelent ¢ novelése a 2x + y kifejezés értékeire nézve (z,y € R)?

(c) Hatarozzuk meg a megadott kdrnek azt az (x, y) pontjat, ahol a 2z +y kifejezés
értéke maximalis, ill. ahol minimalis!

. Adott az y = 22 — 42 + 1 egyenletii parabola és a 2x — y = c egyenletii egyenes

(c e R).
(a) A ¢ paraméter mely értékei mellett lesz a paraboldnak és az egyenesnek 2, 1, 0
koz0s pontja?
(b) Mit jelent ¢ novelése a 2x — y kifejezés értékeire nézve (x,y € R)?

(c¢) Hatdrozzuk meg a megadott parabolanak azt az (z, y) pontjit, ahol a 2z —y
kifejezés értéke maximalis, ill. ahol minimalis!
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11.2.2. Tovabbi feladatok

Osszegzések

1. Hatérozzuk meg az alabbi Osszegeket:

no 2k+1
®) & ke

k=1

k
b) 3 (VEFT1-VE) (neN);

(n € N*);

o
[e=]

(c) kzo(k;Jrl)(kJrzl)

(d) Z(M—Z\/ﬁ—i—\/_) (n € N);

n 1
(n € N);

Eod
o

n 1
();0(3k;+ 1)(3k +4)
n 1
(£) 2:391#—314—2

n 1
() ;k(k+1)(k+2)

(n € N);

(n € N);

o
[en]

(n € N¥);

VETT-VE
T

=
\_/
M:

(n € N);

B
Il
—

=
S
=
m
2
=

B
Il
—

[
SN—
NE

K2k (n e Nt).

x~
Il
—_

| Ponthalmazok a koordindtasikon |

2. Abrézoljuk a sikbeli derékszogi koordinatarendszerben az aldbbi feltételeknek meg-
felel$ (z, y) € R? szamparok halmazat:

a) y > 20 — 4| ésy < —2? + 4 + 1; b) 22 > 9 és y? > 4;
o) ay(y +1)? > 0;  d) o] =2 <y bs y* < 20| -2
3. Legyen
A y) R |22+ 12 <9}, B={(z,y) €R|y—20 1},

C:={(z,y) eR* |y > 2?}.
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(a) Abrézoljuk sikbeli derékszogli koordindtarendszerben az
A, B, C, ANB, ANC, BNC, A\C, C\ A, B\ A, R*\ 4, R*\ B, R*\C

halmazokat!

(b) Ellendrizziik az
B2\ (AUB) — (B*\ A) 0 (2 B)
o R*\ (ANnB) = (R*\ A) U (R*\ B)

egyenloségeket!

4. frjuk fel annak a paraboldnak az egyenletét, amely atmegy a megadott A, B, C
ponton és a tengelye parhuzamos az y-tengellyel:

(a) A(L;6), B(25), C(30);
b) AL, B(LY), 42

5. Adott az 2% +y* + 2x — 4y — 8 = 0 egyenletii kor és a 2z — 3y = ¢ egyenletli egyenes
(c € R).

(a) A c paraméter mely értékei mellett lesz a kornek és az egyenesnek 2, 1, 0 kozos
pontja?
(b) Mit jelent ¢ novelése a 2z — 3y kifejezés értékeire nézve (x,y € R)?

(c) Hatdrozzuk meg a megadott kornek azt az (x, y) pontjat, ahol a 2z — 3y kife-
jezés értéke maximalis, ill. ahol minimalis!



12. Figgelék: néhany maédszer és példa

12.1. Nagysagrend-6rz6 (NR) becslések

NRF-becslés

Egy porzitiv féegylitthatds, n-edfoki P polinom nagységrend-6rzé felsé (NRF) becslé-
sén az alabbi feladatot értjiik:

Hatdrozzuk meg az M > 0 szdmot 1ugy, hogy minden, elég nagy x > 0 szam esetén igaz
legyen, hogy:
P(z) < M - x™.

Az ,elég nagy x > 0 szam esetén” azt jelenti, hogy meg kell adni olyan R > 0 szdmot,
hogy a fenti eqyenldtlienség minden x > R esetén teljestiljon.

Az M és R szamok megkeresése egyszerii. Tegytik fel, hogy = > 1, és alkalmazzuk az
alabbi két 1épést:

1. lépés: A negativ egyiitthatéju tagokat — ha vannak — elhagyjuk (azaz: 0-val he-
lyettesitjiik). Ekkor (z > 1 > 0 miatt) P(x) novekszik. Természetesen, ha nincs negativ
egyutthatoju tag, akkor az 1. 1épés elmarad.

Ezek utén felteheto, hogy a polinom minden egytitthatoja pozitiv.

2. lépés: A polinom minden, az n-nél alacsonyabb foku tagjanak kitevojét n-re noveljiik.
Ezzel (mivel x > 1) P(x) tovabb nd.

A masodik 1épés utdn a tagok mar Osszevonhatok egyetlen M - x™ alaku kifejezéssé.
fgy tehat M megvan, R pedig valaszthaté 1-nek.

Szemléltessiik mindezt az aldbbi példan:

Feladat: Adjunk NRF-becslést az alabbi polinomra:
P(x) = 2* + 302° — 102* + 43z — 8.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy z > 1. Mivel van két negativ egyiitthatés tag (—10x? és
—8), ezeket elhagyjuk (1. 1épés), igy a polinomot noveljiik:

P(z) = 2* 4+ 302® — 102* + 43z — 8 < x* + 302° + 43z

Kaptunk egy pozitiv egytlitthatés polinomot. A 2. 1épés kovetkezik, a 4-nél alacsonyabb
kitevoket 4-gyel helyettesitjiik, ezaltal tovabb noveltink:

zt 4+ 302 + 43z < 2* + 302* + 43z = 742
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Mindezek alapjan P(x) < 74z* ha x > 1. Tehdt M = 74, R = 1 j6 valasztés.
Megjegyezziik, hogy nem a lehetd legkisebb M és R értékekre torekedtiink.

NRA-becslés

Térjiink ré az als6 becslésre. Egy pozitiv féegyiitthatds, n-edfoki P polinom nagysag-
rend-6rz6 alsé (NRA) becslésén az alabbi feladatot értjiik:

Hatarozzuk meg az m > 0 szamot gy, hogy minden, elég nagy x > 0 szdm esetén igaz
legyen, hogy:
P(z) >m-a".

Az elég nagy x > 0 szdm esetén” itt is azt jelenti, hogy meg kell adni olyan R > 0 szdmot,
hogy a fenti eqyenldtlienség minden x > R esetén teljestiljon.
Az m és R szamok megkeresésére itt is két 1épést alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy =z > 1.

Az 1. 1épés a felso becslésnél megismert 1. 1épés — értelemszeriien médositott — megfeleldje:

1. lépés: A porzitiv egylitthatdju tagokat — ha vannak — elhagyjuk (azaz: 0-val helyet-
tesitjiik). Ekkor (z > 1 > 0 miatt) P(z) értéke csokken.

Ezek utan feltehetd, hogy a polinom minden, n-nél alacsonyabb foku tagjanak egytitt-
hatdja negativ vagy 0, azaz hogy a polinom ilyen alaku:

Px)=an 2" —ap_- 2" ' — ... —a;-x — ag,

ahol a,, > 0 és a;, > 0 (k=1,...n—1).

Han > 2 és a,_1 = 0, akkor a,_1-et helyettesitsiik egy tetszoleges negativ szdmmal,
pl. —1-gyel. Ezaltal a polinom tovabb csokken.

Feltehet6 tehat, hogy n > 2 és

Px)=an 2" —ap_- 2" ' — ... —a; -2 — ag,

ahol a,, >0, a,—1 > 0és a; >0 (k=1,...n—2).
Most kovetkezik a 2. 1épés, amely kicsit bonyolultabb, mint a felsé becslésnél.

2A. lépés: A polinom negativ egyiitthatds tagjaibol kiemeliink —1-et, s az igy keletkez6
an_1~x"71+...+a1~x—|—a0

polinomra NRF-becslést adunk, azaz meghatarozzuk az M; > 0 és R; > 0 szamokat gy,

hogy
o1 2" P4 a4 ag < My -zt

teljestljon, ha x > R;.
2B. lépés: Ennek felhasznalasaval P igy becsiilhet6 alulrdl (az x > Ry feltétel mellett):

Plx)=a, 2" = (an_1-2" " +...+ar-x+ag) > a, 2" — M 2" ' =

=— 2"+ — 2" =M -2" :?~x”+x"’1-(—-x—Ml).
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Ha z-et olyan nagyra valasztjuk, hogy

n 2M
%-x—MIZO azaz T > !
an

teljesiiljon, akkor az utolsé tag elhagyasaval a polinomot csokkentjiik, vagyis
P(z) > a?n -z, (ha z > R),

M,y
an

ahol R jeloli az Ry és a szamok koziil a nagyobbikat.

Szemléltessiik mindezt az alabbi példan:

Feladat: Adjunk NRA-becslést az aldbbi polinomra:
P(z) = 2° — Tlz* — 1002® + 312% — 252 + 12.

Megoldds: Tegyiik fel el6szor, hogy x > 1. Mivel van két pozitiv egyiitthatds tag (3122
és 12), ezeket elhagyjuk (1. 1épés), igy a polinomot csokkentjiik:

P(x) = 2° — Tla" —1002° + 312* — 252 + 12 > 2° — 712" — 1002° — 257 .
A 2A. 1épés kovetkezik, Kiemeliink —1-et
z° — (712" +1002° + 252),

majd NRF-becslést adunk a
T1z* +1002* 4 252

polinomra:
T1z* + 1002% + 252 < 71a* +1002* + 252* = 1962*  (haz > 1)
Mindezeket Osszevetve, és a 2B. 1épést is alkalmazva:

P(z) = 2° — 7Tlz* — 1002® + 312 — 252 4+ 12 > 2° — 71z* — 1002° — 252 =
1 1
= 2° — (Tla* 4+ 1002® + 257) > 2° — 1962 = 51:5 - 5:(;5 — 196" =
1 1
= 5:55 +zt- (§:zr — 196).
1
Viélasszuk meg z-et gy, hogy az x > 1 feltétel mellett még §x — 196 > 0 is teljesiiljon,
azaz legyen x > 392. Az ilyen z-ekre teljesiil, hogy
1
P(l’) > —$5,
2
1 o .
azaz m = —, R = 192 j6 vélasztas.
Megjegyezziik, hogy most sem torekedtiink lehet6 legkisebb R és a lehetd legnagyobb
m értékekre. Tovabba, hogy az a,x" tagot tetszéleges mdédon oszthatjuk két részre, tehat

nem sziikséges a fele-fele ardanyban valo felosztds, mint ahogy az a kidolgozott példaban
tortént.
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12.2. Gyoktényez6 kiemelése

A gyoktényez6 kiemelésére tobb maddszer is ismeretes. Az aldbbiakban az
a" = b= (a—0b)-(a" P+ a" b +a" P+ .. b (a,b € R)
azonossagra épulé médszert mutatjuk be. Legyen tehat n € N*t, tovabb4
Px)=an, 2" +ap_1- 2" "4+ .. . +a -z +ag

egy n-edfoku polinom, a € R pedig a P egy gyoke, azaz P(a) = 0. Az (r—«) gyoktényezbt
az aldbbi modon emelhetjiik ki P-bol:

Tetszoleges € R esetén induljunk ki az alabbi egyenldségekbdl:

Px)=a, 2"+ ap 1 - 2"+ ... +a;-x+ag,
O0=Pla)=a, - a"+a, 1-a" '+ ... +a-a+ap.

Vonjuk ki a felsé egyenletbdl az alsot, és rendezziik &t a kapott kifejezést:
P(z)=P(zx)—0=P(x)—Pla) = a,- (2" —a™) +ap_1- ("' =" DN+.. . +a;-(x—a).

Jol lathatd, hogy — az idézett azonossag alkalmazasaval — minden taghdl ki tudunk emelni
(x — a)-t.

Mindezt egy példaval is szemléltetjiik:

Feladat: A P(z) = 22* — 323 — T2% + 132 — 6 polinomnak a 2 gyoke. Emeljiik ki a
hozza tartozé gyoktényezot.

Megoldas:

P(z) = P(x) — 0= P(z) — P(2) = 2(z* — 2%) = 3(2® — 2°) — 7(2* — 2}) + 13(z — 2) =

=2 —-2)(z*+2* 2+2-2°4+2%) - 3(x—2)(2® + -2+ 2%)—
—T(x—=2)(x+2)+13(z —2) =
= (v —2)(22° +42° +8v + 16 — 32 — 62 — 12 — Tz — 14 + 13) =
= (z — 2)(22° + 2% — 5z + 3).

12.3. Inverz fiiggvény

Az alabbiakban az R — R tipust fliggvények inverzének keresését mutatjuk be egy példan.
Idézziik fel ehhez az 51. oldalon leirtak R — R tipusu fliggvényekre vonatkozo valtozatat:

Az f € R — R fiiggvény inverzét f~! jeloli. Nyilvdnvaléan f~! € R — R. Az inverz
fiiggvényt kereshetjiik az f(z) = y egyenlet vizsgdlatdval, a kovetkez6 modon.
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Az f figgvény értékkészletét azok az R-beli y-ok alkotjék, amelyek esetén az f(x) =y
egyenletnek van D-beli megoldésa, azaz

Ry={yeR | 3z € Ds: f(x)=y}.

Ha minden R;-beli y esetén az f(x) = y egyenletnek csak egy db Dj-beli megoldésa
van, akkor f kolesonosen egyértelmi (invertdlhaté), Dy-1 = Ry, tovabbd f~'(y) egyenld
ezzel az egyetlen megoldassal. Ez a gyakorlatban annyit jelent, hogy az emlitett egyenlet
egyetlen D-beli x megoldasat kifejezziik y-nal.

Nézziik ezt az alabbi példan:

Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi (R — R tipusi) fiiggvény inverzét:
flz) =26z +7 (x €[4, +00)).
(A feladatba annak eldéntése is beleértendd, hogy f invertalhaté-e.)

Megoldas: Tekintsiik az y € R |, paraméter” mellett az
P —6r+T=y
egyenletet. Ezt 0-ra redukéljuk:
2> —6r+7—y=0, (12.1)
majd alkalmazzuk a megolddképletet:

_6+4/36—4(7T—y)
N 2

A diszkriminans vizsgalatabdl latszik, hogy akkor és csak akkor van valds gyok, ha y > —2.
Ez azt jelenti, hogy f értékkészlete a [—2, +00) intervallum valamely részhalmaza. A
tovabbiakban tehat feltessziik, hogy y > —2. Ez esetben az aldbbi megoldasokhoz jutunk:

1 =3++2+y, és Ta=3—+/24+y.

Mivel barmely y > —2 esetén xy = 3 — 2+y < 3 < 4, ezért xo ¢ D;. Ennek
kévetkezménye, hogy az (12.1) egyenletnek legfeljebb egy D -beli megoldédsa van, azaz
f kolesonosen egyértelmii. Ezért f invertalhato.

Nézziikk meg, hogy milyen y > —2 esetén kapunk D-beli megoldast. Ezek az y-ok
alkotjak ugyanis az f értékkészletét, az Ry halmazt. Nyilvanvalé, hogy pontosan akkor
kapunk D-beli megoldést, ha

x =...=3+.2+y.

r1 € [4, +00),

3+v2+y >4

Ezt az egyenldtlenséget megoldjuk y-ra:

azaz, ha

y>—1

Mindezek alapjan azt kapjuk, hogy f invertalhaté, Ry = [—1, +00), és

') =3+V2+y  (y>-1).



