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Prog. inf. I. (BSc.) 3. vizsgadolgozat (lin. alg.) 2010. januar 22.

I. rész (75 perc): Az I. rész dsszpontszama 32. A wvdlaszokat itt (az I. részben) nem kell indokolni!

. Allapitsuk meg, igazak-e az alabbi allitasok, és tegyiink X-et a megfelels kockdba. (A valaszt nem kell

indokolni!) (8 pont)
Igen Nem
1 a) Haaz U C R® halmaz zart a vektorok dsszeadasara, akkor U altér R3-ben. L]

Eléfordulhat, hogy U nem zdrt a skaldrszorosra, igy nem lesz altér. Pl. R™-ben mint valds vektor-
térben azok a vektorok, melyeknek minden komponense egész szam, ilyen halmaz. Hasonldképpen
nem lesz altér R -ben azoknak a vektoroknak a halmaza, melyben minden komponens pozitiv.

R®-nek egy tetsz6leges nem nulla alterében van Stelemd generatorrendszer. []

R® bdrmely nem nulla alterének dimenzidja 1 < k < 5, igy van benne k elemd bdzis. Ehhez
akdrhdny vektort hozzdvehetink U-bol, a kiegészitett halmaz tovdbbra is generdtorrendszer lesz.
Es U nem nulla volta miatt van is benne végtelen sok elem, igy taldlhatunk még 5 — k elemet a
kiegészitésre.

R® barmely két alterének a metszete is és az unioja is altér. []

Alterek metszete ugyan altér, de unidjuk mdr dltaldban nem az: pl. a sikban vehetjik két origdt
tartalmazo, egymdstol kilonbozd egyenes unidjdt; ez a halmaz nem lesz zdrt a vektorok dsszeadd-
sdra.

Ha az A, B € R™" matrixokra AB = BA, akkor ATBT = BT AT, []

Ha AB = BA, akkor vehetjik mindkét oldal transzpondltjdt, tovdbbra is eqyenldséget kapunk. De
a szorzat transzpondldsinak szabdlya miatt: (AB)T = BT AT, és (BA)T = ATBT. Tehdt épp a
keresett egyenldséget kapjuk.

Ha egy n X n-es matrix minden eleme pozitiv egész szam, akkor a matrix
determinénsa is pozitiv egész. L]

A csupa 1-est tartalmazé mdtriz determindnsa 0, ha n > 2, tehdt az dllitds nem igaz. Hasonldokép-

1 2 . .
pen |, || = —3. — Az dllitas mdr csak azért sem lehet igaz, mert pl. egy sorcsere meguvdltoztatja

a determindns eldjelét, de az elemek ugyanazok maradnak.

Ha egy ¢ : R™ — R" linearis transzforméacié magtere csak a nulla vektort
tartalmazza, akkor ¢ injektiv. []

Ez egy eldaddason elhangzott dllitds: ha ¢ nem lenne injektiv, akkor lenne két kulonbozd vektor, v
és w, melyekre p(v) = p(w). A leképezés linearitisa miatt ekkor p(v—w) =0, azazav—w # 0
vektor benne van @ magterében.

Egy 2 x 2-es valés matrix pontosan akkor diagonalizidlhato R f6l6tt, ha van
ket kiilsnboz6 sajatérteke. []

Az egységmdtriz jo ellenpélda erre az dllitasra, hiszen diagondlis alakiu, de az egyetlen sajdtértéke
az 1. Az dllitasnak az eqyik irdnya azonban igaz: tétel volt, hogy ha egy n X n-es mdtriznak van
n darab kilonbézd sajdtértéke, akkor a mdtriz diagonalizdlhatd, mert véve egy-eqy sajdtvektort
a kilonbozé sajatértékekhez, azok linedrisan fliggetlenek lesznek, igy a térnek létezik a mdtriz
sajatvektoraibol dllo bdzisa, azaz a mdtriz diagonalizdlhato.

R2*? g5 R* izomorfak mint R f615tti vektorterek. []

Mindkét vektortér dimenzidja 4 a valds szamtest folott, és ez sziikséges és elegendd feltétele az
izomorfidnak.
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2. Az alabbi feladat minden részében karikdzzuk be a sor végén az egyetlen helyes vélasz betiijelét.

a)

(8 pont)
Ha egy U < R™ altérnek van 5 elemii generatorrendszere, akkor:
(A)5>mn; (B)5<mn; (C)b=mn; (D) a fentick koziil egyik sem (A) (B) (C¢) (D)

kovetkezik.

A feltétel csak annyit jelent, hogy az altér dimenzidja legfoljebb 5. De pl. 1 dimenzids altere van
R3-nek is, R -nek is, tehdt az (A), (B), (C) kivetkeztetések egyike sem igaz.

A geometriai vektorok vektorialis szorzatara igaz, hogy barmely

a,b-re: (A) axb=>bxa; (B) a,b,ax b lineirisan fiiggetlenek;

(C) a x b akkor és csak akkor a nullvektor, ha a és b mer6legesek (A) (B) (C) |D)
egymasra; (D) a x b akkor és csak akkor a nullvektor, ha a és b

parhuzamosak egymassal.

A wvektoridlis szorzdsndl tanultak szerint a x b = —b X a, tehdt nem nulla szorzat esetén az (A)
dllitdsa nem igaz. A (B) dllitds ugyan igaz, ha a és b linedrisan figgetlenek (hiszen ilyenkor a
vektoridlis szorzatuk merdleges rdjuk), de ha a és b pdarhuzamosak, akkor a vektoridlis szorzat O,
és igy a mondott rendszer nem lehet linedrisan figgetlen. A (C) dllitds sem igaz, hiszen eqymdsra
merdleges nem nulla vektorok vektoridlis szorzatdnak hossza épp a hosszak szorzata, tehdt nem
nulla (ugyanis sin90° = 1). Végezetil a (D) dllitds pedig igaz, hiszen a hosszak szorzatdt sin 0°-
kal vagy sin 180°-kal kell szorozni, hogy a vektoridlis szorzat hoszzdt megkapjuk, és ez mindig 0-t
eredményez.

M € R**® tetszéleges négyzetes matrix esetén: (A) p(2M) = p(M);

(B) p(M?) = p(M); (C) p(M) akkor és csak akkor nem nulla, ha (A) (B) (©) (D)
M invertalhato; (D) p(M) akkor és csak akkor nem nulla, ha det M
nem nulla.

Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fliggetlen, ha a kétszeresekbdl dllé vektorrendszer
linedrisan fiiggetlen — ez kénnyen ldtszik pl. a fiiggetlenség definicicjabol. Tehdt az (A) feltétel
0o 11> o

0o 0| |0 o}
nem igaz. Az elébb megadott mdtriz ellenpélda (C)-re és (D)-re is: a rang nem nulla, de M nem
invertdlhato, és a determindnsa 0. (Megjegyzendd, hogy a (C) és (D) feltételek kovetkeztetéseinek
egyik irdnya igaz: invertdlhaté (azaz mem nulla determindnsi) mdtriz rangja nem nulla (s6t,
megegyezik a mdtriz méretével, n-nel).

1gaz. Mdsrészt pl. igy az eqyik mdtriz rangja 1, a mdsiké pedig 0. Tehdt (B)

Egy M € R*** matrix determininsa nem valtozik, ha: (A) egyik
sorat beszorozzuk (—1)-gyel; (B) az egész métrixot beszorozzuk A) Bl © o
(—1)-gyel; (C) megcseréljiik az els6 két sorat; (D) az utolso sort az
elsé sorba vissziik, a t6bbi sort pedig egy sorral lejjebb cstisztatjuk.

Ha M -nek egy sordt beszorozzuk (—1)-gyel, akkor a determindns is az eredeti érték (—1)-szeresére
vdltozik. Ez nem nulla determindns esetén valddi vdltozdst jelent, tehdt az (A) dllitds hamis. Az
eqész mdtriz szorzdsa négy sor szorzdsdt jelenti, tehdt a determindns a (—1)*-szeresére vdltozik,
azaz vdltozatlan marad. A (B) dllitds tehdt igaz. A sorcsere eqy (—1)-szeres szorzét jelent a
determindns értékére, tehdt (C) dltaldban hamis. Végezetil a (D) feltételben megadott mivelet
valdjdban 3-szoros sorcserét jelent, igy a determindnst a (—1)-szeresébe viszi, azaz az utolso feltétel
s hamis.

Legyen M € R™*" tetszéleges matrix. Ekkor: (A) M sajatvektorai

alteret alkotnak R"-ben; (B) M sajatvektorai és a nullvektor alte- (A) B) (C) [D)
ret alkotnak R"-ben; (C) M sajatértékei alteret alkotnak R-ben;

(D) a fentiek koziil egyik sem feltétleniil igaz.

Vildagos, hogy nullvektor nélkil nem kaphatunk alteret, viszont a nullvektor nem sajdtvektor. Az
(A) tehdt nem lehet igaz. De dltaldban még a nullvektorral kiegészitve sem kapunk alteret: pl. az
M = (1) g} mdtriznak pontosan azok a sajdtvektorai, melyeknek az egyik komponense 0, a mdsik
pedig nem nulla. Vildgos, hogy ez a halmaz a sikon a két koordindtatengelynek felel meg, és ily
mddon nem kapunk alteret. Tehdt a (B) dllitds sem igaz. (Erdemes azonban megjegyezniink, hogy

egyetlen sajdtértékhez tartozo sajdtvektorok a nullvektorral kiegészitva mindig alteret alkotnak.) A
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(C) dllitds hamis, hiszen pl. az egységmdtriznak egyetlen sajatértéke az 1; ez nem altér R-ben.
Marad tehdt a (D) dllitds, mely az el6bb elmondottak szerint sziikségszerien igaz.

Legyen ¢ az R® tér tiikrozése egy origon atmend sikra. Ekkor:

(A) ¢ nem injektiv; (B) ¢-nek sajatértéke a nulla; (C) létezik (A) B) |c] (D)
a térnek ¢ sajatvektoraibol 4ll6 bazisa; (D) ¢? minden vektort a

nullvektorba visz.

@ injektiv, mert kilonbozé vektoroknak kilonbozé vektorokat feleltet meg, tehdt (A) hamis. Ebbdl
az is kovetkezik, hogy p-nek nem sajdtértéke a nulla, mert a 0-hoz tartozd sajdtvekiorok pontosan
a magtér nem nulla vektorai; ilyenek pedig jelenleg nincsenek. Tehdt a (B) is hamis. A tikrozési
sitknak egqy bazisdt kiegészitve eqy, a sikra merdleges vektorral, mindhdrom vektor sajdtvektor lesz,
és a térnek eqy bdzisdt alkotjdk, tehdt (C) igaz. Végezetiil p*> minden vektort helybenhagy, tehdt
(D) hamis.

Legyen A € R™*" szimmetrikus métrix, Q az A-hoz tartoz6 kvad-
ratikus alak. Ekkor: (A) @ akkor és csak akkor pozitiv definit, ha
det A > 0; (B) @ akkor és csak akkor negativ definit, ha det A < 0;
(C) Q akkor és csak akkor (pozitiv vagy negativ) szemidefinit, ha
det A = 0; (D) ha A-nak a 0 sajatértéke, akkor @@ nem lehet (po-
zitiv vagy negativ) definit.

det A pozitivitdsa valdban kell a pozitiv definitséghez, de nem elég: pl. az elsd sor elsé elemének
is pozitunak kell lennie, és ez nem mindig teljesil. Igy (A) hamis. A det A negativitisa pedig
nem is sziikséges feltétele (és nem is elégséges) a QQ negativ definitségének: pl. 2 x 2-es mdtrizndl
egyenesen det A > 0 kell a negativ definitséghez. Tehdt (B) sem igaz. Az a 3 x 3-as diagondlis
mdtriz, melynek fédtldjaban egy-eqy 1, —1 és 0 dll, indefinit, de a mdtriz determindnsa 0. Tehdt
(C) sem igaz. Végezetil a (D) dllitds igaz, mert ha a 0 sajdtérték, akkor det A =0, a determindns
nem nulla volta viszont sziikséges feltétele barmilyen definitségnek.

Ha A és B ugyanannak az R" — R" linearis transzformécionak a

matrixa, akkor: (A) tetszéleges x € R™ vektorra Ax = 0 akkor és

csak akkor teljesiil, ha Bx =0; (B) det A =det B; (C) A-nak és (A) |(B) (C) (D)
B-nek ugyanazok a jobb oldali sajatvektorai; (D) a fentiek koziil

egyik sem feltétleniil igaz.

0 0 0 1
a transzformdcionak a mdtrizai (azaz hasonlok), csak éppen megceseréltik a két bdzisvektor sor-

Az (A) dllitds ,csdbité” ugyan, de nem igaz. Az [1 0} és a [O O] mdtrizok ugyanannak

rendjét. De az elsd mdtrizot -gyel szorozva 0-t kapunk, mig a mdsodik mditriz esetében nem.

1
(Azért nem igaz az dllitds, mert bar mindkét mdtriz ugyanazt a transzformdciot irja le, a vektor-
térben levd absztrakt vektoroknak nem ugyanaz a koordindtavektor felel meg R™-ben, ha kilonbozd
bdzisban irjuk fol 6ket.) A (B) dllitds igazsdga ismert tétel: ilyenkor ugyanis B = S™'AS wvala-
milyen S mdtrizra, és a determindnsok szorzdstételébdl kijon, hogy det B = det A. A (C) dllitds

ismét hamis, ugyanolyan okok miatt, mint amit az (A)-ndl irtunk; pl. [(1) _?] és [(1) é] egya-

rant a sik eqy tikrozésének felelnek meg, és mig az elsd mdtriznak sajdtvektora az [0] vektor, a

mdsodikndl ez nem igy van. Végezetil, mivel a (B) dllitds igaz, ezért a (D) sziikségszerien hamis.
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3. Az alabbi feladat minden részében irjuk be a megfelels valaszt a sor végén levs keretbe. Csak az

eredmény lesz pontozva.
a) Szamitsuk ki az

(16 pont)

a=i+2j+3k
b = 2i + 3j + 4k
c=3i+4j+ 6k

,<abc’ = —1

vektorok ,abc” vegyes szorzatat.

A wvegyes szorzatot szdmolhatjuk gy, hogy az i,j,k bdzis szerinti koordindtdkat eqy 3 X 3-as mdtriz

1 2 3
soraiba irjuk be, majd kiszamoljuk a mdtriz determindnsdt. Igy ,abc”=|2 3 4
3 4 6

Tegyiik fol, hogy

b

d| =
0
Hatarozzuk meg a d elem értékét.

A szorzatmdtriz mdsodik sordnak mdsodik eleme —6 =0-b+3-d+5-0=3-d. Ebbdl adddik,
hogy d = —2.

1 % 3
Irjunk az A= |2 4 x| matrixban a %ok helyére szamo-
* 8 % asz = 12

kat tgy, hogy a matrix rangja 1 legyen. Mi lesz a métrix

harmadik soranak harmadik eleme?

Ha a mdtriz rangja 1, akkor valamennyi sora, illetve valamennyi oszlopa ,,ardnyos” eqymdssal. A
mdsodik sor elsd két elemébdl ldtszik, hogy a mdsodik oszlop kétszerese az elsének, igy a harmadik
sor elsd eleme 4 (és az elsd sor mdsodk eleme pedig 2). De ebbdl az is kideril, hogy a harmadik
sor az elsdnek négyszerese, tehdt a harmadik sor harmadik eleme 4 -3 = 12.

1 2 3 4
Tekintsiik az A = 8 ; g j matrixot, és vegyiik azt a
0 92 3 4 dimKeryp = 2

¢ : R* — R* linearis leképezést, melyre p(x) = Ax. Hany
dimenziés ¢ magtere?
A magtér dimenzidja megegyezik a mdtrizhoz tartozé homogén linedris egyenletrendszer megol-

ddsterének dimenzidjdval, ez utébbi pedig ugy kaphato meg, hogy az oszlopok szamdbol levonjuk a
mdtriz rangjdt. A megadott mdtriz rangja 2, igy a keresett dimenzid is 2.

A ¢ : R* — R? linearis transzformacionak \ = 1-hez tartozo

egyik sajatvektora a v = [ﬂ , 68 1 = (—1)-hez tartozo egyik

sajatvektora a w = {_ﬂ vektor. Hatirozzuk meg ¢ < [ﬂ >

értékét.

Kéonnyen ldthatd, hogy [é] = 2v + 2w, igy p-nél vett képe kénnyen szimolhatd: ¢ ([‘ﬂ) =

0
2v — 2w = [8]
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f) Legyen a # 0 tetszGleges valos szam. Mely egész értékeket

veheti ol a A € Z paraméter, ha tudjuk, hogy az [)?a ?’)\Z]

méatrix altal meghatarozott kvadratikus alak (pozitiv vagy
negativ) definit?

A értéke lehet: —2,—1,0,1,2

A definitségnek jelen esetben sziikséges és elégséges feltétele, hogy a mdtriz determindnsa, 5a® —
A2a? pozitiv legyen. Ez pontosan azon \-kra fog teljesiilni, melyekre N> < 5, azaz \ € 7 miatt
csakis A € {—2,—1,0,1,2} lehet.

g) Legyen a ¢ € Hom(R? R?) line4ris transzformacié métrixa

: 12 : : bs,bs 30
a {by,bs} bazisban [O 3]. Mi lesz a matrix a {by, by} | [¢]7>"" = 9 1

bazisban?

A madtriz azt jelenti, hogy ¢(b1) = by és p(ba) = 2by + 3by. Ha most megcseréljik a bdziselemek

sorrendjét, akkor épp a ;) ﬂ -ot kapjuk.

h) Legyena=[1 1 1 1]7 ésb=[—1 1 1 1]". Hatérozzuk
meg a A € R paraméter értékét tgy, hogy a b + la vek-
tor merdleges legyen a-ra (a szokasos (x,y) = x'y skalaris
szorzatra nézve R*-ben).

A= —1/2

Formdlisan folirva az a és a b+Aa vektorok skaldris szorzatdt, azt kapjuk, hogy (a, b+Xa) = 2+4)\.
Ez azt jelenti, hogy A = —1/2 kell a merélegességhez.

Az I 1észbdl alapértelmezésben legalabb 18 pontot kell szerezni az dtmend osztdlyzathoz. Az elégséges
megszerzésének tovdbbi feltétele, hogy az I. és II. részbdl megszerzett pontszdm elérje a 21-et. Akinek az
elsd részbél csak 15, 16 vagy 17 pontja van, anndl az elégséges tovabbi feltétele, hogy dsszesen legaldbb
24, 23, illetve 22 pontot érjen el. 15 pont alatti elsd rész esetén a vizsga mindenképpen elégtelen.
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I1. rész (45 perc): A II. rész sszpontszima 16. Ugyeljiink a preciz fogalmazdsra!

4. a) Definidljuk egy n x n-es matrix (jobb oldali) sajatértékét, sajatvektorat, ill. karakterisztikus
polinomjét. (3 pont)

b) Mondjuk ki és bizonyitsuk be a matrix (jobb oldali) sajatértékei és karakterisztikus polinomja
kozotti Osszefiiggést. (5 pont)

c¢) Definaljuk a valos elemii métrixok kozotti R f6lotti hasonlosadganak fogalmat, és mutassunk példat
. 1 .
egy olyan matrixra, mely hasonlé a [(1) O] méatrixhoz, de nem egyenls vele. (A hasonlosigot

indokolni is kell.) (2 pont)

d) Igazoljuk, hogy hasonl6 matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik. (3 pont)
A hdtlapra!

e) Mutassunk példat olyan A € R**? matrixra, amely nem diagonalizalhato R f5l6tt. (Ez utobbi
tulajdonsagot igazolni is kell.) (3 pont)

A hdtlapra!

Ha az 1. részbdl megszerzett pontszdm eléri a 18-at, akkor a dolgozat érdemjegye az dsszpontszdm

alapjdn:
0—20: 1
21 —25: 2
26 — 30 : 3
31—-35: 4
36 — 48 : 5

EREDMENYHIRDETES: januar 22-én, pénteken, 17.30 és 18.30 kozott a Déli témb 3-708 szobajaban.
Ezt kovetSen a vizsgadolgozatok Szalay Tanar Urtél vehetSk at a szobeli vizsganapokon.



