Diszkrét matematika I. - Vizsga anyag

EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM = INFORMATIKAI KAR

Diszkrét matematika 1.

Vizsgaanyag

Készitette: Nyilas Arpad

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva



Diszkrét matematika I. - Vizsga anyag 2

Definiciok, tétel kimondasok
1. Mondjon legaldbb 3 példat predikdtumra
E(x) : x egyenes
P(x): x pont
I(x,y): x illeszkedik y-ra
2. Sorolja fel a logikai jeleket
a. —inegdcid, tagadas
b. @: kizard vagy
c. A: és, konjukcié
d. V:megengeds vagy, diszjukcié

e. =:implikacio

f. || : 6sszeférhetetlen vagy
g. |:sem sem
h. &: ekvivalencia

3. Milyen kvantorokat ismer? Mi a jeluk?
a. egzisztenciélis kvantor
b. univerzalis kvantor V

4. Hogyan kapjuk a logikai formuldkat?

A logikai formulak az adott elmélet predikatumaibdl épiilnek fel a logikai jelek, valamint a két
kvantor segitségével.

5. Mikor van egy valtozo egy kvantor hataskorében?

Egy formula egy (V xoA) vagy ( 3 xeA) tipusu részformuldja esetén az x valtozé minden a két

zardjel kozotti el6forduldsara azt mondjuk, hogy a kvantor hataskorében van.
6. Mik a nyitott és mik a zart formulak?

Ha egy formuldnak nincs szabad valtozéja, akkor a formulat zart formulanak, egyébként
nyitott formuldnak nevezzik.

7. Mondj két példat nyitott formulara.
((EG) AP A 1Gx,p))
3y ((EC) ARPG)) A I(x,))

8. Mondj egy példat zart formulara.

vx (E(x) = 3y(PO) A I (x, y)))

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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9. Definidlja a részhalmaz és a valddi részhalmaz fogalmat és adja meg jeldléseiket.

A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is. Jele A C
Bvagy B D A. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenld vele, akkor azt mondjuk, hogy A
valddi részhalmaza B-nek. Jele: A & Bvagy B 2 A.

10. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik a ,,részhalmaz” fogalom?

a. reflexivitas :VA(A c A)
b. tranzitivitas: ((A cB) ABCc C)) = (Ac0()

c. antiszimmetria: ((A cB)A(BC A)) = (A=B)
11. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik a halmazok egyenlGsége.
a. reflexivitas :VA(A = A)
b. tranzitivitds: ((A =B) AB= C)) = (4=0)
c. antiszimmetria: ((A =B)A(B = A)) = (A=B)
d. szimmetria: (B =A) = (A =B)
12. irja le a részhalmaz fogalmat. Milyen jeldlést hasznalunk részhalmazok megaddséra

A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is. Jele A C
Bvagy B D A.

13. lirjale az lires halmaz fogalmat.

Az (ires halmaz olyan halmaz, amelynek nincs eleme.
14. Igaz-e, hogy csak egy lires halmaz van?

Igen, a meghatarozottsagi axioma miatt.
15. irja le két halmaz uniéjat és a megfelel jeldléseket.

A és B halamz unidja az a halmaz, amelynek pontosan azok a dolgok az elemei, melyek
elemei A-nak vagy B-nek (vagy mind kett6nek). Jele A U B.

16. irja le halmazrendszer uniéjat és a megfeleld jeldléseket.

Ha A egy halmaz, melynek elemei mind halmazok, akkor azt a halmazt, amely pontosan
azokat a dolgokat tartalmazza, amelyek <& valamely elemének az elemei, az #& unidjanak
nevezzuk. Jel6lései:U A, U{A:A € A}, Upeqg A

17. Fogalmazza, meg a halmazok unidjanak alaptulajdonsagait.

(1) Aug =4

(2 AUB=BUA (kommutativitas)
(3 Au(BuC)=(AuB)UuC (asszociativitas)
(4) AuA=A (idempotencia)

(5) AcB)o (AUB =B)

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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18. Definialja halmazrendszer és két halmaz metszetét, és adja meg jeldléseiket.
A halmazok egy nem lres rendszere, akkor a halmazrendszer metszetét a
NA:={x:x €A ahol VA € A}
Osszefuggéssel definidlhatjuk, mas jeldlések: N A, N{A:A € A}, Npeyg A
A és B halmaz metszete: AN B := {x € A:x € B}
19. Definialja a diszjunktsag és a paronként diszjunktsag fogalmat.

Ha egy nem {res A halmazrendszer metszete az lires halmaz, akkor a halmazrendszer
diszjunkt. Ha a halmazrendszer barmely két kilénb6z6 halmazdnak a metszete lires, akkor
elemei paronként diszjunktak.

20. Fogalmazza meg a halmazok metszetének alaptulajdonsagait.

(1) Ang=A

(2) AnB=BnNnA (kommutativitas)
3) An(BNnC)=AnB)NnC (asszociativitas)
4) AnA=A (idempotencia)

(5) AcB)e (AnB =A4)

21. Fogalmazza meg a unid és a metszet disztributivitasat.
AN(BUC)=(ANB)UANC) (metszet disztributivitasa az unidra nézve)
AUBNC)=(AUB)N(AUC) (unid disztributivitasa a metszetre nézve)

22. Definidlja halmazok kiilénbségét, szimmetrikus differenciajat, és komplementerét.

a. kulonbség: A\ B :={x € A:x ¢ B}
b. szimmetrikus differencia: AAB = (A\ B) U (B \ 4)
c. Ahalmaz X-re vonatkozé komplementere: A’ := X \ A

23. Fogalmazza meg a halmazok komplementereinek alaptulajdonsagait.

(1) (A)' =4
(2) o' =X
B) X' =0
4) AnA' =09
(5) AUA' =X

(6) AcBe B'c A
(7) (AuB) =A"nB’
(8) (AnB)Y =A"UB’
24. irja le a hatvany halmaz fogalmat. Milyen jeldlések kapcsoléddnak hozza?
Ha A halmaz akkor azt a halmazrendszert, melynek elemei A részhalmazai, az A

hatvanyhalmazanak nevezziik. Jele p(A), esetleg 24

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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Definidlja a rendezett par fogalmat és koordinatait.

Barmely x, y esetén legyen (x, y) = {{x}, {x, y}}.

Az (x,y) rendezett par elsé koordinatdja x, masodik koordinatajay.
Definidlja két halmaz Descartes szorzatat.

X,Y halmaz Descartes szorzata: az X XY := {(x,y):x € X,y € Y} rendezett parokbdl 4llé
halmaz.

Definialja a binér relaciot, és adja meg a kapcsolddo jeldléseket.

Egy halmaz binér relacio, ha minden eleme rendezett par. (x,y) € R helyett gyakran
haszndlatos a xRy

Adjon 3 példat binér relacidra.
L ={(x,x] e X x X:x € X}
@
XxY
Mit jelent az, hogy R relacid X és Y kozott? Mit jelent az, hogy R egy X-beli relacio?
R reldcié X és Y kozott, ha R € X X Y, ha X=Y akkor R X beli relacié.

Definidlja binér relacié értelmezési tartomanyat és értékkészletét, és adja meg a kapcsolddd
jeloléseket.

R relaci6 értelmezési tartomanya: dmn(R) = {x: Ely((x, y) € R)}
R relacid értékkészlete: rng(R) = {y:3x((x,y) € R)}

Definidlja binér reldcid kiterjesztését, leszlkitését és leszlkitését egy halmazra és adja meg a
kapcsolddo jeloléseket.

Az R binér reldciét az S binér reldcié kiterjesztésének, illetve S-et az R lesz(ikitésének
nevezzik, ha S c R.

R relacié A halmazra valé lesz(kitésén az
R|y={(x,y) € R:x € A}
relaciot értjlk.
Definidlja egy binér reldcid inverzét és sorolja fel az inverz harom egyszer( tulajdonsagat.
R binér inverze:
R™Y:={(b,a): (a,b) € R}

tulajdonségai:

(1) RT)™'=R

(2) RcXxY=>RlcvYyxX

(3) dmn(R™Y) = rng(R), valamint rng(R™') = dmn(R)

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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33. Definidlja halmaz képét és inverz képét binér relacidnal és adja meg a kapcsolddo jeldléseket.
R binér relacié, A halmaz, akkor az A halmaz képe:
R(A):= {y: dx € A((x,y) € R)}
B halmaz inverz képe az R relacién: R™1(B)
Ha A={a}, akkor R({a}) helyet irhatunk R(a)-t
34. Definidlja a binér relacié kompoziciéjat. Lehet-e a kompozicid lGres?
Az R és S binér relacié kompozicidjan az
RoS:= {(x, y): Elz((x, z)ESA(z,y) € 1)}
reldciét értjlk.
Két relacié kompozicidja lehet lires, ekkor rng(S) és dmn(R) diszjunktak.
35. Fogalmazzon meg hdrom, binér relaciék kompozicidjara vonatkozo allitast.
(1) rng(s) > dmn(R) = rng(R o S) = rng(R)
(2) Ro(SoT)=(RoS)oT
(3) RoS)1=5"1oRr™?

36. Mit jelent, hogy egy reldcid tranzitiv, szimmetrikus, illetve dichotém? Ezek kozil mi az ami
csak a relacién mualik?

Legyen R X-beli binér relacié ekkor,
a. tranzitiv ha: Vx,y,z (((x, y)ERA(y,2) € R) = (x,z) € R)
b. szimmetrikusha:  Vx,y((x,y) ER = (y,x) ER)
c. dichotém ha: Vx,y € X((x, Y)ERV(y,x) € R)
A tranzitivitds és a szimmetria csak a reldcion mulik.

37. Mit jelent az, hogy egy relacié antiszimmetrikus, illetve trichotdm? Ezek koziil mi az ami csak
a relacion mulik?

Legyen R X-beli binér relacié ekkor,

a. antiszemmetrikus ha: Vxy (((x, y) ERA(y,x) € R) = (x = y))

b. trichotom ha: Vx,y €X ((x =y) @ ((x, y) € R) ® ((y, x) € R))

Az antiszimmetria csak a relacién mulik.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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38. Mit jelent az, hogy egy relacid szigorian antiszimmetrikus, reflexiv illetve inreflexiv? Ezek
kozul mi az, ami csak a relacion mulik?

Legyen R X-beli binér relacié ekkor,

a. szigoruan antiszimmetrikus ha VX, y((x, Y)ER= (y,x) & R)
b. reflexiv Vx € X((x, x) € R)
c. irreflexiv Vx € X((x, x) ¢ R)

A szigoru antiszimmetria csak a relaciéon mulik.
39. Definialja az ekvivalenciarelacio, illetve az osztdlyozas fogalmat.

X halmaz beli relacio ekvivalenciarelacid, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Az X részhalmazainak egy O rendszerét X osztalyozdsanak nevezziink, ha O pdronként
diszjunkt nem Ures halmazokbdl allé halmazrendszer, amelyre U0 = X.

40. Mi a kapcsolat az ekvivalenciarelacidk és az osztalyozasok kozott.
Valamely X halmazon értelmezett ~ ekvivalenciarelacio esetén a
% = {y € X: y~x},x € X ekvivalenciaosztalyok X-nek egy X = X/~ osztalyozasat adjak.
Megforditva:

az X halmaz barmely O osztalyoza esetén az U{Y XY:Y € O} reldcié ekvivalencia
reldcio, amelyhez tartozo ekvivalencia osztalyok halmaza O.

Hasonldan, ha egy ekvivalenciarelaciéra képezziik az ekvivalenciaosztalyokat, amjd ebbdl
a hozzd tartozd ekvivalencia reldciét, akkor az eredeti relaciét kapjuk vessza.

41. Definialja a részbenrendezés és a részbenrendezett halmaz fogalmat. Mit mondhatunk egy
részbenrendezett halmaz részhalmazarél?

X halmazbeli részbenrendezés egy tranzitiv reflexiv és antiszimmetrikus X-beli reldcié. A
részben rendezés jeldlése: <. A részben rendezett halmaz, tulajdonképpen (X, <) par.

Egy részbenrendezett halmaz minden részhalmaza is részbenrendezett, ha a < reldciét csak
ennek az elemei k6zott tekintjlik.

42. Definialja a rendezés, a rendezett halmaz és a lanc fogalmat.

X részben rendezett halmazon, < részben rendezési relacié dichotém is, azaz X barmely két
eleme 6sszehasonlithatd, akkor a relacié rendezés, X pedig rendezett halmaz.

X <-vel részbenrendezett halmaz Y részhalmaza lanc, ha a < relaciét csak Y az elemei kozott
tekintve Y <-vel rendezett.

43. Mondjon példat részbenrendezett, de nem rendezett halmazra.
A természetes szamok korében az ,n osztja m-et” relacio
44. Definialja egy relacionak megfelel6 szigoru illetve gyenge relacio fogalmat.
X-beli R relaciéhoz definidlhatunk X-beli S szigoru relécidt, Ggy hogy xSy & (xRy Ax # y)

X-beli R relaciéhoz definidlhatunk X-beli T gyeng relaciot, ugy hogy xTy & (xRy Vx =)

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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Definidljuk a szigord részbenrendezést és fogalmazzuk meg kapcsolatat a
részbenrendezéssel.

X halmaz <- relacidval részben rendezett halmaz, akkor a megfelel6 X-beli szigoru reldcié
(jele <) szigoru részben rendezés. Ami irreflexiv, tranzitiv, szigortan antiszimmetrikus.

Ha egy < részben rendezéshez, definidljuk a megfeled szigoru részben rendezést, majd abbdl
a megfelel6 gyenge rendezést a <-t kapjuk vissza, és forditva.

Mi az, hogy kisebb, nagyobb, megel6zi, koveti? Adja meg a kapcsolédé jeloléseket.

< szigoru részben rendezés. Ha x<y (ami helyett irhatunk y>x-t) akkor azt mondjuk, hogy x
kisebb, mint y vagy y nagyobb, mint x, vagy x megel&zi y-t vagy y koveti x-et.

Gyenge reldciod esetén(<, >) hozzatessziik, hogy vagy egyenlé.
Definidlja az intervallumokat és adja meg a kapcsolddo jeldléseket.

X egy részbenrendezett halmaz. Ha x< z és z<y, akkor azt mondjuk, hogy z x és y kozé esik,
az ilyen elem halmazat [x,y]-al jeloljuk.

X egy részbenrendezett halmaz. Ha x<z és z<y, akkor azt mondjuk, hogy z szigortan x és vy
kozé esik, az ilyen elem halmazat ]x,y[-al vagy (x,y) jeloljlk.

Ix,y] és [x,y[ halmazok, definicidja analdg, itt is hasznalatos (x,y] és a [x,y) jel6lés is.
A fenti halmazok kdz6s néven intervallumok.

Mi az hogy kozvetlenil koveti, illetve, hogy kozvetlenil megel6zi?

Ha x<y de ]x,y[=0, akkor x kdzvetlenil megel6zi y-t, illetve y kdzvetlenil koveti x-t.
Definidlja a kezdd szelet fogalmat és adja meg a kapcsolddo jeloléseket.

Egy x € X elemhez tartozo kezdGszeletnek a {y € X:y < x} részhalmazt nevezzik.
Jelolése:] <, x[.A] «,x], ]x = [, [x,— [jelolések analdg értelmezendék.
Definidlja a legkisebb és a legnagyobb elem fogalmat.

X részbenrendezett halmaz legkisebb eleme x € X, amelyre Vy € X(x < y).

X részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme x € X, amelyre Vy € X(y < x).
Definidlja a minimalis és a maximalis elem fogalmat, és adja meg a kapcsolddo jeldléseket.

x-t minimalisnak nevezziik, ha nincs nala kisebb elem, maximalisnak akkor, ha nincs ndla
nagyobb elem. Ha van egyértelm( minimalis elem akkor azt min X-el jel6ljik, és ha van
egyértelmd maximalis elem azt max X-el jel6ljik.

Adjon meg olyan részbenrendezett halmazt, amiben tébb minimalis elem van.
A N\{0,1} halmazon az , 0sztdja” részbenrendezés.
Adjon meg olyan részbenrendezett halmazt, amelyben nincs maximalis elem van.

A természetes szamok halmaza a szokasos rendezéssel.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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Igaz-e, hogy rendezett halmazban a legkisebb és a minimalis elem fogalma egybe esik.

Igen, mivel rendezett halmazban, barmely két elem osszehasonlithato,
igyx EX(Vy eX(x <y)) & x € X(Ay(y < x)).

Definidlja az alsé és a felsé korlat fogalmat.

Egy X részben rendezett halmaz x eleme az Y részhalmaz
a. alsé korldtiahaVvVy e Y(x <)
b. fels6 korlatjahaVy € Y(y < x)

Igaz-e, hogy ha egy részbenrendezett halmaz egy részhalmaza tartalmaz a részhalmaz alsé
korlatai kozil elemeket, akkor csak egyet.

Igen, akkor az az Y legkisebb eleme.
Definialja az alsé és a felsé hatartulajdonsagot.

Ha X részbenrendezett halmaz barmely nem (res, fellilrél korlatos részhalmazanak van felsé
hatdra, akkor a felsé hatdr tulajdonsagunak nevezzik, ha pedig barmely nem dres alulrdl

korlatos részhalmazdnak van alsé hatdra, akkor X-et alsé hatartulajdonsdgunak nevezziik.

Igaz-e, hogy ha egy részbenrendezett halmaz egy részhalmaza tartalmazza a részhalmaz egy
also korlatjat, akkor az a részhalmaznak minimdlis eleme?

Igen, mert ekkor az alsé korlat fogalmanak definicidja miatt X halmaz Y részhalmazanak x
elemére és egyben alsé korlatjara teljesil a VyEX:x<y , amely a legkisebb elem
definicidjaval egyezik meg.

Mivel x az Y Osszes elemével 0Osszehasonlithatd - mert alsé korldt -, ezért
VyeEX:xXy=—((VyE X:x<Y)) = (JyEX: y <x) = By E X:y<x _, ami a minimalis elem
definicidja, tehat x az Y részhalmaz minimalis eleme is.

Definidlja az infimum és a szuprémium fogalmat.

Ha X halmaz Y részhalmazdnak alsé korlatainak halmazaban van legnagyobb elem, akkor az Y
infimumanak nevezziik (jeldlés: inf Y), ha Y felsGkorlatainak halmazadban van legkisebb elem,
azt Y szuprémumanak nevezziik(jelolés sup Y).

Definialja a jolrendezést és a jolrendezett halmaz fogalmat.

X rendezett halmaz jélrendezett, a rendezés pedig jolrendezés, ha X barmely nem iires
részhalmazanak van legkisebb eleme.

Adjon meg olyan rendezett halmazt, amely nem jolrendezett.
Raciondlis szdmok halmaza.
Adjon példat jélrendezett halmazra.

Természetes szamok halmaza.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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Adjon meg két részben rendezett halmaz Descartes-szorzatan a halmazok részben rendezései
segitségével két részbenrendezést.

Legyen X és Y részben rendezett halmaz.
X X Y-banlegyen (x,y) < (x',y"),hax <x'Ay <y’

vagy X XY-ban legyen (x,y) < (x',y"), ha x<x'V(x=x"Ay <y') (lexikografikus
rendezés)

Két j6l rendezett halmaz Descartes-szorzatan a lexikografikus részbenrendezést tekintjik. Mit
allithatun errél.

A két halmaz Descartes-szorzata rendezett, illetve jélrendezett a lexikografikus rendezéssel.
Definidlja a fliggvény fogalmat. Ismertesse a kapcsolddd jeliiléseket.
A flggvény egy olyan f relacid, amelyre ((x, y)EfA(xyY')E f) >y=y

Jelolések: f(X) ={y}, f(X) ={y},fx, f:x — y (a fuggvény x helyen felvett y értéke)
f:X —= Y (f X halmazt Y ba képz§ flggvény)

Mi a kilonbség a kozott, hogy f € X - Y éshogy f: X =Y

fEeEX > Yesetéendmn(f) c X mig f: X - Y eseténdmn(f) = X
Mikor neveziink egy fliggvényt kolcsondsen egyértelmiinek.

Egy fliggvény kolcsondsen egyértelmd, ha f(x)=y és f(x’)=y esetén x=x’
Igaz-e, hogy az identikus leképezés, mindig szlirjektiv.

I, X etY ba képt6 identikus leképzés sziirjektiv, ha X=Y, denemha X € Y
Definidlja a permutacio fogalmat.

Egy X halmaz 6nmagdra vald koélcsonosen egyértelm( leképzéseit az X permutdcidinak
nevezzik.

Igaz-e, hogy két flggvény Osszetétele fliggvény.

Igaz, ha f X-b&l Y-ba és g Y-t Z-ba képz6 flggvények, akkor g o f X-et Z-ba képz6 fliggvény.
Mikor allitjuk, hogy két fuggvény Osszetétele injektiv, szurjektiv, illetve bijektiv.

Ha f és g is kdlcsondsen egyértelm fliggvény, akkor g o f is.

Ha f X-b6l Y-ra és g Y-t Z-ra képz6 fuggvények, akkor g o f X-et Y-ra képz§ fliggvény

Ha f és g is bijektiv fliggvény, akkor g o f is.

Mi a kapcsolat fliggvények és ekvivalenciarelacidk kozott?

Ha az X halmazon adott egy ekvivalencia relacid, akkor az x elemhez az ekvivalenciaosztalyat
rendel6 leképzés X kanonikus leképzése.

Megforditva
ha f: X — Y egy flggvény, akkor az x~x" ha f(x)=f(x") relaci6 egy ekvivalencia relacio.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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73. Mikor nevezlink egy fliggvényt monoton novekvének, illetve monoton csokkenének?
X és Y rendezett halmaz, f: X — Y flggvény.
Egy fiiggvény monoton névekvé ha Vx,y € X(x <y = f(x) < f(y))
Egy fiiggvény monoton csdkkend ha Vx,y € X(x <y = f(x) = f(¥))

74. Mikor neveziink egy flggvényt szigordan monoton novekvének illetve szigorian monoton
csokkendnek.

X és Y rendezett halmaz, f: X — Y flggvény.
Egy fuggvény szigorian monoton névekvé ha Vx,y € X(x <y=fx)< f(y))
Egy fliggvény szigordan monoton csokkend ha Vx,y € X(x <y=f(x)> f(y))

75. Mi a kapcsolat a szigordan monoton novekvé fliggvények és a kolcsondsen egyértelm(
fliggvények kozott.?

X és Y rendezett halmaz, f: X — Y szigorian monoton novekvé fliggvény, akkor kdlcsdndsen
egyértelmd is.

76. Mit allitunk a monoton névekvé fliggvények inverz fliggvényérdl?
Egy monoton novekvé flggvény inverz fliggvénye szigordan monoton névekva.
77. Mit értiink indexhalmaz, indexelt halmaz és indexelt csaldd alatt?

Egy x fliggvény i helyen felvett értékét jeldlhetjiik x;-vel, ekkor
x értelmezési tartomanya (1) index halmaznak,

értékkészletét indexelt halmaznak,
a figgvényt indexelt csalddnak nevezziik

78. Definidlja indexelt halmazcsalddok unidjat és metszetét.
Egy X;, i € I indexelt halmazcsalad unidja U X; == U{X;:i € I}
metszete pedigN;¢; X; = N{X;: i € I} feltéve hogy I # @
79. Fogalmazza meg az indexelt halmazcsaladokra vonatkozé De Morgan szabalyokat
(1) (UieX)' = r]ieIXi’
(2) (N X)' = UieIXi’
80. Definidlja véges sok halmaz Descartes-szorzatat és ismertesse a kapcsolddo jeldléseket?
X1 X Xy X oo X Xppi = {(x1, %5, ..., Xp): X; € X;,ahol i € {1,2,...,n}}
Ha X; = X, = - = X,, akkor, X™ el szokas jeldlIni.
81. Definidlja a (nem feltétlenil binér ) relacié fogalmat és a kapcsolddo jeldléseket.

Egy X;, i €1 indexelt halmazcsalddhoz tartozdé reldcion kivdlasztdsi fliggvények egy
tetsz6leges halmazat értjlik.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva



82.

83.

84.

85.

86.

Készitette: Nyilas Arpad
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Definidlja tetszéleges indexelt halmazcsalad Descartes-szorzatat és ismertesse a kapcsolddd
jeloléseket

A halmazcsalad X;c; X; Descartes szorzata a halmazcsalddhoz tartozé Osszes kivalasztasi
fliggvények halmaza.

Ha egyértelm jelolhetjik: X; X;

Definidlja a binér, a unér, és a nullér, mivelet fogalmat és ismertesse a kapcsolédd
jeloléseket.

Egy X halmazbeli binér miveleten egy *: X X X — X leképzést értlink *(x,y) helyett x*y-t
irunk.

Egy X halmazbeli unér miveleten egy *: X — X leképzést értlink
Egy X halmazbeli nullér miiveleten egy *: {@} - X leképzést értiink
Adjon meg egy unér és egy binér mlveletet tablazattal.

AXXX->XX={11

A i)
) )
l l

—XxXoX X={1}

Hogyan definialjuk a mveleteket fliggvények kozott.
Legyen X halmaz, Y pedig egy halmaz a rajta értelmezett * binér miivelettel.

Ekkor az X-et Y-ba képz8 fuggvények kozott is értelmezhetiink pontonként egy binér
mi(iveletet (amelyet ugyan azzal a jellel jel6link) a kovetkez6 Gsszefliggéssel.

(f * 9)(x) = Vx € X(f (x) * g(x)) aholf, g: X = Y
Hasonldan definidlhatdk unér és nullér mliveletek fliiggvényeken.
Adjon példat mveletekre fliggvények kozt.

Egy adott X halmazon értelmezett valds értéki fliggvények esetén az 6sszeadast (, kivonast,
szorzast) pontonként értelmezziik fliiggvényekre is.

minden jog fenntartva
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87. Definidlja a mivelettarto leképzés fogalmat.
Legyen = binér m(ivelet az X, és legyen * ' binér mivelet az X' halmazon.
Egy ¢: X — X' leképzés miivelettarto ha
v,y € X (plx*y) = p(x)* ()
Hasonldan értelmezziik a mdvelettartdst unér és nullér miveletekre is.
88. Adjon példat mlvelettarto leképzésre.

ha a>1, x; » a* leképzés mlvelettartd és kolcsonossen egyértelm(i leképzése az
Osszeadassal tekintett valds szamoknak a szorzassal tekintett pozitiv valds szamokra.

89. Fogalmazza meg a rekurzié tételt.

Legyen X halmaz, a € x, f: X — X fliggvény (és N — en teljesiilnek a Peano-axiémak), akkor

g - N — x flggvény amelyre Vn € N (g(O) =angnt) = f(g(n)))
90. Definidlja a karakterisztikus fliggvény fogalmat és ismertesse a kapcsolddo jeldléseket.
X egy halmaz, Y c X, ekkor Y karakterisztikus fliggvénye:
xy: X — {0,1} leképezés, melyre teljesiil.
xy(x)=1haxeyY
xy(x) =0hax € X\Y

91. Definidlja a baloldali semleges elem, a jobboldali semleges elem és a semleges elem
fogalmat.

Legyen X halmaz, * pedig rajta értelmezett mvelet

ekkor s € X bal oldali semleges elem, haVg € X(s* g = g),

illetve jobb oldali semleges elem haVg € X(g *s = g),

ha s jobb és baloldali semleges elem is, akkor semleges elemnek nevezziik.

92. Definidlja a félcsoport, a balinverz, a jobbinverz és az inverz fogalmat, és ismertesse a
kapcsolddo jeloléseket.

(G, *) par félcsoport, ha * mivelet értelmezve van G halmazon, és * asszociativ.
Ha (G, ) félcsoportban s semleges elem akkor g* elemet g elem balinverze, ha g* * g = s
és g pedig jobbinverze g*-nak, ha g* elem jobb és balinverze is g-nek, akkor g* g inverze.

93. Igaz-e, hogy egy egységelemes multiplikativ félcsoportban, ha h-nak és g-nek van inverze
akkor hg-nak is, és ha igen, mi?

Igaz, hg inverze h*-g*

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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Definialja a csoport és az Abel-csoport fogalmat.
(G, *) félcsoport csoport ha
(1) (G, *)-nek van semleges eleme
(2) G minden elemémének létezik inverze
(G, *) csoport Abel-csoport, haa * kommutativ
Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(X),N) egy egységelemes félcsoport.
Igaz, hisz p(X)-en asszociativ mivelet a N, és X az egységelem.
Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(X),U) egy csoport.

Nem, hisz ugyan egységelemes félcsoport, ahol az egységelem a @, de két nem ires halmaz
unidja soha sem lesz lires halmaz, igy nem lesz minden elemnek inverze.

Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(X), A) egy félcsoport.
Igaz, hisz A aszociativ mivelet halmazrendszereken, igy p(X)-en is.

Igaz-e, hogy ha X tetsz6leges halmaz, akkor az X-beli binér reldciok a kompoziciéval
egységelemes félcsoportot alkotnak?

Igaz, hisz a kompoziciéd asszociativ m(ivelet a binér relacidk halmazdn, és az identikus
leképzés egységelem.

Igaz-e, hogy ha X tetsz6leges halmaz, akkor az X-et X-re képz6 bijektiv leképzések a
kompozicidval, mint mivelettel csoportot alkotnak.

Igaz, hisz a kompozicid asszociativ mivelet a leképzések halmazan, az identikus leképzés az
egység elem, és mivel bijektiv minden elemnek van inverze.

100. Fogalmazza meg a természetes szamokra a < relacié és a miveletek kapcsolatat leird tételt.

Legyen k, m,n € N. Ekkor
(1) nt kdzvetlenil kdveti n-et
2 m<snem+k<n+k
(3) k+0esetéenm<nom-k<n-k
4 m<nem+k<n+k
(5) k#Oesetetnm<nem-k<n-k

(6) k#Oesetéenm-k=n-k=>m=n

101. Definialja a véges sorozatot.

[0,n] € Nvagy [1,n] € Nt halmazokon értelmezett fiiggvényeket véges sorozatnak
nevezzik.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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102. Fogalmazza meg az altalanos rekurzio tételt.
Legyen adott X halmaz
és egy f X-be képz6 flggvény fuggvény, dmn(f) N valamely kezdGszeletébdl X be képzé
fliggvények halmaza.
Ekkor 3! g: N — X fliggvény, amely f-zért, azaz Va € N (g(a) = f(gl]@,a[))

103. Hogyan hasznalhatd az altaldnos rekurzid tétel a Fibonacci-szamok definidlasara?
Legyen X:=N
legyenn — n~ leképcése N*-nak N-re azn — n* leképzés inverze
Tovabbd f(@) =0, f({(0,k)}) =1Vk €N
Ha n>1

h:] <, n[— N fuggvény, akkor legyen f(h) = h(n™) + h(n™7)

Megjegyzés: n=min(N\dmn(h))

104. Definialja véges sok elem szorzatat félcsoportban, és egységelemes félcsoportban.

Ha G egy multiplikativ félcsoport, x:N — G, a&ltaldnos rekurzié tételt alkalmazva

definiadlhatjuk a

n 1 n+1 n
(n e NY) nxk szorzatokat Ugy hogy X = X1 €S ka = (1_[ xk> “Xpa1
k=1 k=1 k=1 k=1
Ha G egy multiplikativ félcsoport e egység elemmel, akkor
n 0 n+1 n
(n eNT) nxk szorzatokat Ugy hogy nxk =eés l_[xk = (1_[ xk> *Xps1
k=1 k=1 k=1 k=1

105. Fogalmazza meg a hatvanyozas két tulajdonsagat félcsoportban és egységelemes

félcsoportban.
G multiplikativ félcsoport, g€ G
(1) g™ =g™-g"
(2) (g™)" =g™"
Minden n,m € N*-ra(Ha G egységelemes félcsoport akkor minden n, m € N-ra)
106. Fogalmazza meg a hatvanyozdsnek azt a tulajdonsagdat, amely csak felcserélhet6 elemekre
érvényes.
(gh)™ = g™ - h™ mindenn,m € N*-ra
107. hogyan értelmezziik a ), c4 X, jelOlést?

Ha A halmaz, G félcsoport, x: A - G flggvény és van olyan @:{k € N:1 <k < n} - 4,
akkor (kommutativitast és az aszozivitast felhasznalva indukviéval belathaté) minden ilyen

n
leképzésre Z X (k) Ugyan az, ezt a kézos értéket jeldlhetjik Y4 x4-vel.
k=1

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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108. Fogalmazza meg a maradékos osztas tételét.
Legyen n>0 rogzitett természetes szam
vm € N egyértelm(en felirhaté m = gqn + r alakban, ahol g, € N és r<n.

109. Definialja a hdnyados és a maradékot természetes szdmok osztdasanal, a paros és a paratlan
szamokat.

A maradékos osztas tétele szerint m € N felirhaté m = gn + r alakban, ekkor g honyados, r
maradék az m szam n el valé maradékos osztasanal.

Ha az m € N 2 vel valé maradékos osztdsanal a maradék 0 akkor a szam pdros, egyébként
paratlan.

110. Fogalmazza meg a szamrendszerekre vonatkozé tételt.
Legyeng>1,qg €N

Minden m>0 természetes szamhoz, egy és csak egy olyan n természetes szam és
ag,a; - Ay € [0, q[C N sorozat létezik, amelyre

n
anthésm:Zai-ql
i=0

111. Mikor mondjuk, hogy egy binér muvelet kompatibilis egy osztalyozassal. Adjon ekvivalens
megfogalmazast és definidlja a mliveleteket az osztalyok kozott.

Legyen * egy binér miivelet X halmazon, és legyen adott X osztdlyozasa és a megfelel§ ~
ekvivalencia relacio.

* mivelet kompatibilis az osztdlyozassal, illetve ~ -val, ha x~x' A y~y' = x x y~x' x y’
Az ekvivalencia relacio tulajdonsagai miatt elegend® feltétel: x x y~x' * y Ax * y~x x y’

Ha a mvelet kompatibilis az osztdlyozassal, akkor az ekvivalencia osztélyok terén, X-on
bevezetiink egy ¥ mveltet az X ¥ § = X ¥y definicidval, mert a kompatibilitds miatt az
eredmény fliggetlen a reprezenténsvalasztastol.

112. Definialja a nullgy(ir( és a zérdégy(rd fogalmat.
A nullgy(rd olyan gy(rd, amely csak egy elemet tartalmaz, ez nyilvan a 0.

A zérégy(ir(iben az alaphalmaz és az 6sszeadas Abel-csoportot alkot, és barmely két elem
szorzata 0.

113. Definialja a bal és jobboldali nulloszté és a nullosztopar fogalmat.

Ha x,y egy R gy(rd 0-tdl kilonb6z6 elemei, és xy=0, akkor x és y nullosztépar, x bal oldali
nullosztd, y jobboldali nulloszté.

114. Definialja az integritdsi tartomany fogalmat.
Az integritdsi tartomany egy kommutativ nullosztdmentes gy(rd.
115. Definialja a rendezett integritasi tartomany fogalmat.
R integritasi tartomany, rendezett integritasi tartomany, ha alaphalmaza rendezett, és
(1) x,y,zeRx<y=>x+z<y+2z) (Az0Osszeadasmonoton)

(2) x,y €ER(x,y=0=>x-y=0) (A szorzas monoton)

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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116. Forgalmazza meg sziikséges és elégséges feltételét arra vonatkozdan, hogy egy intagritasi
tartomany rendezett integritasi tartomany legyen.

R integritdsi tartomany akkor és csak akkor rendezett integritasi tartomadny, ha alaphalmaza
rendezett és

(1) x,y,zER(x<y=x+z<y+2z) (Az06sszeadas szigordan monoton)
(2) x,y ER(x,y>0=>x-y>0) (A szorzas szigorian monoton)

117. Fogalmazza meg a rendezett integritdsi tartomanyokban az egyenl6tlenségekkel vald
szamolas szabalyait leird tételt.

(1) x>0=>-x<0ésx<0=>-x>0

(2) (x<yANnz>0)=>xz<yz

B) (x<yAz<0)=>xz>yz

(4) x # 0 = x? > 0; specidlisan ha van egységelem akkor az pozitiv

(5) Ha 1 azegységelem, 0 < x < y és x-nek van multiplikativ inverze, akkor 0 < % < i

118. Definialja a test fogalmat és adjon 3 példat testre.

Egy T gylr(it testnek neveziink, ha a nulelemet 0-val jeldlve T \ {0} a szorzassal Abel-
csoportot alkot. Példa:Q, R, C

119. Definidlja a rendezett test fogalmat, és adjon példat olyan testre, amely nem teheté
rendezett testé.

Egy test rendezett test, ha a test rendezett integritasi tartomany.
Példaul C nem tehetd rendezett testé.
120. Fogalmazza meg az Arkhimédészi tulajdonsagot.
Egy F rendezett test arkhimédészien rendezett, ha
x,yEF(x >0=>13Ine N(any))
121. Mi a kapcsolata az arkhimédészi tulajdonsagnak a fels6 hatdr tulajdonsaggal.
Egy fels6 hatar tulajdonsagu rendezett test mindig arkhimédészien rendezett.

122. Fogalmazza meg a raciondlis szdmok fels6 hatar tulajdonsagara és az arkhimédészi
tulajdonsagara vonatkozé tételt.

A racionalis szdamok rendezett teste arkhimédészien rendezett, de nem felsé hatar
tulajdonsagu.

123. Fogalmazza meg a valds szamok egyértelm(iségét leird tételt.
Legyen R'és R’ két felsd hatdr tulajdonsagu rendezett test.

Ekkor létezik ¢ kolcsdndsen egyértelmii leképzése R'-nek R"'-re, amely monoton névekvé,
Osszeadds- és szorzastarto.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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124. Definialja a bdvitett valds szamokat.
A bévitett valés szamok halmaza:R = R U {400, —o0}
R rendezését Ugy terjesztjiik ki R-re, hogy Vx € R(—o0 < x < +00)
Ellentett képzés:—(+0) = —c0 és —(—00) = +00
Osszeadas: x + (+00) = (+) + x = +0 ,hax € R,x > —o
x+ (=) =(—o) +x =—00 hax € Rx < +oo
de (+) + (—) és (—) + (+0) nincs értelmezve.
125. Fogalmazza meg a valds szamok |étezését leird tételt.
Létezik fels6 hatar tulajdonsagu rendezett test.
126. Fogalmazza meg a valds szamok kérében a gydkvondasra vonatkozé tételt.

Minden x>0 valds szémhoz és n € Nt természetes szdmhoz pontosan egy olyan y > 0 valds
szam taldlhato, amely y" = x

127. Fogalmazza meg a valds szamok kdrében a szorzat gyokére vonatkozdé allitast.
Ha a és b nemnegativ valés szdamok és n € N*, akkor Vab = a Vb.
128. Definialja a komplex szamok halmazat a m(iveletekkel.
A komplex szamok halmaza C = R X R, azaz a valds szampdrok halmaza,
az (x,y) + (x",y) = (x+ x',y + y") 6sszeaddssal
ésaz (x,y) - (x',y") = (xx" —y'y,y'x + yx') szorzdssal mint miiveletekkel.
129. Adja meg R bedgyazasat C-be.

Ha x, x" € R, akkor (x,0) + (x',0) = (x + x,0), (x,0) - (x',0) = (xx',0), igy az x = (x,0)
leképezés kolcsondsen egyértelmd, 0sszeadas és szorzas tartdleképezése R-nek C-be, ezért
az osszes (x, 0), x € R alakd szamot azonositjuk R-rel.

130. Definialja i-t, komplex szdm valds és képzetes részét, konjugaltjat és a képzetes szam
fogalmat.

Jeldlje i a (0,1) komplex szamot, ekkor z € C egyértelmlen felirhatd z=x+iy alakban ahol
x,y €ER , ekkor x-et z valds részének(Jele:R(2)), y-t z képzetes részének (jele:3(z))
nevezziik, tovabba z konjugiltja z = x — iy.

Ha a komplex szdm valds része 0, akkor képzetes szdmnak nevezziik.
131. Fogalmazza meg a komplex konjugdlas tulajdonsagait.
minden z,w € C-re igaz:

(1) z=z

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva



Diszkrét matematika I. - Vizsga anyag 19

132. Definialja komplex szam abszolut értékét. Milyen tételt hasznalt?

(x,v) € C szam abszolut értéke |(x, y)| = /x2 + y?

Felhaszndlt tétel: Minden x>0 valds szdmhoz és n € N* természetes szamhoz pontosan egy
olyany > 0 valds szam talalhatd, amely y™ = x

133. Fogalmazza meg a komplex szamok abszolut értékének tulajdonsagait.
minden z,w € C-re igaz:
(1) zz=|z|?

2) izihantO

|z|?
(3) 1(x, 0)| = ||
(4) |0| =0¢és z# 0esetén|z| >0
(5) 1z] = |z|
(6) lzw| = |z||w|
(7) IR < ||
(8) 13(2)] < ||
9) lz+wl<|z] + |wl
(10)||z] = w|| < |z — w|
134. Definialja komplex szamokra sng fliggvényt és fogalmazza meg tulajdonsagait.

Legyen sng(0) = 0 és legyen sng(z) = |§—| ,ha 0 = C.

Ekkor sng(2) = sgn(z) és |sgn(z)| =1, haz # 0.

135. Definialja komplex szamok trigonometrikus alakjat és argumentumat.
Ha 0 #z€ C, akkor van t valds szam, amelyre sng(z)=cost+isint.
Ha az 6sszefliggés igaz, akkor a t+2km, k€ Z szamokra is, és csak ezekre.
Ekkor z = |z| cost + isin t, ez a komplex szam trigonometrikus alakja.

Ha 0 #z€ C, akkor z argumentuma az a t valds szam,
amelyre-m <t <mész = |z|cost+isint.

136. irja fel két komplex szam szorzatat és hanyadosat trigonometrikus alakjuk segitségével.
zZ,w € C,z= |z|cost+isint, w = |w]|coss+isins,

(1) zw = |zw]| cos(t + s) + isin (t + s),

(2)

z _ z| _ . _
v = vl cos(t —s) +isin (t —s),
137. Han € Nt ésw € C, irja fel a z™ = w egyenlet 6sszes megoldasat.

w = 0 esetén z = 0, kiilonben ha arg(w)=t akkor a

t+ 2km t + 2km
Z = " w| (cos (T) +isin (T)), k=01,..,n—1

kiilonboz6 komplex szamok, és csak ezek azok, amelyek n-edik hatvanya w.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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138. irja fel az n-edik komplex egységgydkdket. Mit értiink primitiv n-edik egységgyok alatt?

Ha w = 1, akkor az €™ =1 feltételnek az &, = cos (%) + i sin (ZkT”), k=01,..,n—1

komplex szdmok tesznek eleget. Ezeket n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik. Bizonyos
n-edik egységgyokok hatvanyaiként az Osszes tobbi el6all, ezeket n-edik primitiv
egységgyokoknek nevezzik.

139. Han € Nt és w € C, irja fel a z® = w egyenlet 6sszes megolddsat az n-edig egységgyok
segitségével.

ZEy, ZEq, ) ZEp_1
140. Fogalmazza meg az algebra alaptételét.
Han € Nt,¢q,¢q, ..., ¢, € C, ¢,y # 0, akkor 3z € (C(Z:=O czk = 0)
141. Definialja halmazok ekvivalenciajat és sorolja fel tulajdonsagait.
X és Y halmaz ekvivalens, ha Iétezik X-et Y-ra képzé bijekcid. (jelolése:X™Y).
Ha X,Y,Z halmazok akkor
(1) X~X (reflexivitas)
(2) X~Y = Y~X (szimmetria)
(3) (X~Y AY~Z) = X~Z tranzitivitas

142. Ha az X és X' illetve Y és Y’ halmazok ekvivalensek, milyen mas halmazok ekvivalencidjara
kovetkeztethetiink még ebbdl?

!
X XY és X' x Y'is ekvivalensek (specialisan ekvivalens Y és y'¥ is).
143. Definialja a véges és a végtelen halmazok fogalmat.

X halmaz véges, a ha valamely n természetes szamra ekvivalens a {1,2,..,n} halmazzal,
egyébként végtelen.

144. Definiadlja egy véges halmaz elemeinek szamdt. Hogyan jel6ljuk? Mit haszndlt fel a
definiciéhoz?

Azt az egyértelmilien meghatdrozott n természetes szamot, amelyre egy adott X véges
halmaz ekvivalens {1,2,..,n}-nel az X halamz elemei szamanak nevezzik.
leldlése:|X|, card(X).

Felhasznaltuk: Egy véges halmaz csak egy n-re ekvivalens a {1,2...,n} halmazzal.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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145. Fogalmazza meg a véges halmok és elemszamuk tulajdonsagait leird tételt.
X és Y halmaz, ekkor

(1) ha X véges ésY c X,akkor Y is véges és |Y| < |X]|
(2) ha X véges ésY < X,akkor |Y| < |X|
(3) ha X ésY végesek és diszjuktak,akkor X UY is véges és | X UY| = |X| + |Y|
(4) ha X ésY végesek,akkor |[XUY|+|XNY|=|X|+|Y]
(5) ha X és Y végesek,akkor X XY is véges,és |X X Y| = |X| - |Y|
(6) ha X ésY végesek, akkor XY is véges, és |XY| = |X|IY!
(7) ha X véges, akkor $(X) is véges, és |p(X)| = 21X

(8) ha X véges,és az f fiiggvény X -etY -ra képezi,akkor Y is véges
és |Y| < |X|, és ha f nem kolcsonosen egyértelmii akkor |Y| < |X|

146. Fogalmazza meg a skatulyaelvet.

Ha X és Y véges halmazok, és |X|> |Y|, akkor egy f: X = Y leképezés nem lehet kdlcséndsen
egyértelmd.

147. Mit mondhatunk véges halmazban minimalis és maximalis elem |étezésérél?

Részben rendezett halmaz barmely nem {ires véges részhalmazanak van maximalis és
minimalis eleme.

148. Mit mondhatunk egy véges halmaz 6sszes permutacidinak szamardl?
Egy véges n elem(i halmaz permutacidinak szama: B, = [[f=, k
149. Mit értlink egy véges halmaz variacioin és mit mondhatunk az 6sszes varidcidk szamarél?

Az {1,2,....k}-t A-ba képz6 kolcsondsen egyértelm(i leképzéseket az A halmaz k-ad osztdlyu
variacidinak nevezzik.

. 1. T . n!
A véges halmaz k-ad osztalyl variacidinak szama: V¥ = o

150. Definialja az ismétléses variaciék fogalmat. Mit mondhatunk egy véges halmaz &sszes
ismétléses variacidinak szamaroél?

Az {1,2,..,k}-t A-ba képz6 leképzéseket az A halmaz k-ad osztalyu ismétléses varidcidinak
nevezzuk.

A véges halmaz k-ad osztalyu variacidinak szama: ‘¥ = nk

151. Mit értiink egy véges halmaz kombinacidin és mit mondhatunk az 6sszes kombindcidk
szamarol?

Az A halmaz k elem részhalmazait az A halmaz k-ad osztalyd kombinacidinak nevezziik.

. 21 SRT . n!
A véges halmaz k-ad osztalyd kombinacidinak szama:C,’f = M

152. Mit értiink egy véges halmaz ismétléses kombindacidéin és mit mondhatunk az Gsszes
ismétléses kombinacidk szamarél?
A halmaz k-ad osztdlyd ismétléses kombinaciéi f:A — N fuggvények, amelyekre igaz

Yaeaf(a) = k.

A véges halmaz k-ad osztdlyud ismétléses kombinacidinak szama: iC,’{ = (n thk- 1)

k

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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153. Mit értiink véges halmaz ismétléses permutacidin és mit mondhatunk az 0sszes ismétléses
permutdciok szamartol.

1,01l ... i € N ekkor
a,ay ...a, elemek iqiy .0, ismétlédésli ismétléses permutdcidi az olyan n=1i; +i, +
-+ +i,-tagu sorozatok, amelyekben az a; elem i;-szer fordul elG.

. iqip..0 n!
Ezek szama:P, 12" =

iqlip)oiy!
154. Fogalmazza meg a binomidlis tételt.

Legyenek x, y egy R kommutativ egységelemes gytri elemei, n € N. Ekkor

Gryr=) (D,

155. irja fel a Pascal-hdromszog elsé 8 sorat.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

156. Menyi a binomialis egylitthatdk 6sszege, illetve valtakozo elGjellel vett 6sszege.

n n

S ()= 30 =0

k=0 k=0
157. Fogalmazza meg a polinomialis tételt.

Legyenr € N, x4, X3, ..., X, €gYy R kommutativ egységelemes gy(ir(i elemei, n € N. Ekkor

i ,igdr iy i i
(1 +x 4+ +x)" = P2 XX Xy

i1+i2+"'+ir=n
i1iy.iyEN

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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158. Fogalmazza meg a logikai szita formulat.

Legyenek X;, X5, ..., Xj az X véges halmaz részhalmazai, f az X-en értelmezett, egy Abel-
csoportba képzé fliggvény. Legyen

S= Zf(x)

S, = E £(x)
XEX NXj,N..NX;,
1<i1<ip<-<irsk

és legyen

Sy = Z f(x)

xex\uk_ x;
Ekkor
So=S8S—S;+5, =S+ -+ (—=1)kS .
159. Definialja a természetes szdmok korében az oszthatdsagot és adja meg jeldlését.

Az m természetes szamot az n természetes szam osztdjdnak, az n-et pedig az m
tobbszérosének  nevezziik, illetve azt mondjuk, hogy n oszthaté ~m-mel,
hadk e N(n=m- k)

jelolése: m|n
160. Sorolja fel a természetes szamok korében az oszthatdsdg alaptulajdonsagait.
n,me€N
(1) (mln Am'|n") = mm'|nn’
(2) vn € N(n|0)
(3) Oln=n=0
(4) vn(1|n)
(5) Vk € N(m|n = mk|nk)
(6) (k € Nt Amk|nk) = m|n
(7) min; ésk; €N, (i = 1,2, ..., j), akkor m| Z{=1kini
8 n+0AMnN)=>m<n
(9) az oszthatdsag relacio részbenrendezés

161. Definidlja a természetes szamok korében a primszam és a torzsszam fogalmat. Mi a
kapcsolat a két fogalom kozott?

n>1 természetes szdm torzs szam, ha csak 1n és nl alakban irhatd fol természetes szamok
szorzata ként.

p>1 természetes szam prim szam, ha p|km esetén p|k vagy p|m teljesil.

Minden prim szam torzsszam is, és ha egy szam térzsszam akkor prim is.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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162. Definialja egységelemes integritasi tartomanyban az oszthatdsagot és adja meg a jeldlést.

Legyen R egységelemes integritdsi tartomany. Ha a,b € R, azt mondjuk, hogy b az a osztdja,
vagy a a b tobbszo6rose, illetve hogy a oszthatd b-val, ha van olyan ¢ € R, hogy a = bc.

Jel6lése b|a.
163. Sorolja fel egységelemes integritdsi tartomanyban az oszthatdsag alaptulajdonsagait.
a,b € R, ahol R egységelemes integritasi tartomany
(1) (blaAb'|a") = bb'|aad’
(2) Va € R(al0)
(3) Ola=>a=0
(4) Va(1la)
(5) Vc € R(bla = bc|ac)
(6) (c # 0Abclac) = bla
(7) bla;ésc; €R,(i =1,2,...,)),akkor b| Z{=1 cia;
(8) az oszthatdsag relacio reflexiv és tranzitiv
164. Definialja az asszocidltak fogalmat és sorolja fel ennek a kapcsolatnak a tulajdonsagait.

Legyen R egységelmes integritdsi tartomany. Ha a|b és b|a, akkor azt mondjuk, hogy a és b
asszocialtak.

Ez a relacid reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz ekvivalenciarelacid, tovabba kompatibilis
a szorzassal.

A nullanak nincs mas asszocidltja, csak sajat maga.
Az | reldcié kompatibilis ezzel az ekvivalenciarelacioval,
és az ekvivalenciaosztalyokon tekintve részbenrendezést kapunk.
165. Definialja az egységek fogalmat és sorolja fel az egységek halmazanak tulajdonsagait.

Egy R rendezett integritdsi tartomanyban 1 asszocialtjait egységeknek nevezzik, azaz az
egységek R azon elemei, amelyeknek van a szorzdsra nézve inverzik.

Az egységek a szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak.
Az egységek R minden elemének osztdi.
166. Mi a kapcsolat az egységek és az asszocialtak kotott?
Az a € R asszocialtjai az ea alaku elemek, ahol € egység.
167. Mi a kapcsolat a természetes szamok és az egész szamok kdrében vett oszthatdsag kozott.
N-beli allitdsokat at fogalmazhatjuk Z-re a kvetkez6k alapjan:
p,n,m € Z esetén
(1) m|n pontosan akkor, ha |m| | |n| az N-ben
(2) Egészek korében egység +1, m asszocidltjai +m
(3) n pontosan akkor felbonthatatlan, ha |n| feloonthatatlan N-ben
)

(4) p pontosan akkor prim, ha |p| prim N-ben

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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168. Definialja a Gauss-egészek gydrdjét. Igaz-e, hogy két egységelem van?

A G={n+im:nmeZ}cC ugynevezett Gauss-egészek egységelemes integritasi
tartomanyt alkotnak.

Nem igaz, hisza +1 és +i is egység.

169. Definidlja egységelemes integritdsi tartomanyban a primelem és az irreducibilis elem
fogalmat. Mi a kapcsolat a két fogalom k6zott?

R egységelemes integritasi tartomany, egy 0 # a € R elem irreducibilis, ha nem egység és
csak trivialis médon irhaté fel szorzat ként, azaz

(a =bc Ab,c ER) = bvagy c egység

A 0 # p € R elemet primelemnek nevezziik, ha nem egység és
plab (a,b € R) = (plaV p|b).

Minden prim elem irreducibilis.
170. Mit értink egységelemes integritdsi tartomanyban legnagyobb k6z0s oszto alatt?

Azt mondjuk, hogy az R egységelmes integritdsi tartomanyban az a4, a,,..,a, €ER
elemeknek a b € R elem legnagyobb k6z0s osztdja,

hai=1,2,..,nesetén bla;, éshai = 1,2,...,n esetén b’|a;, akkor b’|b.
171. Mikor mondjuk egységelemes integritdsi tartomany elemeire, hogy relativ primek?

R egységelemes integritasi tartomany, az a4, a,, ..., a, € R relativ primek,
ha az aq, ay, ..., a, elemek legnagyobb kdz0s osztdi egységek.

172. Mit értiink egységelemes integritdsi tartomanyban legkisebb k6z0s tobbszoros alatt?

R egységelemes integritasi tartomany. Akkor b € R az a4, a, ..., a, € R elemek legkisebb
k6z6s tobbszorose,
hai=1,2,..,nesetén a;|b, éshai = 1,2,...,n esetén a;|b’, akkor b|b’".

173. Egyértelm(-e az egész szamok korében a legnagyobb kdzos osztd? Ismertesse a kapcsolédd
jelolést.

Nem, de ha létezik az a;,a,,..,a, € Z szamoknak legnagyobb koz6s osztdja, akkor a
legnagyobb k6z6s osztok kozul az egyik nemnegativ, ezt Inko(ay, ay, ..., a,)-nel jeldljik.

174. Egyértelm(-e az egész szamok korében a legkisebb kozos tobbszorés? Ismertesse a
kapcsolédo jelolést.

Nem, de ha létezik az aq,a,, ..., a, € Z szamoknak legkisebb koz6s tdbbszordse, akkor a
legkisebb koz0s tobbsz6rosok koziil az egyik nemnegativ, ezt lkkt (a4, a,, ..., ay)-jeldli.

Készitette: Nyilas Arpad minden jog fenntartva
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Ez az eljaras meghatarozza az a, b € Z egészek egy d legnagyobb koz0s osztojat, valamint az

X,y € Z egész szamokat ugy, hogy d = ax + by teljesuljon.

(1) [inicializalas]

(2) [vége?]

(3) [ciklus]

X < 1,
Yo < 0,
Ty < a,
x1 < 0,
y1 <1,
r, < b,

n<o0

Ha 1.1 = 0 akkor
X < Xp,
Yy< Yo
d 1y,

eljaras véget ért.

'n
dn+1 < l

|,
T'n+1

Iy € Ty mod Fn+1 = T'n — Ipt+1Q9n+1s

Xn+2 < Xnp — Xn+19n+1s

Yn+2 < ¥n ~ Yn+19n+1s

n<n+1

ugras (2)-re.

176. Mely tétel alapjan szamolhatjuk ki véges sok egész szam legnagyobb koz6s osztdjat
primfelbontas nélkil?

Barmely a4, ay, ..., a, € Z szamoknak létezik legnagyobb kdz6s osztdja, és kisdmitasa vissza

vezethetd két szam legnagyobb kdzos osztéjanak kiszamitasara, az aldbbi médon

Inko(ay,ay, ..., a,) = Inko(Inko(ay, ay), as, ay, ...

igy a euklideszi algoritmus ismételt alkalmazasaval kiszamithatjuk véges sok egész szam
legnagyobb kdz0s osztdjat.

177. Fogalmazza meg a szamelmélet alaptételét.

Minden pozitiv természetes szam a sorrendtdl eltekintve egyértelm(en felirhaté primszamok
szorzataként.

Készitette: Nyilas Arpad
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178. Definialja primtényezds felbontasnal a kanonikus alakot.

A szdmelmélet alaptételében szerepld primtényezss felbontdst gyakran n = p;py? ...p*
alakban irjuk, ahol p, p, ..., Px kiillénb6z8 primek, a kitev6k pedig Nt elemei. Ezt nevezziik a
szam kanonikus alakjanak.

179. Hogyan hatarozhaték meg természetes szamok esetén az osztdk, a legnagyobb kdz6s osztd
és a legkisebb k6z0s tobbszoros a primtényezds felbontds segitségével?

A kanonikus alakbél leolvashaték n = pflpgz p,f" pozitiv osztdi, ezek a
d =pi'p,’ ...p,f" ,ahol B; €N, B < aj,haj=12,..,k

Ha tobb szamunk van pl a4, a,, ..., a,,, és mindnek adott a primtényez8s felbontdsa, akkor
ezekbdl hasonlé mddon kiolvashatdk a legnagyobb kozos osztdik, és a legnagyobb kozos
tObszoroseik is a kovetkezé mddon:

aj. (2477,
a;=p; Py Dy ki=12,..,m

minlaq, ay, ...« min( a4, ay, ...« min(aq;, az;, ..,
Inko(ay,ay, ..., am) = p, ( 11,%2;, m1,)p2 ( 12,%2, mz,) Dy ( 1k, %2k, mk,)

max|ay, ay, ...« max|a,, ay., ...« max|aq, Ay, ...
lkkt(ay, az, ..., am) = p; ( 11,%21, m1,)p2 ( 12,%27, mz,) Dy ( 1k, %2, mk,)

180. Mi a kapcsolat két egész szam legnagyobb k6z0s osztdja és legkisebb kozos tobbszorose
kozott?

a,b € Z esetén Inko(a,b) - lkkt(a,b) = |ab|

181. Hogyan szamolhatjuk ki véges sok egész szam legkisebb kdz6s tobbszérosét primfelbontas
nélkil?

Tetsz6leges aq,a,,...,a, € Z szdmoknak létezik legkisebb koz6s tobbszorose, és
lkkt(aq,ay, ..., ay) = lkkt(lkkt(aq, ay), as, ay, ..., ay).

182. Erathoszthenész szitajat.

Erathoszthenész szitdjaval egy adott n-ig az 0sszes primet tudjuk meg taldlni,az eljaras a
kovetkez6:

irjuk fel a szdmokat 2-t6l n-ig. Az elsd szam, a 2 prim, dsszes (valddi) tobbszordse dsszetett,
ezeket huzzuk ki. A megmaradé szamok kozil az els6 a 3, ez prim, ennek minden (valddi)
tobbszorose Osszetett, ezeket huzzuk ki stb. Az eljaras végén az n-nél nem nagyobb primek
maradnak meg.

183. Definialja egész szamok kongruencidjat és adja meg a kapcsolédé jeloléseket.

Ha a,b,m € Z és m osztéja a — b -nek, akkor azt mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo
m, jelolése a = b (mod m).

184. Fogalmazza meg az egész szamok kongruencidjanak egyszer( tulajdonsagait.
(1) (a=b (modm)Adlm)=a=Db (modd)
(2) a=b(modm) < 0+dEe€ Z(ad = bd (mod md))
(3) hogy barmely adott m € Z-re a kongruencia ekvivalenciarelacié Z-ben

(4) a=b (modm) & a=b (mod—m)
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185. Definiadlja a maradékosztaly, redukalt maradékosztaly, teljes és redukalt maradékrendszer
fogalmat.

Egy m € Z modulus szerinti kongruencia ekvivalenciaosztdlyait maradékosztalyoknak
nevezzik.

Ha egy maradékosztaly valamelyik eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik, és
ekkor a maradékosztaly redukalt maradékosztalynak nevezziik.

Paronként inkongruens egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik.

Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalydbdl tartalmaz elemet, akkor teljes
maradékrendszernek nevezzilk. Ha egy maradékrendszer pontosan a redukalt
maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor redukdlt maradékrendszernek nevezziik.

186. Definialja Z,,-et. Milyen algebrai struktura Z,,, ?

Az m € Z modulus szerinti kongruencia kompatibilis az 6sszeadassal és a szorzdssal. A
maradékosztalyok kommutativ egységelemes gy(ir(it alkotnak az 6sszeadassal és a szorzassal.
Ezt a gydrdit jeloljik Z,,-el.

187. Ismertesse a komlemens abrazolasokat.

Régen hasznélatos volt az egyes komplemens abrazolds, amikor egy 0 < k < 2™ 1 szdm
esetén ugy taroljuk —k-t hogy bitenként komplementadljuk k-t.

Ma inkdbb hasznalatos a kettes komplemens abrazolds, amikor egy 0 < k < 2™ 1 szam
esetén ugy taroljuk —k-t hogy —k mod 2™ ketes szamrendszerbeli alakjat taroljuk, azaz
bitenként komplementaljuk, majd hozza adunk 1.

188. Fogalmazza meg a Z,, gy(ri tulajdonsagait leiro tételt.

Legyen m > 1 egész. Ha 1 < Inko(a, m) < m, akkor a maradékosztalya nulloszté Z,,-ben.

Ha I[nko(a,m) =1, akkor a maradékosztalydnak van miltiplikativ inverze Z,,-ben.
Specialisan, ha m primszam, akkor Z,,, test.

189. Ismertesse a diszkrét logaritmus problémat.

Z,-ben konyd hatvanyozni, de ha m még prim is , Z,, invertalhatd elemeinek multiplikativ
csoportjdban egy a alap és egy a¥hatvany ismeretében nehéz meghatarozni a k kitevét,
legaldbb is, ha m— 1-nek vannak nagy primtényez6i, ez a diszkrét logaritmus probléma.

190. Ismertesse Diffie-Hellmann-Merkle-kulcscserét
A két kommunikald fél megegyezik:
p primszdmban, amelyre g=2p+1 is primben és egy 1 < g < p-1-ben
A kommunikacio titkositasahoz sziikséges egy kozos kulcs. Ekkor két felhasznald
Bob: vélaszt 1 < a < p véletlen szamot, publikalja g¢ mod g-t
Aliz: vélaszt 1 < b < p véletlen szdmot, publikélja g? mod g-t

Ekkor mindketten ki tudjak szdmolni g* mod g-t, amit hasznalhatnak koz6s kulcsnak, a vagy
b ismerete nélkil a diszkrét logaritmus problémaba Utkoéziink a kozoés kulcs
meghatarozasanal.

191. . Definidlja az Euler-féle ¢ fuggvényt.

Legyen m > 0 egész szam, és jeldlje ¢ (m) a modulo m redukalt maradékosztalyok szamat; ¢
az Euler-féle ¢ fuggvény.
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192. Mit mondhatunk az aa; + b szdmokrdl, ha a; egy maradék rendszer, illetve egy redukalt
maradék rendszer elemeit futja végig.

Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ha a, a,, ..., a,, teljes maradék rendszer
modulo m és b € Z, akkor aa; + b,aa, + b, ...,aa,, + b is teljes maradék rendszer modulo
m.

Ha aq,ay, ..., ap@n) redukalt maradék rendszer modulo m, akkor aaq,aay,...,aaym) is
redukalt maradék rendszer modulo m.

193. Fogalmazza meg az Euler Fermat-tételt.

Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez.
Ekkor a®(™ = 1 (mod m).

194. Fogalmazza meg a Fermat-tételt.
Legyen p primszam.
Haa € Z ésp t a, akkor a?~1 = 1 (mod p).
Ha a € Z tetsz8leges, akkor aP = a (mmod p).
195. Mit értink diofantikus probléman?

Ha egy egyenlet vagy egyenletrendszer egész megoldasait keressiik, akkor diofantikus
problémardl beszélink.

196. Mondjon két példat diofantikus problémara.

x2 +y? = —4,ahol x,y € Z egyenlet megolddsainak megkeresése, vagy a x? +7y? =
z?,ahol x,y,z € 7. egyenlet megoldasainak megkeresése, amibél a Pithagoraszi szém
harmasokat kapunk.

197. Fogalmazza meg a kinai maradéktételt.

Legyenek my,m,, ..., m,, egynél nagyobb, pdronként relativ prim természetes szamok,
€1,€2) ey Cn €Z. AZ x = ¢ (mod mj), j=1,2,...,n kongruenciarendszer megoldhatd, és
barmely két megoldasa kongruens modulo mym, ... m,.

198. Ismertese az RSA eljarast.
Az eljaras ugynevezett nyilvanos kulcsu eljards, az eljaras a kovetkezé:
1.1épés:  Vdlasszunk két nagy p # g primet

2.1épés:  legyen n=pq, valszunk egy 1 < e < (p — 1)(g — 1) nyilvédnos kulcsot, ezt a
két értéket fogjuk nyilvanossagra hozni.

3.lépés:  d titkos kulcs meg hatadrozasa azed = 1 (mod (p—1(q - 1)) kongruencia
megoldasaval, ha nincs megoldasa elolrél kezdjlik.

Ekkor a nyilvanos kulcs segitségével kddolt Uzenet kildheté nekiink. ha 1 <m <n
Uzenet, akkor anak kodolt formdja ¢ = m® mod n.

Ezt am = c? mod n médon dekddolhatjuk.
199. Ismertesse az RSA eljaras felhasznaldsat digitalis alairasra.

Az RSA felhaszndlhaté digitalis aldirdsra is, hisz a két kulcs szerepe szimmetrikus: Aliz elkuldi
m Gizenet és m%4 modn, értékét is, ahol d4, n, Aliz titkos kulcsa: ez az alirds, mert csak Aliz
volt képes kiszamitani.
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200. Ismertesse az RSA eljards felhaszndlasat bizonyitvanyok kidllitasara.

Az eljdrds bizonyitvanyok kiallitdsara is hasznalatos. Egy hitelesit6 szervezett6l — aminek
nyilvanos kulcsdt mindenki ismeri — digitdlisan aldirt levélben kapjuk meg Aliz nyilvdnos
kulcsat, igy ellendrizhetjik Aliz digitdlis aldirdsat.
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Bizonyitasok

1) Fogalmazza meg a halmazok unidjanak kommutativitasat, aszociativitasat és
idempotencialjat és bizonyitsa be.
(1) AUB=BUA (kommutativitas)
A baloldalnak, akkor elemex,hax € A Vx € B
A jobboldalnak, akkor eleme x, hax E BVx € A
A két allitas ekvivalens a vagy mivelet kommutativitdsa miatt. m
(2) Au(BuC)=(AuB)UuC (asszociativitas)
A baloldalnak, akkor elemex,hax € A V(x E BV x € ()
A baloldalnak, akkor elemex,ha(x e A Vx €B)Vx €C
A két allitas ekvivalens a vagy mlvelet asszociativitdsa miatt. m
(3) Aud=A4 (idempotencia)
Az egyenlGség mind két oldaldn allé halmaznak pontosan akkor eleme x, hax € Am
2) Fogalmazza meg a halmazok metszetének kommutativitdsat, aszociativitasat és
idempotencialjat és bizonyitsa be.
(1) AnB=BnNnA (kommutativitds)
A baloldalnak, akkor eleme x,hax € A Ax € B
A jobboldalnak, akkor eleme x, hax e BAx €A
A két 3llitas ekvivalens az és m(ivelet kommutativitasa miatt. m
2) An(BNC)=ANnB)NC (asszociativitas)
A baloldalnak, akkor elemex,hax € A A(x E BAx € ()
A baloldalnak, akkor elemex,ha(x €A Ax EB)Ax €C
A két allitas ekvivalens a vagy mlvelet asszociativitdsa miatt.m
(3) AnA=A (idempotencia)
Az egyenlGség mind két oldalan allé halmaznak pontosan akkor eleme x, hax € Am
3) Fogalmazza meg és bizonyitsa be az unié és a metszet disztributivitasat.

A,B,C halmazok

A metszet disztributivitdsa az unidra nézve
AN(BUC)=ANB)UANC)

Az A n (B U () halmaznak x pontosan akkor eleme,hax € AAx E BUC.

igyx€AN(BUC)eoxeAN(xEBVxEC()

Ez viszont ekvivalens azzal, hogyx e (ANB)U(ANC)m

Az unid disztributivitdsa a metszetre nézve
AU(BNC)=(AUB)N(AuC(C)

Az AU (B n C) halmaznak x pontosan akkor eleme,hax e AAx € BNC.

igyx€eAUBNC)eo xeAV(xeEBAx€EC()

Ez viszont ekvivalens azzal, hogyx e (AUB)N (AU C)m
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4) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a De Morgan azonossagokat két halmazra.
(1) AuB) =A"nB’
x pontosan akkor eleme a baloldalnak, ha nem eleme AU B
igy x€(AUB) © ~(x€AvxeB)e ((—rx€A)A(—x€B))oxeA nB
|
(2) (ANB) =A"UB'
(3) x pontosan akkor eleme a baloldalnak, ha nem eleme AN B

(4) igyx € (ANB) & ~(x€e AANx€EB) o ((—x€A)V(—x€EB))ox€eA NP
]

5) Bizonyitsa be, hogy binér reldciék kompozicidja asszociativ.
Legyen R,S,T binér reldcié.
A kompozicid definicidjat felhaszndlva:
Ro(SoT) = {(x,y): Az ((Z,y) ERA(x,2) € {(x, z): Elw((w,z) ESA(x,w)E T)})} =

= {(x,y): EIZ,W((Z,y) ERAW,2) ESA(x,w) E T)} =
= {(x,y): EIW((x,W) ETAwW,y)ER OS)} =(RoS)oT

6) Fogalmazza meg két binér relacié kompozicidjdnak inverzére vonatkozé dllitast és
bizonyitsa be.

Legyen R, S binér relacio, ekkor (RoS)"1 =5 1o R™1

(ReS)™ ={(y,x):3z((zy) eRA(x,2) € S)} ={(r,x):3z((y,2) ER"* A (z,x) € S71)} =
— S—l ° R—l

7) Fogalmazza meg az ekvivalencia relacid és az osztalyozds kapcsolatat és bizonyitsa be.
Tétel:

Valamely X halmazon értelmezett ~ ekvivalencia relacié esetén a ¥ = {y € X: y~x},x € X
ekvivalenciaosztalyok X-nek egy X = X/~ osztalyozasat adjak.

Megforditva

az X halmaz barmely O osztalyozasa esetén az U {Y X Y:Y € O} relacio ekvivalencia relacio,
amelyhez tartozo ekvivalenciaosztalyok halmaza O.

Hasonldan, ha egy ekvivalenciarelaciora képezziik az ekvivalenciaosztalyokat, majd ebbdl a
hozzatartozé ekvivalenciareldciot, akkor az eredeti reldciét kapjuk vissza.
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Bizonyitas:
Legyen ~ egy X-beli ekvivalencia relacio, és legyen ¥ = {y € X: y~x} X halmaz x elemének
ekvivalencia osztdlya

Bizonyitandé: X = {¥: x € X} halmaz az X egy osztalyozasa

~ reflexiv, igy x € X, vagyis az X részhalmaz nem (res, és az X halmaz minden
eleme bene van X valamely elemében.

Ha X Ny # @, akkor legyen z a metszet egy eleme.

Ekkor z~x A z~Yy, ebbdl a tranzitivitas és a szimmetria miatt x~y
igy a tranzitivitds miattw E ¥ > w € §

Tovabba a tranzitivitas és a szimmetriamiattw € y > w € X
Tehat X = y, azaz X részhalmazok diszjuktak

ezért valdban az X egy osztalyozdasat kapjuk
Megforditva, legyen az O az X egy osztalyozasa, éslegyen R =U {Y X Y:Y € 0}
Ekkor (x,y) € R, pontosan akkor teljesil, ha x és y O ugyanazon halmazanak elemei.

Ekkor R reflexiv, szimmetrikus, és a mivel az osztalyok paronként diszjuktak tranzitiv is,
tehat ekvivalencia relacid.

Nyilvan vald, hogy ha egy osztalyozasbdl képezziik a hozza tartozo ekvivalenciarelaciét, majd
ebbdl a megfelelé ekvivalenciaosztalyokat, akkor az eredeti osztdlyozast kapjuk vissza, és
forditva, ha egy ekvivalenciarelaciobdl képeziink a fentiek szerint hozza tartozd osztalyozast,
majd abbdl a hozza tartozé ekvivalenciareldcidt, akkor az eredeti relaciot kapjuk vissza.

8) Fogalmazza meg a szigoru részbenrendezés kapcsolatdat a részbenrendezéssel és
bizonyitsa be allitasat.
Egy < részbenrendezés esetén a megfeleld szigoru reldciot <-el jeloljik; ez nyilvan

irreflexiv és tranzitiv

Ha x <yésy <zakkorx <yésy <z ahonnan x <z. Ha x =2z lenne, akkor
teljesiilne y < x,igy x = y is ellentmondas.

A tranzitivitasbdl és az irreflexitasbdl kovetkezik a szigord antiszimetria: x <
y esetény > x nem teljestiilhet, mert ebbdl x < x kovetkezne.

Megforditva

ha < egy X-beli szigoru részbenrendezés, amin egy tranzitiv és szigorian antiszimmetrikus
(szikség képen irreflexiv) relaciét értiink, akkor a megfelel6 gyenge relacidé egy részben
rendezés.

Tehat egy részbenrendezésbdl kapott szigoru részbenrendezésbdl ily mdédon az eredeti
részbenrendezést kapjuk vissza, ha pedig egy szigoru részbenrendezésbél készitiink egy
részben rendezést, majd abbdl a megfeled szigoru részbenrendezést, akkor az eredeti
szigoru részben rendezést kapjuk vissza.
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9) Mi a kapcsolat a szigorian monoton novekvé és a kdlcsondsen egyértelmd fliggvények
kozott? A megfogalmazott allitast bizonyitsa be.

Ha X és Y rendezett, akkor f:X — Y szigoritan monoton nodvekvd flggvény nyilvan
kolcsondsen egyértelmdi is.

Megforditva, ha X és Y rendezett, akkor egy f: X — Y kolcséndsen egyértelm(i monoton
nové leképzés szigorian monoton névekvd.

Bizonyitas
f(X)-en:
ha x < y akkor f(x) < f(y), de f(x) = f(¥) nem lehetséges
]

10) Mit allithatunk a monoton novekvé fliggvények inverz fliggvényekrdl? A megfogalmazott
allitast bizonyitsa be.

Ha X és Y rendezett, akkor egy f: X = Y kolcsondsen egyértelm( monoton névé leképzés
inverz fliggvénye szigordan monoton névekvé.

Bizonyitas
f(X)-en:
hax < y akkor f(x) < f(y), de f(x) = f(y) nem lehetséges

éshauvefX),u<v,x=f1u),y=f"1w),akkor x > ynem lehetséges, mert
ebbdl f(x) = f(y), azaz u = f(x) > f(y) = v kdvetkezne.

11) Fogalmazza meg az indexelt halmazcsalddokra vonatkozé De Morgan szabalyokat és
bizonyitsa be 6ket.

(Vier X)) =0Nier Xi'

(UiEI Xi)’ = {x: Ji € I(x € Xl')}l = {XVL € I(x e Xl)} = {XVl € I(x € Xi’)} =ﬂie, Xi’
|

(Nier X1)' =Vier Xi'

(ﬂiel Xi)l = {XVL € I(x € Xi)}l = {x: 3Ji € I(.X e Xl)} = {X: di € I(X € Xi,)} =Ui€l Xi,
|

12) Bizonyitsa be, hogy a természetes szamok halmaza a < reldcidéval jél rendezett. Azt, hogy
rendezett nem kell bizonyitani.

Legyen® # AcC N
Legyen B = {m € N:Vn € A(m <n )} Nyilvdn0 € B
Han € A akkor n® ¢ B

Im € B,amelyre m* ¢ B ,mert killénben indukcidval azt kapnank, hogy B = N
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Bizonyitando: m az A legkisebb eleme. Az vilagos hogy alsé korlat, azt kell belatni: m € A

Indirekt bizonyitas

Ha m ¢ A akkor minden n € A-ra m<n lenne, amib8l m* < n kévetkezne, mert m-et
ez ellent mondas mert m* ¢ B

13) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a maradékos osztas tételét.
Legyen n > 0 rogzitett természetes szam.
Minden m € N egyértelm(en felirhaté m = qn + r alakban, ahol q,r E Nésr <n
Bizonyitds
Mivel kn < k, van olyan k, amelyre kn > m, plk = m*

Legyen k a legkisebb természetes szam, amelyre kn > m. Nyilvdn k # 0, igy k = q™
valamely g € N-re. Mivel gn < mvanolyanr€ N, amelyrem = gn +r.

Har = nlenne, akkor m = qn + n = kn > m addédna.
Egyértelm(iség bizonyitasa
Tegytk fel, hogym = ¢'n + ', ahol r’ < n.

Ha példaul q¢' > q, akkor m=qg'n+r >q'n>(q+ 1)n > gn+r = m ellentmondas,
és hasonldan q' < q is ellentmondasra vezet.

igy g = 'q, amibél az egyszer(sitési szabaly alapjan r = 1’

14) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a szdmrendszerekre vonatkozo tételt.
Legyeng>1,q €N

Minden m>0 természetes szamhoz, egy és csak egy olyan n természetes szam és
ap, 4y ...y € [0, g[< N sorozat létezik, amelyre

n
an¢0ésm=2ai-ql
i=0
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Bizonyitas:
Osszuk maradékosan m-et g-val
m=m'q+r, aholm', reNésr<q
Teljes indukcio:
kezdd lépés
Ham' = 0, akkorn = 0, a, = r esetben teljesil
Indukcids lépés
Ham' # 0, akkorm’ <m
Indukcids feltevés: m egyértelm(en felirhaté Y1 a; - qi alakban

Az indukcids feltevés alapjan m' is felirhaté egyértelmien
m' =a; +a,q + -+ a,,1q" alakban.

A maradékos osztasbdl kdvetkezik a, egyértelmiisége, a teljes indukcidbdl az allitas
[

15) Definidlja a bal és a jobb oldali nullosztd és a nullosztépar fogalmat. Adjon meg két
I[ényegessen kiilonb6z6, nullosztdkkal kapcsolatos allitast, és bizonyitsa be Gket.

Ha x,y egy R gyl(irl 0-tél kilonbozd elemei, és xy=0, akkor x és y nullosztdpar, x bal oldali
nullosztd, y jobboldali nulloszté.

(1) Nulloszté mentes gyl(ir(iben lehet nem nulla elemmel szorzasnal jobbrdl is és
balrél is egyszerdsiteni.

ha xy = xz,akkor x(y —z) = 0,és ha x # 0,akkor y —z =0
tehaty =z

Hasonléan addédik yx = zx ésx # 0 akkor y = z
u

(2) Ha a gytrtben van a nullatél kilénb6z6 egységelem, és x-nek van multiplikativ
inverze, akkor x nem lehet, sem bal sem jobb oldali nullosztd, hiszen

xy = 0-bél, illetve yx =0-bél x xy=y =0, illetveyxx 1=y =0
adaodik.

16) Fogalmazza meg szlikséges és elégséges feltételét annak, hogy egy integritdsi tartomany
rendezett integritdsi tartomany legyen, és bizonyitsa be az allitast.

Egy rendezett halmaz, amely integritdsi tartomany, akkor és csak akkor rendezett
integritdsi tartomany, ha az aldbbi feltételek fenn allnak.
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(1) x,y,zeR(x<y=>x+z<y+2z) (Azbsszeadds szigorian monoton)

Ha az 0Osszeadas monoton és x <y, akkor x <yésx+z<y+2z de az
egyenl6ség nem teljesilhet, mert akkor x=x+z—-—z=y+z—2z=y
kdvetkezne.

Az dllitasbdl kovetkezik, hogy az 6sszeadds monoton, hisz az egyenl&ség esete
trivialis.
(2) x,y ER(x,y>0=>x-y>0) (A szorzas szigoriian monoton)

A szorzas monoton, és x,y > 0, akkor x,y = 0, igy xy = 0. Ha xy = 0 lenne,
akkor x és y egy nullosztopar lenne, ami lehetetlen.

Az allitasbol kdvetkezik a szorzas monotonitasa, hisz gylriben x0 = 0y =0

17) Fogalmazza meg a rendezett integritasi tartomanyban az egyenl6tlenségekkel vald
szamolas szabalyait leird tételt és bizonyitsa be.

1) x>0=>—-—x<0ésx<0=>-x>0
Hax > 0,akkor 0 = —x + x
x>0
—-x+x>—-x+0
0>—x
Hax < 0,akkor 0 = —x + x
x<0
—-x+x<-—-x+0
0<—x
2 (x<yANnz>0)=>xz<yz
y—x>x—Xx
y—x>0
A szorzas monoton, igy
(y—x)z>0
yz—xz>0
yZ > XZ
BYx<yAz<0)=>xz>yz
—((y=x)z)>0
(y—x)(=2) >0
—yz+xz>0
Xz >Yyz
(4) x # 0 = x? > 0; specidlisan ha van egységelem akkor az pozitiv
Ha x > 0 akkor x* > 0
Ha x < 0 akkor —x >,igy x? = (—=x)? > 0
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(5) Ha 1 az egységelem, 0 < x <y és x-nek van multiplikativ inverze, akkor
0<i<i
y X
Hay > 0ésv < 0akkoryv <0
1
Dey-==1>0
ey
Hax > 0ésv < 0akkorxv <0
Dex-—=13>0
X
x<y
A (2) allitas alapjan szorzunk %%
1 1
—_ < —_
y X
18) Van-e olyan raciondlis szam, amelynek a négyzete 2? Bizonyitsa be allitasat.
Nincs, hisz ha volna, akkor:

Legyena,b €Z

2b% =a?
Kovetkezik, hogy a? paros, de akkor a is,tehat legyen a = 2a’,ahol a' € Z, ekkor
2b% = 4a’?
b? = 2qa'?
Tehat b is paros legyen b = 2b’,ahol b’ € Z, ekkor
_a (a)? d
bz  (2b)* b’
igy a'ésb’ is biztos paros, de ez azt jelentené, hogy az keresett szdmot akarhanyszor el
osztjuk 2-vel, akkor is paros szamot kapnank, ami ellent mondéas.m

19) Fogalmazza meg az arkhimédeszi tulajdonsagot. Mi a kapcsolata a fels§ hatdr
tulajdonsaggal? Bizonyitsa be allitasat.

Egy F rendezett test arkhimédeszien rendezet, ha x,y € F,x > 0 esetén
In € N(nx = y)

Egy felsé hatdr tulajdonsagu rendezett test mindig arkhimédeszien rendezett.
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Indirekt Bizonyitas:

Ellenkezd esetben A = {nx:n € N}-neky a felsé korlarja lenne.
Legyen z = sup A

Mivel z — x < z z — x mar nem fels0 korlat

igydn € N(nx > z — x)

De ebbél (n + 1)x > z ami ellentmondas.

20) Bizonyitsa be, hogy a racionalis szamok rendezett teste nem felsé hatdar tulajdonsagu.

Legyen A az 6ssze olyan r>0 racionalis szdamok halmaza, amelyre 72 < 2 és legyen B az
dsszes olyan r>0 racionalis szamok halmaza, amelyre r2 > 2. Legyen

r2—2_2r+2
r+2  r+2

Ekkor
207 =2)
(r + 2)?
Har € A,akkor s > r,de s? < 2,azaz s € A, igy A-nak nincs legnagyobb eleme.

s2 -2

Har € B,akkor s <r,de s> > 2,azaz s € B, igy A-nak nincs legkisebb eleme.

Tehat A-nak nincs Q-ban legkisebb eleme, hisz A-ban nem lehet, hisz nincs legnagyobb
eleme, B-ben sem lehet hisz nincs legkisebb eleme.

21) Definialja a valds szamok also és felsG egész részét, és bizonyitsa be ezek létezését.

Legyen |x|,az x als6 egész része az a legnagyobb eleme Z-nek, amely nem nagyobb
mint x, és legyen [x], az x fels6 egész része az a legkisebb eleme Z-nek, amely nem
kisebb, mint x.

Létezés bizonyitasa:
x = 0 eset trividlis (mind ketté 0)

Ha x > 0 akkor az arkhimédeszi rendezettségh6l és a természetes szamok ol
rendezettségébdl adddik, hogy van az x-nél nagyobb vagy egyenlé természetes szamok
kozott egy legkisebb n természetes szam, ez a [x].

Nyilvan n > 0. Ha n = x, akkor |x] = [x] = n, egyébként |x| =n — 1.
Ha x < 0 ,akkor [x] = —|—x] és |x] = —[—x].
22) Definialja a komplex szamok halmazat a m(iveletekkel és bizonyitsa be, hogy test.
A komplex szdmok halmaza C = R X R, azaz a valds szamparok halmaza,
az (x,y) + x',y) = x+x',y +y') 6sszeadassal
ésaz (x,y) - (x,y") = (xx' —y'y,y'x + yx') szorzassal mint miveletekkel.

Allitas: A komplex szdmok halmaza testet alkot az 6sszeaddssal és a szorzassal.
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Bizonyitas:
A nulelem a (0,0) par, az (x,y) par additiv inverze az (-x,-y) par, egységelem a (1,0) par, az

egységelemtdl kilonboz6 (x,y) par multiplikativ inverze az ( par.

T T )
23) Fogalmazza meg a komplex szamok abszolut értékének tulajdonsagait és bizonyitsa be.
Legyenz = x + iy
(1) zz=|z|?
(x —yD)(x+yi) = x* = (iy)> = x* + y* = [x + iy|?

(2) izihaZ;tO

|z|?
(1)-bél kovetkezik
(3) 1 0] =Ix]
(%, 0)] = Vx? +0 = I
(4) |0|=0¢és z+# O0esetén|z| >0
definicidbdl kdvetkezik, hisz a négyzet gyok értéke mindig pozitiv

(5) Izl = |zl

[zl = Va2 + (=) = Jx2 +y2 = 2|

(6) lzw| = |z|[w]

Hisz mindkét oldal négyzete zzww
(7)  IR@I <zl

x| < m hisz a négyzetgyok fliggvény monoton n6vé
(8) 3@ <zl

ly| < \/m hisz a négyzetgyok fiiggvény monoton névé
9)  lz+wl<|z| + |wl

z+wlP=CZ+wW)(Z+w)=CZ+wW)(Z+W)=2Z+2zW+wZ+ww =
=2zZ + zW + zw + ww = |z]|? + 2R(zW) + |w|?

|2 + R(zW) + |w|? < |z|? + 2|zW] + |w]?
|z|? + 2|zW| + [w|* = |z|* + 2|z||w] + [w]* = (|z| + [w])?
(10) |lzl — Iwl| < |z — w]
|z] < |z —w|+ |w]
|z| = [w] < |z —w|
wl < |z —w|+ |z

lwl—lz| < |z —w|
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24) Bizonyitsa be, hogy egyetlen n € N-re sem létezik ekvivalencia {1,2..n} és egy valddi
részhalmaza kozt.

Indukcioval:
n=0-ra trividlis, hisz az Gres halmaznak nincs valédi részhalmaza.
n>0

Tegylik fel, hogy n-re teljestl, de létezik egy f kdlcsondsen egyértelm( leképzése
{1,2,...,n+1}-nek egy A valédi részhalmazara.

Ha n+1¢&A, akkor f megszoritasa {1,2,..,n}-re is létezik egy kolcsénbsen
egyértelmd leképzés, mégpedig {1,2,..,n}-nek egy valddi részhalmazara, mivel f(n+1)
nem lesz az értékkészletben, ami ellent mond az indukciés feltevésnek

Ha f(k) =n+1€A, akkor viszont agy kapjuk {1,2,..,n} és A\{n+1} egy
ekvivalencidjat, hogy (k,n+1) és az (n+1,l) parokat kihagyjuk a leképezésbdl és
helyettik a (k,1) part vesszik be. Ez megint ellent mond az indukcids feltevésnek.

25) Fogalmazza meg a véges halmazok és elemszamuk tulajdonsagait leird tételt és
bizonyitsa be.

X és Y halmaz, ekkor
(1) ha X véges ésY c X,akkor Y is véges és |Y| < |X]|
(2) ha X véges ésY & X,akkor |Y| < |X|
y =X trivi

Y ¢ X, akkor tudjuk, hogy Y~Z < {1,2, ..., |X|}
de tudjuk hogy Z~{1,2, ..., m},ahol m < n

(3) ha X és Y végesek és diszjuktak,akkor X UY is véges és |[X U Y| =
1X| + Y]

X~{1,2,..m}ésY~{1,2,...,n}~{m+1,m+2,..m+n}
(4) ha X és Y végesek,akkor | XU Y|+ |X NY|=|X|+|Y]
(3) alapjan
IXUY|=|X\Y|+|XNY|+|V\X]
[rja be az egyenletet ide(3) alapjan
IXUY[+|XnY|=|X\Y|+|XNnY|+|XNnY|+|V\X| = |X|+]Y]
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(5) ha X és Y végesek,akkor X XY is véges,és |X X Y| = |X| - |Y|
|Y|=0 trivi
indukcios feltevés: ha Y~{1,2,...,n},akkor | X X Y| = |X]| - |Y]
ha Y~{1,2,...,n+1}, akkor is igaz, hisz a szorzds definicidja alapjan:
X x{1,2,..,n+1}| = |X]|-|{1,2,...,n + 1}]

bal oldal: |X x {1,2,...,n+ 1} = | X x {1,2,...,n} U X X {n + 1}]
=|Xx{12,..,n}|+|Xx{n+ 1} =
= X|- {12, ...,n}| + |X| = |X]-(n + 1)

(6) ha X és Y végesek, akkor X" is véges, és |X¥| = |X|!

|Y|=0 trivi

indukcids feltevés: ha Y~{1,2,..,n},akkor [XY| = |X]|Y!

ha Y~{1,2,...,,n+1}, akkor is igaz, hisz a szorzas definicidja alapjan:
|x0.2n41)| = |x|I3.2n+ 1)

bal oldal: |xW2-n+1| = |x {120} 5 xn+1}] =
— |X{1,2,...,n}| . |X{n+1}| — |X|I{1,2,...,n}| 1X| = |X|(n+1)

(7) ha X véges, akkor p(X) is véges, és |p(X)| = 21X

(6)-bdl kovetkezik g(X)-nek a karakterisztikusfiiggvények halmazaval vald
ekvivalenciasabol.

(8) ha X véges,és az f fliggvény X -et Y -ra képezi,akkor Y is véges
és |Y| < |X|,és ha f nem kolcsonosen egyértelmii akkor |Y| < |X|

Tegylk fel,hogy X = {1,2, ..., | X|}

Vy € Y-ra legyen g(y) az f~1(y) halmaz legkisebb eleme. Ekkor g az Y-t
kolcsonosen egyértelm(ien képezi le X egy részhalmazdra, ha f nem volt
kolcsondsen egyértelmd, akkor nyilvan ez a részhalmaz valddi.

26) Fogalmazza meg a skatulya elvet és bizonyitsa be.

Ha X és Y véges halmazok, és |X|> |Y]|, akkor egy f:X = Y leképezés nem lehet
kolcsonosen egyértelmdi.

Bizonyitas: Kilonben az |X|> |Y|, miatt {1,2,...,|X|} egy valddi részhalmaza ekvivalens
lenne {1,2,...,| X]| }-nel, ami ellent mondas.

27) Mit mondhatunk véges halmazban minimalis és maximalis elem |étezésérdl. Bizonyitsa
be allitasat.
Részbenrendezett halmaz barmely nem Ures véges részhalmazanak van maximalis és
minimalis eleme.
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A részhalmaz elemeinek szama szerinti indukcio:
|A[=1 trivi
Ha |A|=n+1, legyena € A és A' = A{a}

Ekkor, haa < a’,ahol a’A'maximéliseleme, Akkor a'maximalis elem, kiildnben
a maximalis elem.

28) Mit mondhatunk egy véges halmaz 8sszes permutacidinak szamardl? Bizonyitsa be allitasat.
Egy véges n elem(i halmaz permutacidinak szama: B, = [[f=, k = n!
Indukcid:
P; = 1 teljesdl.
Legyen f és g két permutacié.
Legyen f~g, ha f(n) = g(n), ekkor
Ekvivalencia osztalyok szama: n+1
Ekvivalencia osztadlyok mérete B,
gy Poy1 =P (n+ 1) = (n+1)!

29) Mit értlink egy véges halmaz variaciéin és mit mondhatunk az 6sszes varidcidk szamarél?
Bizonyitsa be allitasat.

Az {1,2,..,k}-t A-ba képz6 kolcsonosen egyértelm(i leképzéseket az A halmaz k-ad
osztalyu variacidinak nevezzik.

, s T p n!
A véges halmaz k-ad osztélyu variacidinak szama:V,* = o

Legyen f és g két permutacio.

Legyen f~g, ha {1,2,...k}-en megegyeznek, ekkor
Ekvivalencia osztalyok szama: V¥
Ekvivalencia osztalyok mérete (n — k)!

Ossz méret P,

gy Py = Pk Vi

30) Mit értink egy véges halmaz kombinacidin és mit mondhatunk az 6sszes kombinacidk
szamarol? Bizonyitsa be allitasat.

Az A halmaz k elem( részhalmazait az A halmaz k-ad osztalyd kombinacidinak nevezziik.

. T e e . n!
A véges halmaz k-ad osztdlyud kombinacidinak szama:Cﬁ = N0
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Legyen f és g két variacio.
Legyen f~g, ha az érték készletiik ugyan az, ekkor
Ekvivalencia osztalyok szama: C¥
Ekvivalencia osztalyok mérete k!
Ossz méret V¥
igy Vk = Cckk!

31) Mit értiink egy véges halmaz ismétléses kombindcidin és mit mondhatunk az Osszes
ismétléses kombinacidk szamarél?

A halmaz k-ad osztalyu ismétléses kombindcioi f: A — N flggvények, amelyekre igaz

Yaeaf(a) = k.

A véges halmaz k-ad osztalyu ismétléses kombinacidinak szdma: iC,’{ = (n th— 1)

k
Legyen

g:{1,2, ..., k} - {1,2,...n} monoton novekvé flggvényhez definialjuk h-t
legyen h(i) = g(i) +i—1

Ezzel kolcsondsen egyértelm(i megfeleltetést létesithetink az {1,2,...,k} - {1,2,...n}
monoton novekvd és a {1,2,..,k} - {1,2,..n + k — 1} szigorGdan monoton ndvekvd
fliggvények kozott.

Utdbbiak megfelelnek k elem kivalasztdsanak, tehat a megfeleltetés |étezésébdl
kovetkezik az allitas.

32) Mit értiink véges halmaz ismétléses permutdciéin és mit mondhatunk az Osszes
ismétléses permutdciok szamartol.

7,111y ... 1, € N ekkor
a,a, ...a, elemek iqi, ...1, ismétlédésd ismétléses permutdcidi az olyan n =iy +
i, + -+ +i,-tagu sorozatok, amelyekben az a; elem i;-szer fordul el6.

iqig.iy _ !

Ezek szama:B, =—
iqliphiy!

r=0 és 1 trivialis.

Soroljuk egy ekvivalencia osztdlyba az a,a, ... a, elemek két i; + i, + - +1,- ismétlédésl
ismétléses permutacidjat, ha az a; elem kihagyasaval, ugyanazt az ismétléses
permutaciot kapjuk.

. . . . ip..i
ekvivalencia osztdlyok szdma: Pnz_ilr

. . . . i i
ekvivalencia osztalyok mérete: 'C:

n—i1+1
2 , iqip..iy
Ossz méret: P,
|’ Plllzlr _ lCl1 . Plzlr _ n! (n—il)!
8Y fn ToTn=igtl Tn-in T itn—ig)! iy
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33) Fogalmazza meg a binomialis tételt és bizonyitsa be.

Legyenek x,y egy R kommutativ egységelemes gy(iri elemei, n € N. Ekkor

n

(x+y)" = Z (Z)xky"_k .
k=0

Bizonyitas: Indukcidval

n=0,1 re trivialis

=Gy ) () xtyn =)
k=0

igy csak azt kell belatni, hogy
n n .\ _(m+k
() (k) =i
Ami adddik a bal oldalt k6z6s nevezére hozva.

34) Fogalmazza meg a polinomialis tételt.

Legyenr € N, x4, X5, ..., X, gy R kommutativ egységelemes gy(ir(i elemei,n € N.

Ekkor
i1, iy g i i
o +x+ -+ x)" = E P2 X K7 X
i1+i2+-~-+ir=n
i1ip..iy€N

Bizonyitas: indukcioval
r=0,r=1 trivi, r=2 binomialis tétel
Ha r-1 re teljesiil akkor

Legyen: y = x, + -+ + x,., ekkor az indukcios feltevés és a binomialis tétel alapjan

n
n i .
n _ n _— i, n—iy —
(1 +x++x)" = +y)" = z (il)xly 1=
i1=0

n
— 1 I2,00lp 120 Ol
B Z (i1) 1 Z P Xy X =

i1=0 i2+---+ir=n—i1

iy..0rEN

n 3
4 011'(n—L1)' 1 lzllr' 2 r
l

1= i+ tip=n—i,
ig..iy€N

_ g e Linz | ir
= P, XXy Xy

i1+i2+-~-+ir=n
iyiy..iy€N
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35) Fogalmazza meg a logikai szita formulat.

Legyenek X1, X5, ..., X} az X véges halmaz részhalmazai, f az X-en értelmezett, egy Abel-
csoportba képz@ fliggvény. Legyen

S= Zf(x)

S, = E £(x)
XGXil nXiz ﬂ...ﬂXir
1Siq <ip<--<ipsk

és legyen

So = Z f(x)

xeX\UX X;
Ekkor
So=S8S—S;+5;, =S+ -+ (—1)kS .
Bizonyitas:
Ha x € X\ U{-‘zoXl- ,akkor mind két oldalt egyszer szerepel
Egyébként
Legyen x € X; , X, ...,th
f(x) a bal oldalon nem szerepel.
A jobb oldalon valamely
f(x)
XEX{, XN Xy,
Osszegben pontosan akkor 1ép fel, ha {i,, iy, ..,i,} € {i}, iy, ..,i,} . Ha v > t, akkor
nincs ilyen {iy, i,, ..., i,}.
Ha r > t, akkor pontosan (:) ilyen {i,,i,, ..,i,}van, igy a jobb oldalon f(x)
egyutthatéja YX5_, (;) (-D"=0
u

36) Sorolja fel a természetes szamok koérében az oszthatdsag alaptulajdonsagait és bizonyitsa
be ezeket.

n,meN
(1) (m|nAm'|n") = mm'|nn’
n=mkAn" =m'k'akkor n'n = m'k'mk = Imm’
(2) vn € N(n|0)
0=0n
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(3) 0ln=n=0
n = 0k mivel nincs nulloszt6é n biztosan 0
(4) vn(1ln)
n = 1k,ahol k = n, hisz 1 egységelem
(5) Vk € N(m|n = mk|nk)
n = ml mivel nullosztomentes bovithetink k — val nk = mkl
(6) (k € Nt Amk|nk) = m|n
nk = mkl mivel nincs nullosztd k — val egyszerlsithetiink n = ml

(7) m|n; és k; €N, (i = 1,2, ..., ), akkor m| XJ_, kin;

J J
n; = ml; ekkor l legyen k;r; igy Z kin; = mz k;r;

i=1 i=1
B8 m#+0AMN)=>m<n
hisz n, igy n=mk m>n esetén n<mk, egyenl6ség nem teljesiilhetne
(9) az oszthatdsag relaciod részbenrendezés
tranzitiv: n|m m|kc-nek akkor n|k
reflexiv: n=1n
antiszimmetrikus:n|m és m|n-nek akkor m=n (8) miatt
37) Sorolja fel egységelemes integritasi tartomanyban az oszthatdsag alaptulajdonsagait.
a,b € R, ahol R egységelemes integritasi tartomany
(1) (blaAb'|a") = bb'|aa’
(2) Va € R(a|0)
(3)0la=>a=0
(4) Va(1|a)
(5) Vc € R(bla = bclac)
(6) (c # 0 Abclac) = bla
(7) bla; ésc; €R,(i=1,2,...,j),akkor b| Z{zl cia;
(8) az oszthatdsag relacid reflexiv és tranzitiv
Bizonyitast lasd 36)-nal
38) Mi a kapcsolat az egységek és az asszocialtak kotott?
Az a € R asszociiltjai az €a alaku elemek, ahol € egység.
Hisz ha € egy egység akkor ¢|¢, igy valamely 0 # e € R-re € = ee.

Innen ae = aec¢ minden a € R-re, mivel ¢ # 0,igy lehet vele egyszer(siteni, innen
kovetkezik az allitas.
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39) Ismertesse a bévitett euklideszi algoritmust.

Ez az eljaras meghatdrozza az a, b € Z egészek egy d legnagyobb kozos osztojat,
valamintaz x, y € Z egész szamokat ugy, hogy d = ax + by teljesiljon.

(4) [inicializalas]
Xo < 1,
Yo < 0,
T < Q,
x, < 0,
yi <1,
r, < b,
n<0
(5) [vége?]
Ha 1,41 = 0 akkor
X < Xp,
Y <
d < 1y,
eljaras véget ért.

(6) [ciklus]

I'n
An+1 € r )
n+1
Fht2 € Iy mod Fn+1 = Tn —T'n+19n+1

Xn+2 < Xnp — Xp+19n+1

Yn+2 < ¥Yn = Yn+19n+1

n<—n+1

ugras (2)-re.
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Bizonyitas:
Véget ér
|r,| szigorian monoton csékkend sorozat és |r,| € N, N jél rendezett.
d=ax+by
indukcio
(d =)ry, = ax, + by,
n = 0,n = 1-re teljesul
indukcids Iépés

n-re és n+1 re jo akkor n+2-re is

l. r, =ax, + by,

Il. rhy1 = @Xpy1 + bynia

Il 'h419n+1 = @npt1qn+1 + bYns1dn+1

I-11

I'n — I'n+1Qn+1 = @Xns1 — B&n+1An+1 T BYne1 — DYn+1dn+1

Iptz = aXpyz + bynao

d’'|a és d’|b akkor d’|d
Innend'|laAd'b = d'|lax + by(= d)
dlaésd|b

Hatulrdl indukcid
d|ry(= d)
In-1 = InQn + In4a gy dlrn—g
In-2 = In—1qn-1 + Iy igy d|rp—
tehdt d|a; és d|b;
40) Mi a kapcsolat Z-ben a primelemek és az irreducibilis elemek kozt. Bizonyitsa be allitasat.

ha p € Z(p prim & p irreducibilis )

ha p prim akkor p = xy igy p|x esetén x = pz = x(yz) yz=1 ahonnan y és z
egységek, x és p asszocialtak.

Legyenplab dep t a

Ekkor p t a, miatt Inko(a,p) = 1

euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y-t, hogy 1 = px + ay
Innen b = pbx + aby , mivel p|pbx ,igy p|aby, tehdt p|b
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41) Foglamazza meg és bizonyitsa be a szamelemélet alaptételét.

Minden pozitiv természetes szdm a sorrendtél eltekintve egyértelmten felirhatd
primszamok szorzataként.

3:
Ha n=1, a felbontas lires sorozat.

Egyébként ha n nem irreducibilis, akkor felirhatd két nala kisebb, de 1-nél nagyobb
szam szorzataként. Indukcidval folytatjuk ezt az eljarast: ha a kapott sorozatnak van
nem torzsszam tényezdje, akkor a legnagyobb ilyen tényez6 minden el6fordulasat
helyettesitjik két ndla kisebb, de 1-nél nagyobb természetes szam szorzataval.

Az eljdrds a természetes szamok jolrendezése miatt véges sok lépésben csupa
torzsszam tényez6bdl all6 felbontashoz vezet.

Indirekt bizonyitas:
Legyen n a legkisebb nem egyértelmuien felbonthatd szam
n=pip2-Pj =q192 """ gk
Mivel p;|n azaz p1|q192 - qx @ p1 primtulajdonsaga miatt 3i, hogy p1|q;.
Ekkor p; = q;, mert q; torzs szam.

Egyszerisitve a kapott k6z6s tényezével egy kisebb n’ szdmot kapunk, amelynek
felbontasa nem egyértelmu, ami ellent mondas a feltevés miatt.

42) Fogalmazza meg Eukleidész tételét, és bizonyitsa be.
Végtelen sok primszam van.
Indirekt bizonyitds
Tegyik fel, hogy csak k prim van, py,pz, ..., i €s legyenn = lepj
Ekkor V1 <j <k ((n+ Dmodp; = 1), tehat V1 <j <k (p;+ (n+ 1)), ly n +1

primtényez0s felbontasaban kell hogy legyen a p;-kt6l kilonbdz6 primszam, ami
ellentmondas.

43) Fogalmazza meg az egész szamok kongruencidjanak egyszer(i tulajdonsdagait és
bizonyitsa be azokat.

(1) (a=b(modm)Ad|m) = a =b (mod d)
mla — b Ad|m akkor d|a — b a tranzitivitas miatt
(2) a=b(modm)=0+de€ Z(ad = bd (mod md))
mla—b © 0+ d € Z(md|ad — bd)
(3) hogy barmely adott m € Z-re a kongruencia ekvivalenciarelacié Z-ben
tranzitiv, hiszhaml|a — b Am|b — c akkor m|a — ¢ — nek
reflexiv, hisz a 0 mindennek tobbszordse

szimmetrikus, hisz az a — b asszocialtja b — a-nak
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(4) a=b (modm) © a=>b (mod—m)
hisz m és —m egymads asszocidltjai
44) Fogalmazza meg a Z,, gy(rd tulajdonsagait leiro tételt.
Legyen m > 1 egész. Ha 1 < Inko(a, m) < m, akkor a maradékosztalya nulloszté
Zn-ben.
Bizonyitas
Legyend = Inko(a,m), 1 <d <m

m

a
ag=am=0(modm)

ahonnan x = %jelbléssel d- % = 0, azaz @ nulloszté Z,,,-ben
Ha [nko(a,m) = 1, akkor a maradékosztalyanak van miltiplikativ inverze Z,,-ben.
Specidlisan, ha m primszam, akkor Z,, test.
Bizonyitas

Legyen d = Inko(a,m) =1

BGvitett euklideszi algoritmussal olyan x, y egészeket kapunk, amelyekre
ax +my = 1.

Innen ax = 1 (mod m) azaz @ - ¥ = 1 miatt ¥ az d inverze Z,,,-ben.
igy tehat ha m prim és a # 0 (mod m), akkor a-nak van multiplikativ inverze.

45) Mit mondhatunk az aa; + b szamokrdl, ha a; egy maradék rendszer, illetve egy redukalt
maradék rendszer elemeit futja végig. Bizonyitsa be allitasat.

Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ha a, a,...,a,, teljes maradék
rendszer modulo m és b € Z, akkor aa, + b,aa, + b, ...,aa,, + b is teljes maradék
rendszer modulo m.

Ha a4, ay, ..., Apm) redukalt maradék rendszer modulo m, akkor aa,, aa,, ..., aaymm) is
redukalt maradék rendszer modulo m.

Bizonyitas

Hai # j estén aa; + b = aa; + b (mod m) teljesiilne,

akkor ebb6l aa; = aa; (mod m), és innen a multiplikativ inverzével szorozva
a; = a; (mod m) kévetkezne.

Tehat mivel aa, + b,aa, + b, ..., aa,, + b inkongruensek és szamuk m- teljes maradék
rendszert alkotnak mudulo m.

Bizonyitas
Ha Inko(aa;, m) > 1 akkor Inko(a,;,m) > 1

igy az aaq, aa,, ..., Aay(m) szamok relativ primek a modulushoz, és paronkent is relativ
primek és szamuk ¢ (m), tehat redukalt maradékrendszert alkotnak.
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46) Fogalmazza meg és bizonyitsa be az Euler Fermat-tételt.

Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez.
Ekkor a®?™ = 1 (mod m).

Bizonyitas
Legyen ay, ay, ..., Ay (m) €8y redukalt maradékrendszer modulo m.

Ekkor aaq, aay, ..., aay ) is redukalt maradékrendszer modulo m. Innen

@(m) p(m) p(m)
a®m 1—[ a; = 1_[ aa; = 1_[ a; (mod m)
j=1 j=1 j=1

Mivel ]‘[;f’:(’l") a; relativ prim m-hez, van inverze mudulo m. Ezzel megszorozva kapjuk az
allitast.
47) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a Fermat-tételt.
Legyen p primszam.
Haa € Zésp t a, akkor aP~! = 1 (mod p).
Ha a € Z tetsz8leges, akkor aP = a (mod p).
Bizonyitas
Nyilvan @ (p) = p — 1, igy az elsé alak kovetkezik a Euler Fermat-tételbdl.

A masodik, ha p 1 a esetben az els6 alakbdl kdvetkezik,
ha pedig p|a akkor mindkét oldal oszthaté p-vel.

48) Ismertesse a linedris kongruenciak megolddsanak médszerét részletes indokldssal.

Legyen m > 1 egész szam, a,b € Z adottak, keressik ax = b (iImod m) kongruencia
megoldasait.

Tehat kereslink x-et amire valamely y egész szdammal teljesil: ax + my = b.
Legyen d = Inko(a, m), igy d|lax + my, tehat ha d t b akkor nincs megoldas.
Tegyik fel, hogya = a'd,b = b'd,m = m'd valamely a’,b’,m' € Z

Azt kapjuk, hogy egyenletiink az a’x + m'y = b' ami ekvivalens a’x = b’ (mod m"),
ahol a’ és m' relativ primek. A legnagyobb kdzds oszté kiszamitdsat a bévitett euklideszi
algoritmussal végezve, olyan x,, y,egészeket is kaphatunk, amelyre ax, + my, = 1.

Szorozva b'-vel, a'x; + m'y, = b’, ahol x; = x,b’.
1 1 1 0

Vonjuk ki ezt az egyenletet a a’x + m'y = b’ egyenletbél: a’'(x — x;) = m'(y; — y)
ahonnan m'| x — x;, azaz x = x; + km valamelyk € Z-re.

Minden ilyen x tényleges megoldas, merty =y, — ka'-vela’x + m'y = b’

Az 6sszes megoldast x = x; (mod m) alakban adhaté meg.
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49) Ismertesse a linearis kongruenciarendszerek megoldasanak maodszerét részletes
indoklassal.
Ha adott linedris kongruencia, akkor azokat, ha megoldhatdk hozzuk x = a (mod m),
illetve x = b (mod n) alakra, ahol a,b,m,n egészek m,n>0.
Mivel a k6z6s megoldasokra x = a + my = b + nz valamely y, z € Z-re az
my —nz = b — a egyenlet egész megoldasait keresve, minden x megoldds
megtalalhatd.
Akkor és csak akkor van megoldds, ha Inko(m,n)|b — a, ekkor a megoldas
x = x1 (mod Inko(m,n)) alakban irhato fel valamely x; egésszel.
Ha tobb kongruencia van az eljards folytathato.
50) Fogalmazza meg és bizonyitsa be a kinai maradék tételt.

Legyenek m;, m,, ..., m,, egynél nagyobb, paronként relativ prim természetes szamok,
C1,Cy e, Cn EZ. Az x = Cj (mod mj), j =1,2,...,n kongruenciarendszer megoldhato,
és barmely két megoldasa kongruens modulo mym, ...m,,.

Bizonyitas

Legyen m = my;m,,. A bdvitett euklideszi algoritmussal olyan x;, x, egéyz szamokat
kaphatunk, amelyre m;x; + myx, =1

Legyen ¢, , = MyX1Cy + MyXyCy

Nyilvan ¢y, = ¢; (mod m;), haj=1,2

Ha x = ¢, , (mod m), akkor x az els6 két kongruencia egy megoldasa, és megforditva,
ha x az elsé két kongruencia egy megoldésa, akkor x — ¢, , oszthat6é m;-gyel m,-vel,
tehat a szorzatuk is.

Az eredeti kongruenciarendszer tehat ekvivalens az x = ¢; , (mod m),x =

Cj (mod m),j = 3,4, ...,n kongruenciarendszerrel.

igy n szerinti indukciéval adédik a bizonyitas.
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51) Ismertesse az RSA eljarast részletes indoklassal
Az eljaras ugynevezett nyilvanos kulcsu eljaras, az eljaras a kovetkez6:
1.1épés:  Valasszunk két nagy p # q primet

2.1épés: legyen n=pq, valszunk egy 1 < e < (p — 1)(g — 1) nyilvanos kulcsot,
ezt a két értéket fogjuk nyilvdnossagra hozni.

3.épés: d titkos kulcs meg hatdrozésa az ed =1 (mod (p —1)(q— 1))
kongruencia megoldasaval, ha nincs megoldasa elolrdl kezdjik.

Ekkor a nyilvdnos kulcs segitségével kdédolt Uzenet kildhet6 nekiink. ha
1 < m < n Gzenet, akkor annak kddolt forméja ¢ = m® mod n.

Az lizenetet Ujabb hatvanyozassal kaphatjuk vissza.
valamely k-raed = k(p —1)(q — 1) + 1, igy
cd = (m®)4 = mkP-D@-D+1 = (m(p—l))k(q_l) ‘m = m (mod m)

Ekkor, ha p|m, akkor mindkét oldal nulladval kongruens, ha p t m, akkor a
Fermat tétel szerint mP~1 = (1 mod p).

Hasonléan (m®)% = m (mod q)

Innen a kinai maradék tétel szerint, mivel p # q primekm = c¢% mod n

igy m = c¢® mod n médon dekddolhatjuk az lizenete.
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