o9ikai alapok — Halmazelméleti alapfogalmak

1. Mondjon legaldbb hdrom példat predikdtumra.

Sikbeli predikatum pl: E(x):= ,x egyenes”; P(x):= ,x pont”; I(x,y):= ,x illeszkedik y-ra”.

2. Sorolja fel a logikai jeleket.

Logikai formuldk alkotéelemei: —:= ,nem”; A:= ,és”; V:= ,vagy”, =>:= ,ha... akkor...”; <=>:=, akkor és csak
akkor”.

3. Milyen kvantorokat ismer? Mi a jeliik?

A logikai formuldk alkotdelemei a 3:= ,létezik” egzisztencidlis kvantor és a ¥:= ,minden” univerzalis

kvantor.

4. Hogyan kapjuk a logikai formuldkat?

A logikai formuldkat, vagy mondatokat az adott elmélet predikdtumaibdl épilnek fel, a logikai jelek,
valamint a két kvantor segitségével.

5. Mikor van egy vdltozo két kvantor hatdaskérében?

Egy formula egy (3xA) vagy (¥xA) tipusu részformuldja esetén az x valtozé minden, a két zardjel kdzotti

el6forduldsara (a kvantor utan vagy A-ban) azt mondjuk, hogy a kvantor hataskérében van.

6. Mik a nyitott és mi a zdrt formulak?

Ha egy formuldban egy valtozé egy adott el6fordulds egy kvantor hataskorében van, akkor azt mondjuk,
hogy az adott el6fordulds kotott elé6fordulas, egyébként az adott el6fordulds szabad el6fordulds. Ha egy
valtozénak egy formuldban van szabad el6forduldsa, akkor azt mondjuk, hogy a valtozé szabad valtozo.
Ha egy formuldanak nincs szabad valtozéja, akkor a formulat zart formulanak, egyébként nyitott
formuldanak mondjuk.

7. Mondjon két példdt nyitott formuldra!

A sikgeometria példajanal maradva az ((E(x) ~ P(y))l(x,y)) és a ((P(x)"P(y))A-x=y) formulaban az x és az y
szabad valtozok, igy ezek nyitott formuldk.

8. Mondjon eqy példdt zart formuldra.

A Wx(E(x) => 3y(P(y)MI(x,y))) zart formula, mert nincs szabad valtozdja.

9. Definidlja a részhalmaz és a valodi részhalmaz fogalmdt és adja megq a jeléléseiket.

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is
eleme. Jele: A © B vagy B D A. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenl6 vele, akkor azt mondjuk, hogy
A valddi részhalmaza B-nek. Jele: A & B vagy B 2 A.

10. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik a ,részhalmaz” fogalom?

Minden halmaz részhalmaza sajat maganak (reflexivitds), és ha Ac B, Bc (C, akkor AcC
(tranzitivitads). Ha A € B és B C A, akkor a meghatarozottsagi axioma szerint az is teljesiil, hogy
A = B (antiszimmetria).



11. Milyen tulajdonsdqgokkal rendelkezik a halmazok egyelésége?

A halmazok egyenlGsége reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus, és még az is teljesiil, hogy ha A = B, akkor
B = A (szimmetria).

12. irja le a részhalmaz fogalmdt. Milyen jelélést haszndlunk részhalmazok megaddsdra?

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is
eleme. Jele: A € B vagy B D A. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenl6 vele, akkor azt mondjuk, hogy
A valddi részhalmaza B-nek. Jele: A € B vagy B 2 A.

13. irja le az iires halmaz fogalmadt.

Van olyan halmaz, amelynek nincs eleme.

14. Igaz-e, hogy csak eqy lires halmaz van?

Igen. A meghatdrozottsdg axiomaja miatt csak egy lres halmaz van.

15. irja le két halmaz unidjdt és a megfeleld jelléseket.

Ha A és B halmazok, akkor azt a halmazt, amelynek pontosan azok a dolgok az elemei, melyek elemei A-
nak vagy B-nek (vagy mindkettének), A U B-vel jel6ljik, és a két halmaz uniéjanak nevezzik.

16. irja le halmazrendszer uniéjdt és a megfeleld jelléseket.

Ha 4 egy halmaz, amelynek elemei mind halmazok, akkor azt a halmazt amely pontosan azokat a
dolgokat tartalmazza, amelyek 4 valamely elemének az elemei, az 4 unidjanak nevezziik. Ennek jel6lése:

Udvagy U{A: A €1} vagy Uye 44.

17. Fogalmazza meqg a halmazok uniéjanak alaptulajdonsdgqait.

Ha 4, B, C halmazok, akkor:

(1) Aup =A4;

(2) AU B = B U A (kommutativitas);

(3) Au(BUC) = (AU B) U C (asszociativitas);
(4) AU A = A (idempotencia)

(5) A c B akkor és csak akkor,ha AU B = B.

18. Definidlja halmazrendszer és két halmaz metszetét, és adja meq a jeléléseiket.

Ha A és B halmazok, legyen AN B :={x € A: x € B}. Altaldnosan, ha 4 halmazok egy nem (ires
rendszere, akkor a halmazrendszer metszetét a M42:= {x : x € Aminden A €/4-ra} 6sszefiiggéssel

definialjuk.

19. Definidlja a diszjunktsdq és a pdronként diszjunktsdaq fogalmadt.

Ha A N B = @, akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak (vagy idegenek). Altaldbosabban, ha egy nem
Ures 4 halmazrendszer metszete az lres halmaz, akkor azt mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt.
Ha a halmazrendszer barmely két halmazdnak metszete Ures, akkor azt mondjuk, hogy elemei paronként
diszjunktak. (Mas széhasznalatban a paronként diszjunkt halmazokbdl allé6 halmazrendszert nevezziik

diszjunktnak.)



20. Fogalmazza meg a halmazok metszetének alaptulajdonsdgait.

Ha 4, B, C halmazok, akkor:

(1) An@ =09;

(2) An B = B N A (kommutativitds);

(3) An(BNC)= (AN B)NC (asszociativitas);
(4) An A = A (idempotencia)

(5) A c B akkor és csak akkor,haA N B = A.

21. Fogalmazza meq az unio és a metszet disztributivitdsdt.

Ha 4, B, C halmazok, akkor:

(1) An(BUC)=(ANB) U (AN C) (ametszet disztributivitasa az unidra nézve);
(2) AU(BNC)=(AUB)N (AU C) (az unid disztributivitdsa a metszetre nézve).

22. Definidlja a halmazok kiilénbségét, szimmetrikus differencidljat és komplementerét.

Az A és B halmazok kulonbségét (vagy differencidljat) az A\B:= {x € A: x & B} 0Osszefuggéssel
definidljuk. A két halmaz szimmetrikus differencidljat az A A B: = (A\B) U (B\A) 0sszefliggéssel
definidljuk. Ha A c X, akkor az X\A halmazt néha A’-val jel6ljik, és az A halmaz X-re vonatkozd
komplementerének nevezziik. Ez természetesen nem csak A-tdl, hanem az X ,alaphalmaztél” is fugg,
ami az A’ jelolésben nem jut kifejezésre.

23. Fogalmazza meq a halmazok komplementerének alaptullajdonsdgait.

Ha A, B c X, akkor

(1) A) =4
(2) =X
3) X'=0
4) AnA' =9
(5) AuAd'=X

(6) A c B akkor és csak akkor, ha B' c A’
(7) (AUB) =A'NB'
(8) AnB)Y =A"UB

24. irja le a hatvdnyhalmaz fogalmdt. Milyen jelélések kapcsolodnak hozzd?

Ha A halmaz, akkor azt a halmazrendszert, melynek elemei A részhalmazai, az A hatvanyhalmazanak
nevezzik. Jele: p(A). Tehat minden A halmazhoz létezik egy olyan halmazrendszer, amelynek elemei
pontosan A részhalmazai.



Lelaciok

25. Definidlja a rendezett pdr fogalmdt és koordindtdit.

Barmely x, y esetén legyen (x,y): = {{x}, {x, ¥}}. Az (x,y) rendezett par els6 koordinataja x, a masodik
koordinatdja y.

26. Definidlja két halmaz Descartes-szorzatdt.

Az X,Y halmazok Descartes-szorzatdn az X X Y := {(x,y) : x € X,y € Y} halmazt értjuk.

27. Definidlja a binér reldcio fogalmdt és adja meq a kapcsolédo jeldléseket.

Egy halmazt binér relacidnak (vagy kétvaltozos relacidnak) neveziink, ha minden eleme rendezett par.
Ha R egy binér relacio, akkor (x,y) € R helyett gyakran azt irjuk, hogy xRy, és azt mondjuk, hogy x és y
kozott fennall az R relacio.

28. Adjon harom példat binér reldaciora.

Ha R egy binér relacid, akkor pl.: R={(Anna, Elemér), ...}; R={(x,x), x EX}; RE X x Y.

29. Mit jelent az, hoqy R reldacio X és Y kézétt? Mit jelent az, hogy R eqy X-beli relacié?

Ha valamely X és Y halmazokra R € X X Y, akkor azt mondjuk, hogy R reldcio X és Y kozott. Ha X =Y,
akkor azt mondjuk, hogy R egy X-beli binér relacié (homogén binér relacid).

30. Definidlja a binér reldcio értelmezési tartomdnydt és értékkészletét, és adja meq a kapcsolodo
jeloléseket.

Az R binér reldcié értelmezési tartomdnyat a dmn(R):= {x: vanolyany,hogy (x,y) € R},
értékkészletét pedig a rng(R):= {y : van olyan x,hogy (x,y) € R } 6sszefliggéssel értelmezziik. A
jelolések a ,domain” illetve ,range” széra utalnak; dom vagy D, illetve ran, R vagy im (az ,image”
sz0bol) is szokasosak.

31. Definidlja a binér reldcio kiterjesztését, lesziikitését és lesziikitését eqy halmazra és adja meq a

kapcsolodo jeléléseket.

Az R binér relaciét az S binér reldcid kiterjesztésének, illetve S-et az R lesz(ikitésének (vagy
megszoritasanak) nevezzilk, ha S € R. Ha X egy halmaz, az R relacié X-re valo lesz(ikitésén (vagy
megszoritasdn) az Ry = {(x,y) € R : x € X} relaciot értjik.

32. Definidlja eqy binér reldcio inverzét, és sorolja fel az inverz hdrom eqyszerd tulajdonsdqgdt.

Egy R binér relacié inverzén az R™! := {(b, a): (a, b) € R} binér relacidt értjiik.

(1) R"H™'=R;
(2) ha R relacié X és Y kozott, akkor R~ reldcid Y és X kozott;
(3)dmn(R™1) = rng(R) ésrng(R™1) = dmn(R)

33. Definidlja halmaz képét és inverz képét binér reldciondl és adja meq a kapcsolédo jeléléseket.

Legyen R egy binér relacidé és A egy halmaz. Az A halmaz képe az R(A) = {y : vanolyan x € A,
hogy (x,y) € R} halmaz. R(A) pontosan akkor res, ha A és dmn(R) diszjunktak. Az A halmaz inverz
képe az R relaciénal R1(A). Ha A = {a}, akkor R({a}) helyett R(a)-t irunk.



RoS = {(x,y):van olyan z,hogy (x,z) € S és (z,y) € R} relacidt értjuk. Két relacid
kompozicidja lehet Ures: ez a helyzet, ha rng(S) és dmn(R) diszjunktak.

A

Legyenek R, S és T binér relaciok. Ekkor:

(1)harng(S) o dmn(R), akkor rng(ReS) = rng(R);
(2) Ro(SoT) = (RoS)eT (asszociativitds);
(3) (RoS)™1 = S71oR71,

36. Mint jelent az, hogy eqy reldcié tranzitiv, szimmetrikus, illetve dichotom? Ezek kéziil mi az, ami csak a

reldcién mulik?
Legyen R egy X-beli binér relacié. Azt mondjuk, hogy R

(1) tranzitiv, ha minden x, y, z-re (x,y) € R és (y,z) € R esetén (x,z) € R;

(2) szimmetrikus, ha minden x, y-ra (x,y) € R esetén (y,x) € R;

(3) dichotom, ha minden x,y € X esetén (x,y) € R vagy (y,x) € R (esetleg mindkettd), azaz
barmely két elem 6sszehasonlithatd.

Ezek kozl a tranzitivitds és a szimmetrikussag fligg csak a reldciétdl.

37. Mit jelent az, hoqy eqy reldcio intranzitiv, antiszimmetrikus, illetve trichotom? Ezek k6ziil mi az, ami

csak a relacion mulik?

Legyen R egy X-beli binér reldcié. Azt mondjuk, hogy R

(1) intranzitiv, ha minden x, y, z-re (x,y) € R és (y,z) € R esetén (x,z) € R;

(2) antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x,y) € R és (y,x) € R eseténx = y;

(3) trichotém, ha minden x,y € X esetén x =y, (x,y) € R vagy (y,x) € R kozll pontosan egy
teljesdl.

Ezek kozll az intranzitivitds és az antiszimmetrikussag fligg csak a relaciotol.

38. Mint jelent az, hogy egqy reldcio szigoruan antiszimmetrikus, reflexiv illetve irreflexiv? Ezek kéziil mi

az, ami csak a reldcion mulik?

Legyen R egy X-beli binér relacié. Azt mondjuk, hogy R

(1) reflexiv, ha minden x € X esetén (x,x) € R;
(2) irreflexiv, ha minden x € X esetén (x,x) &€ R;
(3) szigordan antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x,y) € R és (y,x) € R;

Ezek kozil a szigordan antiszimmetrikussag fligg csak a relaciétol.

39. Definidlja az ekvivalenciareldciot, illetve az osztdlyozds fogalmdt.

Legyen X egy halmaz. Az X-beli binér relaciot ekvivalenciareldciénak nevezziik, ha reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv. Az X részhalmazainak egy O rendszerét X osztdlyozdsanak nevezziik, ha O paronként
diszjunkt nem Ures halmazokbdl allé6 halmazrendszer, amelyre U O = X.



40. Mi a kapcsolat az ekvivalenciareldcidk és az osztdlyozdsok kézott?

Valamely X halmazon értelmezett ~ ekvivalenciareldcié X-nek egy osztalyfelbontasat adja. Megforditva,

az X halmaz minden osztalyfelbontasa egy ™~ ekvivalenciareldciét hoz létre.

41. Definidlja a részbenrendezés és a részbenrendezett halmaz fogalmdt. Mit mondhatunk eqy

részbenrendezett halmaz eqy részhalmazdrél?

Egy X halmazbeli részbenrendezés egy tranzitiv, reflexiv, és antiszimmetrikus X-beli relacié. Egy X
részbenrendezett halmaz, illetve rendezett halmaz tulajdonképpen az (X,<) par. Egy X
részbenrendezett halmaz minden Y részhalmaza is részbenrendezett, ha a = relaciét csak ennek az

elemei kdzott tekintjik, azaza <N (Y X Y) relacidval.

42. Definidlja a rendezés, a rendezett halmaz és a Idnc fogalmadt.

Egy X halmazbeli részbenrendezés egy tranzitiv, reflexiv, és antiszimmetrikus X-beli relacié. Egy X
részbenrendezett halmaz, illetve rendezett halmaz tulajdonképpen az (X,<) par. Egy X
részbenrendezett halmaz minden Y részhalmaza is részbenrendezett, ha a = relaciét csak ennek az

elemei kozott tekintjik, azaz a <N (Y X Y) relacidval. Ha az Y részhalmaz ezzel a relacidval rendezett,
akkor lancnak nevezzik.

Ha a = részbenrendezési relacid dichotom is, azaz ha X barmely két eleme 6sszehasonlithatd, akkor

rendezésnek nevezzik.

43. Mondjon példat részbenrendezett de nem rendezett halmazra.

A valds szamok halmaza — és igy a természetes, egész és racionadlis szamok halmaza is — rendezett a
szokasos rendezéssel. A természetes szamok korében az ,n osztja m-et” relacid részbenrendezés, de
nem rendezés.

44. Definidlja eqy relacionak megfeleld szigoru illetve gyenge reldcié fogalmadt.

Egy X-beli relacio R relacidhoz definidlhatunk egy X-beli S reldciét ugy, hogy xSy akkor dlljon fenn, ha
xRy de x # y, ez az R-nek megfeleld szigoru relacid. Megforditva, egy X-beli R relaciéhoz a megfeleld
T gyenge reldciot ugy definialjuk, hogy legyen xTy, ha xRy vagy x = y.

45. Definidlja a szigoru részbenrendezést és fogalmazza meq kapcsolatdt a részbenrendezéssel.

Egy = részbenrendezés esetén a megfelel§ szigoru relacidt <-el jel6ljik; ez tranzitiv, irreflexiv és
szigoruan antiszimmetrikus. Megforditva ha < egy X-beli szigoru részbenrendezés, amin egy tranzitiv és

szigoruan antiszimmetrikus reldcid értiink, akkor a megfelel6 gyenge relacid egy részbenrendezés.

46. Mi az, hoqy kisebb, nagyobb, meqelézi, kéveti? Adja meq a kapcsolodo jelbléseket.

Ha x < y, akkor azt mondjuk, hogy x kisebb, mint y vagy y nagyobb, mint x, illetve hogy x megel6zi y-t
vagy y koveti x-et. A gyenge reldcid esetén hozzatessziik, hogy ,vagy egyenld”.

47. Definidlja az intervallumokat és adja meg a kapcsolédo jeldléseket.

Legyen X egy részbenrendezett halmaz. Ha x < z és z < y, akkor azt mondjuk, hogy z az x és y kdzé
esik, ha pedig x <z és z < y, akkor azt mondjuk, hogy z szigortan x és y kozé esik. Az Osszes ilyen
elemek halmazat [x, y], illetve ]x, y[ jeldli.

48. Mi az, hogy kézvetleniil kéveti illetve kbzvetleniil megel6zi?

Ha x <y, de ugyanakkor nem létezik szigorian x és y kozé es6é elem, akkor azt mondjuk, hogy x
kozvetlenll megeldzi y-t, vagy y kdzvetlenil kdveti x-et.



49. Definidlja a kezdbszelet fogalmadt, és adja meq a kapcsolodaé jelbléseket.

Legyen X egy részbenrendezett halmaz. Egy x elemhez tartozé kezddszeletnek a {y € X : y < x}
részhalmazt nevezziik. A kezdGszelet logikus, de nem elterjedt jeldlése | <, x|.

50. Definidlja a legkisebb és a legnagyobb elem fogalmat.

Az X részbenrendezett halmaz legkisebb (vagy elsd) elemén egy olyan x € X elemet értiink, amelyre
x < ymindeny € X-re. Nem biztos, hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelm(i. Hasonldan, X
legnagyobb (vagy utolsd) elemén egy olyan x elemet értiink, amelyre y < x mindeny € X-re. Nem
biztos, hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelm.

51. Definidlja a minimdlis és maximadlis elem foqalmat, és adja meq a kapcsolodo jelbléseket.

Legyen x eleme X. Az x-et minimalisnak nevezzik, ha nincs nala kisebb elem, maximalisnak pedig akkor,
ha nincs ndla nagyobb elem. Maximalis és minimalis elem lehet tobb is. Jelolések: min X , max X.

52. Adjon megq olyan részbenrendezett halmazt, amelyben tébb minimdlis elem van.

A Az A részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja a
kovetkezd. Ezen esetben két minimdlis elem létezik: 1,3.

53. Adjon meg olyan részbenrendezett halmazt, amelyben nincs maximadlis elem.

A természetes szamok halmaza ilyen a szokasos rendezéssel.

54. Igaz-e, hoqy rendezett halmazban a legkisebb és a minimdlis elem fogalma egybeesik?

Igen.

Minimalis és maximalis elem t6bb is lehet, és hogy ha X rendezett, akkor a legkisebb és a minimalis elem
fogalma, illetve a legnagyobb és a maximalis elem fogalma egybeesik, de egyébként nem feltétlendil.

55. Definidlja az alsé és a felsé korlat fogalmadt.

Egy X részbenrendezett halmaz egy x elemét az Y részhalmaz alsé korlatjanak nevezziik, ha minden
y €Y-rax <y.Hamindeny € Y-ray < x, akkor x az Y fels6 korlatja. Ha létezik alsé illetve felsd korlat,
akkor azt mondjuk, hogy Y alulrél illetve fellilr6l korlatos.

56. Igaz-e, hoqy ha eqy részbenrendezett halmaz eqy részhalmaza tartalmaz a részhalmaz also korlatjai
koziil elemeket, akkor csak eqyet?

Igen, ha az alsé korlatok k6zott van olyan, mely eleme a részhalmaznak, gy csak egy ilyen van.

57. Definidlja az alsé és felsé hatdr tulajdonsdgot.

(x, <) alsé hatar tulajdonsagu, ha minden nem (res alulrdl korlatos részhalmazanak van alsé hatara.

(x, <) fels6 hatar tulajdonsagu, ha barmely nem Ures, fellilrél korlatos részhalmazanak van felsé hatara.



58. Igaz-e, hoqy ha eqy részbenrendezett halmaz eqy részhalmaza tartalmazza a részhalmaz eqy also
korldtjat, akkor az a részhalmaznak minimdlis eleme?

Igen, ha az alsé korlatok kozott van olyan, mely eleme a részhalmaznak, gy csak egy ilyen van, és ez a
részhalmaz legkisebb eleme (minimalis eleme).

59. Definidlja az infimum és szuprémum fogqalmadt.

Az alsé korlatok halmazdban van legnagyobb elem, akkor azt Y legnagyobb alsé korlatjanak nevezziik,
idegen szoéval ez az infimum, és inf Y-al jeloljik. Hasonléan, ha Y fels6 korldtjai halmazdban van
legkisebb elem, akkor azt Y legkisebb felsé korlatjanak nevezziik, idegen széval ez a szuprémum, és
sup Y-al jeloljak.

60. Definidlja a jolrendezés és jolrendezett halmaz fogalmat.

Egy X részbenrendezett halmazt jélrendezezznek, részbenrendezését pedig jélrendezésnek nevezziik, ha
X barmely nem (ires részhalmazanak van legkisebb eleme. Jél rendezett halmaz mindig rendezett.

61. Adjon meq olyan rendezett halmazt, amely nem jolrendezett.

Az egész, raciondlis és valdés szamok halmaza nem jélrendezett de rendezett a szokdsos rendezéssel.

62. Adjon példat jolrendezett halmazra.

A természetes szamok halmaza jolrendezett a szokasos rendezéssel.

63. Adjon meq két részbenrendezett halmaz Descartes-szorzatdn a halmazok részbenrendezései

seqitséqgével két részbenrendezést.

Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az X X Y-ban legyen (x,y) < (x',y"), ha x < x" az X-ben,
ésy < y' az Y-ban. Igy egy részbenrendezést kapunk.

64. Két jolrendezett halmaz Descartes-szorzatdn a lexikografikus rendezést értjiik. Mit dallithatunk errdl?.

Legyen (x,¥) < (x',y'), ha x <x' vagy x =x" és y <y'. X XVY-nak ezt a részbenrendezését
lexikografikus rendezésnek nevezziik.
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65. Definidlja a fiiggvény fogalmdt. Ismertesse a kapcsolodé jelbléseket.

Egy fuggvény egy olyan f relacid, amelyre ha (x,y) € f és (x,y') € f,akkor y = y', médsszéval minden
x-hez legfeljebb egy olyan y létezik, amelyre (x,y) € f. Jeldlések: f(x) = y. Az y elemet az f fliggvény
x helyén (argumentumadban) felvett értékének nevezziik. Egyéb jeldlés: f : x = y.

66. Mi a kiilbnbséq a kézétt, hogy f € X > Y éshogyf: X > Y?

Annak kifejezésére, hogy az f flggvény értelmezési tartomanya a teljes X halmaz, értékkészlete pedig az
Y halmaznak részhalmaza az f : X — Y jel6lés szolgal, amit Ugy olvasunk ki, hogy f az X-et Y-ba képezd
fuggvény. Ez nem ugyanaz, mint f € X — Y, mert utébbi esetben dmn(f) G X is lehetséges.

67. Mikor neveziink eqy fiiggvényt kélcsénésen egyértelmiinek?

Az f fuggvényt kolcsondsen egyértelmlinek nevezzik, ha f(x) = y és f(x") = y esetén x = x’. Ez azzal
ekvivalens, hogy az f ! relacié fliggvény. Masnéven injektivnek nevezziik a kélcséndsen egyértelm(
fliggvényeket.

68. Igaz-e, hoqy az identikus leképezés mindig sziirjektiv?

Igen. Ezt Ix-ként jeldljik, és X-nek X-re valo identikus leképezésének neveziink.

69. Definidlja a permutdcio fogalmat.

Egy X halmaz 6nmagara vald kdlcsonosen egyértelm(i leképezéseit az X permutdcioinak nevezziik.

70. lgaz-e, hogy két fiiggvény dsszetétele fiiggvény?

Igen. Ha f és g fuggvények, akkor fog is. Ha f és g kdlcsondsen egyértelm( fuggvény, akkor gof is az.
Ha az f figgvény X-et Y-ra, a g fuggvény pedig Y-t Z-re képezi le, akkor gof az X-et Z-re képzi le.

71. Mikor dllithatjuk, hoqy két fliggvény dsszetétele injektiv, sziirjektiv illetve bijektiv?

Ha f és g kolcsondsen egyértelmi fliggvények, akkor fog is. Ha az f fliggvény X-et Y-ra képezile,a g
flggvény pedig Y-t Z-re képezi le, akkor gof az X-et Z-re képezi le. Ha két fliggvény Osszetétele injektiv
és szlrjektiv, akkor bijektiv is.

72. Mi a kapcsolat fiiggvények és ekvivalenciareldciok kézétt?

Ha az X halmazon adott egy ekvivalenciarelacié, akkor az x elemhez az ekvivalenciaosztdlyat rendel6
leképezést kanonikus leképezésnek nevezziik. Megforditva, ha f: X - Y egy fuggvény, akkor az
x~x', ha f(x) = f(x") relaci6 egy ekvivalenciareldcid.

73. Mikor neveziink egy fiiggvényt monoton névekeddnek illetve monoton cs6kkenének?

Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az f : X — Y fliggvényt monoton névekedének nevezziik,
ha =x,y€X, x<yeseténf(x) < f(y) illetve  monoton  csékkendnek  nevezzik, ha
x,y €X, x <yesetén f(x) = f(y).

74. Mikor neveziink eqy fiiggvényt szigoruan monoton névekeddének illetve szigoruan monoton

csokkenének?

Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az f : X — Y fliggvényt szigorian monoton noveked&nek
nevezzik, ha x,y € X, x < y esetén f(x) < f(y), illetve szigordan monoton csokkenének nevezzik,
hax,y €X, x <yesetén f(x) > f(y).



75. Mi a kapcsolat szigoriuan monoton névekedé fiiggvények és a kélcséndsen eqyértelmii kézott?

Ha X, Y rendezettek, akkor szigorian monoton noévekedé (illetve csokkend) fuggvény nyilvan
kolcsondsen egyértelml. Megforditva, ha X és Y rendezettek, akkor egy f: X =Y kolcsdndsen
egyértelml monoton ndévekedd (illetve csokkend) leképezés szigordan monoton noévekedd (illetve
csokkend) is.

76. Mit dllitunk a monoton névekvé fiiggvények inverz fiiggvényérél?

A monoton noévekvé fliggvények inverz fliggvénye monoton ndvekvé f(X)-en: valéban, ha x <y, akkor
f(x) < f(y), de f(x) = f(y) nem lehetséges, és ha u, v € f(X), u < v, x = f'(u), y = f(v), akkor x 2 y nem
lehetséges, mert ebbdl f(x) 2 f(y), azaz u = f(x) < f(y) = v kbvetkezne.

77. Mit értiink indexhalmaz, indexezett halmaz és csaldd alatt?

Egy x flggvény i helyen felvett értékét neha x;-vel jeloljik. Ilyenkor gyakran a fliggvény I értelmezési
tartomanyat indexhalmaznak, az elemeit indexeknek, értékkészletét indexelt halmaznak, az x fliggvényt
magat pedig csalddnak nevezziik.

78. Definidlja a halmazcsaladok unidjdt és metszetét.

Ha az értékkészlet elemei halmazok, akkor halmazcsaladrél beszéliink. Egy X;, i € I halmazcsalad uniéjat
a Ujer X; =U{X; : i € I} Osszefuiggéssel értelmezziik. Rovidebb jeldlése: U; X;. Ha [ # @, akkor a
halmazcsalad metszetét is definidljuk a N;¢; X; =N {X; : i € I}

79. Fogalmazza meq a halmazcsaldadokra vonatkozo De Morgan-szabdlyokat.

Ha X;,i € I az X halmaz részhalmazainak egy nem lres csaladja (azaz I # @), akkor az X-re vonatkozd
komplementert vesszével jeldlve,

(1) (Yier X)) =Ny X1
(2) (Nier X)) = Vs X'

80. Definidlja véges sok halmaz Descartes-szorzatdt és ismertesse a kapcsolédo jeléléseket.

Ha az (xq,xy,..,%,) elem n-eseket az {1,2,...,n} halmaz, azaz N*-nak az n € N*-nal nem nagyobb
elemei altal indexelt csaladokkal azonositjuk, akkor az X; X X, X ... X X, Descartes-szorzatot mint az
Osszes olyan x;, i € {1,2, ...,n} csalddok halmazat definidlhatjuk, amelyekre x; € X;, ha i € {1,2, ...,n}.

81. Definidlja a (nem feltétleniil binér) reldcio fogalmdt és a kapcsolodo jelléseket.

Ha az (xq,%y, ..., X,) elem n-eseket az {1,2,...,n} halmaz, azaz N*-nak az n € N*-nal nem nagyobb
elemei daltal indexelt csalddokkal azonositjuk, akkor az X; X X, X ... X X, Descartes-szorzatot mint az
6sszes olyan x;, i € {1,2,...,n} csaladok halmazat definidlhatjuk, amelyekre x; € X;, ha i € {1,2, ...,n}.
Ilyen szorzathalmazok részhalmazait n-valtozés relacidknak nevezziik.

82. Definidlja tetszéleges halmazcsaldd Descartes-szorzatdt és ismertesse a kapcsolodo jeléléseket.

Az X;,i €I halmazcsaldd X;¢; X; Descartes-szorzata a halmazcsalddhoz tartozé 6sszes kivalasztasi
flggvénynek halmaza. Jel6lése: X; X;.



83. Definidlja a binér, unér és nullér miivelet fogalmadt és ismertesse a kapcsolodo jeléléseket.

Legyen X egy halmaz. Egy X-beli binér miveleten egy *: X X X = X leképezést értiink. Ha x,y €
X, akkor * (x,y) a mlvelet eredménye, x és y pedig az operandusai. Rendszerint a binér mivelet jelét
az operandusok kozé irjuk: x * y.

Egy X-beli unér mdvelet egy * : X = X leképezés.

Mivel X0 = {@}, egy nullér miivelet egy * : {#} - X leképezés, ami tulajdonképpen X egy elemének a
kijelolését jelenti, operandusa nincs, csak eredménye.

84. Adjon meq egy binér és eqy unér miiveletet tabldzattal.

Binér:

\J/ Unér: ‘ /]\ \]/
) -] v
™

> 5>

> |
T
\

85. Hogyan definialunk miiveleteket fiiggvények k6zo6tt?

Legyen X tetsz6leges halmaz, Y pedig egy halmaz a # binér miuvelettel. Ekkor az X-et Y-ba képezd

fliggvények kozott is értelmeziink ,pontonként” egy binér miiveletet (amit ugyanazzal a jellel szokas
jelolni) az (f*g)(x) = f(x) * g(x) mindenx € X-re, ha f,g:X - Y 0Osszefliggéssel. Hasonldéan
definidlunk unér, illetve nullér miveleteket fliggvénytereken.

86. Adjon példat miiveletekre fiiggvények kézott.

Egy adott X halmazon értelmezett egész, raciondlis, illetve valds értékl fliggvények esetén az
Osszeadast, kivonast és a szorzast ,pontonként” értelmezzik fliggvényekre is, de két fliggvény
hanyadosa nincs mindentt definidlva. Fliggvény ellentettjét is pontonként definidljuk. A O illetve az 1
kijelentésébdl mint nullér miveletbél az azonosan 0, illetve azonosan 1 fliggvény adadik.

87. Definidlja a miivelettarto leképezés foqgalmat.

Legyen * binér m(ivelet az X, és legyen =’ binér muivelet az X’ halmazon. Egy ¢ : X — X' leképezést

mivelettartonak nevetiink, ha @ (x * y) = @(x) ' @(y) minden x,y € X-re. Hasonléan értelmezziik a
muivelettartast unér és nullér miveletre is.

88. Adjon példdat miivelettarté leképezésre.

Ha a > 1, az x — a* leképezés miivelettartd és kdlcsondsen egyértelmii leképezés az 6sszeadassal
tekintett valds szamoknak a szorzassal tekintett pozitiv valés szamokra. Ez a leképezés mdivelettartd
leképezése az ellentett képzéssel tekintett valds szamoknak a reciprokképzéssel tekintett pozitiv valds
szdmokra, valamint a 0-t 1-be viszi at, igy ezen unér miveletekre is mivelettarto.
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89. Fogalmazza megq a rekurziotételt.

Legyen X egy halmaz, a € X és f : X — X egy fuggvény. Ha a Peano-axiomak teljesiilnek, akkor egy és
csak egy olyan N-et X-be képez6 g figgvény létezik, amelyre
g(0)=aésgnt) = f(g(n)) mindenn € N-re.

90. Definidlja a karakterisztikus fiiggvény fogalmdt és ismertesse a kapcsolodo jeléléseket.

Legyen X egy halmaz, és ha Y c X, legyen yy(x) =1, hax €Y ésyy(x) =0,hax € X\Y. A yy
fliggvényt az Y halmaz (X-en értelmezett) karakterisztikus fliggvényének nevezzik. Az Y — yy
leképezés kolcsondsen egyértelml leképezése p(X)-nek az X-en értelmezett karakterisztikus
fliggvények {0,1}* halmazéra. (Emiatt szokés p(X)-et 2%-el is jeldIni.)

91. Definidlja a baloldali semleges elem, a jobboldali semleges elem és a semleges elem fogalmadt.

Legyen * egy binér muivelet a G halmazon. A G halmazt a * m(ivelettel, (azaz, ha pontosak akarunk lenni,

a (G,*) part) szokas grupoidnak is nevezni. A G egy s elemét bal, illetve jobb oldali semleges elemnek
nevezziik, ha s * g = g, illetve g * s = g minden g € G-re. Ha s bal és jobb oldali semleges elem is,
akkor semleges elemnek nevezziik.

92. Definidlja a félcsoport, a balinverz, a jobbinverz és az inverz fogalmadt.

Ha a # binér mUvelet a G halmazon asszociativ, azaz x,y,z € X esetén (x * y) * z = x * (y * z), akkor a
G-t (pontosabban a (G,*) part) félcsoportnak nevezziik. Ha a G félcsoportban s semleges elem, és
g,9" € G-re g * g* = s, akkor azt mondjuk, hogy g a g* balinverze, g* pedig a g jobbinverze. Ha a g* a
g bal- és jobbinverze is, akkor azt mondjuk, hogy a g inverze. Ekkor nyilvan g meg a g* inverze.

93. Igaz-e, hoqy eqy eqységelemes multiplikativ félcsoportban ha h-nak és g-nek van inverze, akkor hg-

nek is, és ha igen, mi?

Igen. Ha g-nek g* az inverze, és h-nak h* az inverze, akkor a g * h inverze h* x g*.

94. Definidlja a csoport és az Abel-csoport fogalmat.

Ha a * binér m(ivelet a G halmazon, g,h € G és g * h = h* g, akkor azt mondjuk, hogy g és h
felcserélhet6ek. Ha G barmely két eleme felcserélhetd, akkor a * mliveletet kommutativnak nevezziik. A
kommutativ csoportokat Abel-csoportnak nevezziik. Ha X tetsz6leges halmaz, akkor (p(X),A) Abel-
csoport.

95. Igaz-e, hoqy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(X),N) eqy eqységelemes félcsoport?

Nem. (p(X),n) kommutativ egységelemes félcsoport.

96. Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(X),U) egy csoport?

Nem. (p(X),U) kommutativ egységelemes félcsoport.

97. Igaz-e, hogy ha X tetszéleges halmaz, akkor (p(X),A) egy félcsoport?

Nem. (p(X),A) egy Abel-csoport.

98. Igaz-e, hogy ha X tetszéleqges halmaz, akkor az X-beli binér reldaciok a kompozicidval eqgységelemes
félcsoportot alkotnak?

Igaz. Ez 4ltaldban nem kommutativ és nem is csoport, bar vannak invertalhato elemei.



99. Igaz-e, hoqy ha X tetszéleges halmaz, akkor az X-et X-re képezé bijektiv leképezések kompoziciéval,
mint miivelettel csoportot alkotnak?

Igaz. Ha csak az 0Osszes injektiv, illetve az 0Osszes szirjektiv leképezéseket tekintjik, akkor is
egységelemes félcsoportot kapunk. Az 6sszes bijektiv leképezések csoportot alkotnak.

100. Fogalmazza meq a természetes szamokra a < reldciot és a miiveletek kapcsolatat leiro tételt.

Ha m,n € N, akkor azt mondjuk, hogy m < n, ha van olyan k természetes szam, hogy m + k = n.
Legyen k,m,n € N. Ekkor

(1) n* kozvetleniil kdveti n-et;

(2) m < n akkor és csak akkor, ham + k < n + k;

(3) k # 0 esetén m < n akkor és csak akkor,ham -k <n-k;

(4) m < n akkor és csak akkor, ham + k <n + k;

(5) k # 0 esetén m < n akkor és csak akkor,ham -k <n-k;

(6) ham- -k =n-késk + 0,akkor m = n (egyszer(sitési szabaly vagy torlési szabaly k + 0-
ra).

101. Definidlja a véges sorozatokat.

Ha n € N, akkor a [0,n] € N vagy [1,n] € N* halmazon értelmezett fliggvényeket véges sorozatnak
nevezziik. Az x véges sorozatot ugy is jeldljik, hogy xq,xq,..,x, vagy x;, i =0,1,2,...,n, illetve
X1,X9, .., Xpvagyx;, L =12, ..,n.

102. Fogalmazza megq az dltaldnos rekurziotételt.

Legyen adott egy X halmaz és egy f fuggvény, amelynek értékkészlete X részhalmaza, értelmezési
tartomanya pedig az 0Osszes olyan fuggvények halmaza, amelyek értékkészlete X részhalmaza,
értelmezési tartomanya pedig N valamely kezd8szelete. Ekkor egyértelmien lézetik egy g: N —» X
fuggvény, amelyre g(a) = f(gl]ﬁ'a[) minden a € N-re.

103. Hogqyan haszndlhato az altaldnos rekurziotétel a Fibonacci-szamok definialdasara?

Legyen X =N, és legyen az n—> n~ leképezése NT-nak N-re az n—n' leképezés inverze,
f(@) =0,f{(0,k)}) =1 barmely k € N-re, éshan > 1, h:] «,n[ > N egy fluggvény, akkor legyen
f(h) = h(n™) + h(n™ 7). (n = min(N\dmn(h)))

104. Definidlja véges sok elem szorzatdt félcsoportban és eqységelemes félcsoportban.

Ha G egy félcsoport, x : Nt — G egy sorozat, akkor az altalanos rekurziétételt alkalmazva definialhatjuk
a Mi_,x,, n €Nt szorzatokat ugy, hogy Th_ix; = x; ésEix, = (MPoixk) * Xpyq. Ha G

egységelemes félcsoport e egységelemmel, akkor [19_, x; = e.

105. Fogalmazza meg a hatvdnyozds két tulajdonsdqdt félcsoportban és eqységelemes félcsoportban.

A sorozatok tulajdonsagaibdl kovetkezik, vagy indukcidval bizonyithatd, hogy
gmtn = gm-g"és (g™)" = g™ mindenm,n € N*-ra, ha G egységelemes félcsoport, akkor minden
m,n € N-re.

106. Fogalmazza meg a hatvdnyozdsnak azt a tulajdonsdqgdt, amely csak felcserélheté elemekre érvényes.

Ha g,h a G félcsoport felcseréhetd elemei, akkor indukciéval (gh)™ = g™h™ mindenn € N*-ra, ha G
egységelemes félcsoport, akkor minden n € N-re.



107. Hogyan értelmeztiik, a ¥ -4 x, jel6lést?

Ha G kommutativ, akkor additiv irasmddot is hasznalhatunk, ilyenkor a szorzat helyett Y'7_; x; Osszeget
irunk. Ha G kommutativ félcsoport 0 nullelemmel, akkor 2,2=1xk = 0. Ha x;, = g minden n-re, akkor
Y r=1X) helyett ng-t irunk, n az egyutthatd. Gyakran Y}_;x; helyett azt irjuk, hogy x; + x, + ==+ + xp,.
Ha x:A — G egy tetszGleges fuggvény, és van olyan @ :{ke€N:1<k <n}—> A kélcsondsen
egyértelm( leképezés, amely A-ra képez, akkor a kommutativitdst és asszociativitast felhaszndlva
indukcidval beldthatd, hogy minden ilyen leképezésre Z’,@=1x(p(k) ugyanaz. (Ez az 4ltalanos

kommutativitas tétele.) Ezt a k6z0s értéket )., 4 x,-val is jeloljuk.

108. Fogalmazza meqg a maradékos osztds tételét.

Legyen n > 0 természetes szam. Minden m természetes szam egyértelm(ien felirhaté m =qn +r
alakban, ahol g, 7 € N ésr < n.

109. Definidlja a hanyadost és a maradékot természetes szamok osztdsdndl, a pdros és pdratlan természetes
szadmokat.

Legyen n > 0 természetes szdm. Minden m természetes szam egyértelmien felirhatdo m =qn +r
alakban, ahol q,7r € N ésr < n.

E tétel szerint egyértelmden létezd q szamot hanyadosnak, r szamot pedig maradéknak nevezzilkk az m
szam n-el valé maradékos osztasanal. Ha az m természetes szam 2-vel valé maradékos osztasanal a
maradék 0, akkor m-et parosnak, egyébként paratlannak nevezziik.

110. Fogalmazza meg a szamrendszerekre vonatkozo tételt.

Legyen g > 1 természetes szam. Minden m > 0 természetes szamhoz egy és csak egy olyan n
természetes szam és agy, ay, ..., A, € [0,q[ N sorozat létezik, amelyre a,, # 0 ésm = Y_.a; - q.



Szdmfogalom bovitése

K9ész szomok

111. Mikor mondjuk, hogy eqy binér miivelet kompatibilis eqy osztdlyzdssal? Adjon ekvivalens
megfogalmazadst, és definidlja a reldciot az osztdlyok kdzott.

Legyen # egy binér mlvelet X-en, és legyen adott X egy osztdlyozdsa, illetve a megfelel6 ™~ ekvivalencia-
relacid. Azt mondjuk, hogy a * m(ivelet kompatibilis az osztalyozassal, illetve az ekvivalenciarelacioval,
ha x~x' és y~y' esetén x*xy~x'*y'. Az ekvivalenciarelacié tulajdonsagai miatt elég azt
megkdvetelni, hogy x * y ~ x' x y ésx x y ~ x = y' teljestljon.

Ha a mdvelet kompatibilis az osztalyozdssal, akkor az ekvivalenciaosztalyok terén, X ~-on bevezethetlink
egy *~ muveletetax™ *~ y~ = (x * y)~ definicidval.
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112. Definidlja a nullgyiirii és a zérégyiirii fogalmadt.

Egy R halmazt egy (+,") binér muveletekbdl allé parral gylirlinek neveziink, ha az 6sszeadassal Abel-
csoport (a nullelemet 0 fogja jeldlni), a szorzassal félcsoport, és teljesiil mindkét oldali disztributivitas.

A nullgy(ird csak egy elemet tartalmaz, ez pedig a D.

A zérdgylri olyan Abel-csoport, melyben barmely két elem szorzatat nullanak értelmezziik.

113. Definidlja a bal és jobb oldali nulloszté és nullosztopdr fogalmadt.

Ha x,y egy R gylrd nullatdl kilonboz8 elemei, és xy = 0, akkor azt mondjuk, hogy x és y egy
nullosztdépar, x bal oldali nulloszto, y pedig jobb oldali nulloszté.

114. Definidlja az integritdsi tartomdny fogalmdt.

Kommutativ nullosztémentes gy(ir(it integritdsi tartomanynak neveziink.

115. Definidlja a rendezett integritdsi tartomdny fogalmat.

Az R-et rendezett integritdsi tartomanynak nevezziik, ha rendezett halmaz, integritasi tartomany, és

(1) hax,y,z € R ésx <y, akkor x + z < y + z (az 6sszeadds monoton);
(2) hax,y € Résx,y = 0, akkor x - y = 0 (a szorzads monoton).

116. Fogalmazzon megq sziikséqes és eléqséqes feltételt arra vonatkozoan, hogy eqy integritdsi tartomdny

rendezett integritdsi tartomdny legyen.

Egy rendezett halmaz, amely integritasi tartomany, akkor és csak akkor rendezett integritdsi tartomany,
ha az alabbi feltételek fennallnak:

(1) hax,y,z € R ésx <y, akkor x + z < y + z (az 6sszeadas szigoran monoton);

(2’) hax,y € Résx,y > 0, akkor x - y > 0 (a szorzas szigorian monoton).



117. Fogalmazza meq a rendezett integritdsi tartomdnyban az eqyenlétienségekkel valoé szamolds szabdlyait

leiro tételt.
Legyen R rendezett integritasi tartomany. Ekkor

(1) hax > 0, akkor-x < 0, és hax < 0, akkor -x > 0;

(2) hax <yész >0, akkor xz < yz;

(3) hax <yész<0,akkorxz > yz;

(4) hax # 0, akkor x? > 0; specialisan, ha van egységelem, akkor az pozitiv;

(5) ha1azegységelem, 0 < x < y, és x-nek is, y-nak is van multiplikativ inverze, akkor

0<i<l,
y X

Laciovilis szamok

118. Definidlja a test fogalmdt és adjon hdrom példdt testre.

Minden test integritdsi tartomany, hiszen testben minden nulla elemnek van inverze, invertalhaté elem
pedig nem lehet nullosztd.

pl.: Q; kételem( test: {0, 1};0+0=1+1=0,0+ 1 =1, 0sszefliggéssel megadott 6sszeaddssal ésa 0-0=
0:-1=1-0=0,1-1=1 6sszefliggéssel megadott kommutativ szorzdssal.

119. Definidlja a rendezett test fogalmdt és adjon példdt olyan testre, amely nem tehetd rendezett testté.

Egy testet rendezett testnek neveziink, ha test és rendezett integritasi tartomany.

Példaul a kételemd testen nincs olyan rendezés, amellyel rendezett test, mert rendezett testben 1 > 0
és —1 < 0, de a kételem( testben —1 = 1.

Yalos szamok

121. Fogalmazza meq az Arkhimédészi tulajdonsdgot.

Egy F rendezett testet arkhimédészi tulajdonsagunak neveziink, ha x,y € F, x > 0 esetén van olyan
n € N, amelyre nx > y.

121. Mi a kapcsolata az arkhimédészi tulajdonsagnak a felséhatar tulajdonsdggal?

Egy F rendezett testet felsé hatar tulajdonsagunak neveziink, ha minden nem res felilrél korlatos
részhalmazanak létezik legkisebb felsé korlatja. Egy F rendezett testet arkhimédészi tulajdonsagunak
neveziink, hax,y € F, x > 0 eseténvanolyann € N, amelyre nx = y.

122. Fogalmazza meq a raciondlis szamok felsé hatdr tulajdonsdqgdra és az Arkhimédészi tulajdonsdqdra

vonatkozo tételt.

A racionalis szdmok rendezett teste arkhimédészi tulajdonsagu, de nem felsé hatar tulajdonsagu.

123. Fogalmazza meq a valds szamok eqyértelmiiségét leird tételt.

Létezik fels6 hatar tulajdonsagu test. Egy felsé hatar tulajdonsagu testet valds szamoknak neveziink.

Legyen R’ és R" két fels6hatar tulajdonsaglu test. Ekkor létezik egy ¢ kélcsondsen egyértelmdi
leképezése R'-nak R"'-re, amely monoton névekedd, dsszeadds és szorzéstartod.



124. Definidlja a bévitett valds szamokat.

A bdvitett valds szamok halmaza: R :== R U {—o0; +00}

125. Fogalmazza megq a valds szamok létezését leird tételt.

Létezik fels6hatar tulajdonsagu test.

126. Fogalmazza megq a valds szamok kérében a gyékvondsra vonatkozo tételt.

Minden x > 0 valés szdamhoz és n € N természetes szimhoz pontosan egy olyan y > 0 valds szam taldlhatd,

1
melyre y" = x. Az y szdmot az x n-edik gyokének nevezziik és Vx-el jeldljik (n=2 esetén vx-el is) vagy xn-el

jeloljuk.

Yomplexy szamok

128. Definidlia a komplex szamok halmazdt a miiveletekkel.

A komplex szamok halmaza C = R X R, a valds szampdrok halmaza az (x,y) + (x',y )= (x +x",y + ")
dsszeadassal és az (x,y) - (x',y") = (xx' — y'y,y'x + yx") szorzéssal mint m(veletekkel. A C test a fenti
muveletekkel: a nullelem a (0,0) par, az (x, y) par additiv inverze a (—x, —y) par, egységelem az (1,0) par,
és a nullelemtdl kiilob6z6 (x, y) par multiplikativ inverze az (x/(x*+y?), -y/(x*+y?)) par.

129. Adja meg R bedgyazdsat C-be.

Ha x,x" € R, akkor (x,0) + (x/,0) = (x + x',0),(x,0) - (x’,0) = (xx',0), igy az x = (x,0) leképezés
kolcséndsen egyértelmd, 6sszeadds- és szorzastartd leképezése R-nek C-be, ezért az 6sszes (x,0),x € R
alakd komplex szamok halmazat azonosithatjuk R-el.

130. Definidlja i-t, komplex szam valds és képzetes részét, konjugadltjdt és a képzetes szamok fogalmat.

Jeldlje i a (0,1) komplex szdmot. Az i? = —1, az i segitségével az (x,y) komplex szdmot x + iy alakban
irhatjuk, és ez a felirds természetesen egyértelm(. Ezt a szam algebrai alakjanak nevezzik. Ha
z=x+1y € C, ahol x,y € R, akkor x-et a z valds részének, az y-t pedig a z képzetes részének
nevettiik. A z konjugaltja a z = x — iy komplex szam. Egy komplex szdm pontosan akkor valds, ha
megegyezik a konjugaltjaval. Ha egy komplex szam valds része nulla, akkor képzetesnek nevezziik.

131. Fogalmazza meq a komplex konjuqdlds tulajdonsdgqait.

Legyenz =x +iy € Césx,y €ER.

A z konjugdltja a Z = x — iy komplex szdm. Egy komplex szdm pontosan akkor valés, ha megegyezik a
konjugdltjaval. Ha egy komplex szam valds része nulla, akkor képzetesnek nevezziik. Kévetkeznek a
Z=z,z2tw=z+4+w, zw=2zw,1/z=1/Z z+ 7z = 28(2), z—Z = 2i3(z) 6sszefiiggések, ahol
z,w € C.

132. Definidlja komplex szam abszolut értékét. Milyen tételt haszndlt?

Legyen az (x,y) € R X R komplex szdm abszolut értéke |(x, y)| = /x% + y2.

Felhasznalt tétel: ha x € R, x = 0, n € N*, akkor egy és csak egy olyan y nem negativ valds szam

létezik, amelyre y™ = x. Az y szdmot az x szam n-edik gyokének nevezziik, és Vx -szel jeloljik.



133. Fogalmazza meq komplex szamok abszolut értékének tulajdonsdgait.

Ha z,w € C, akkor zz = |z|?, |0| = 0, és z # 0 esetén |z| > 0, |z| = |Z], |zw| = |z||w|, teljesiilnek a
haromszog-egyenlGtlenségek, illetve |K(2)| < |z|, |F(2)| < |z] és |z]| < |K(2)| + |F(2)].

134. Definidalja komplex szamokra a sgn fiiggvényt és fogalmazza meq tulajdonsdgait.

Legyen sgn(0) = 0, és legyen sgn(z) = Iz_l' haO+z€C.

Nyilvan sgn(z) = sgn(z) és|sgn(z)| =1, haz # 0.

135. Definidlia komplex szamok trigonometrikus alakjat és argumentumdt.

Ha 0 # z € C, akkor van olyan t valds szam, amelyre sgn(z) = cost + isint. Ha ez az 6sszefliggés
fennall t-re, akkor a t + 2km, k € Z szamokra is, és csak ezekre. Ekkor z = |z|(cost + isint), ez a
komplex szam trigonometrikus alakja.

Ha 0 # z € C, akkor legyen a z argumentuma, arg (z) az az egyetlen t valés szam, amelyre -t <t <m
és sgn(z) = cost +isint; ez az egyetlen t valdés szam, amelyre -t <t <m és z = |z|(cost +
isint).

136. Irja fel két komplex szdm szorzatdt és hdnyadosdt trigonometrikus alakjuk segitségével.

Legyen z,w € C, z=|z|(cos t+isint) és w = |w|(cos s+ isins) ahol t,s € R. Ekkor zw
trigonometrikus alakja zw = |zw|(cos (t + s) + isin(t +5)).

_nl

[w|

1 w . Z ..
Haw # 0, akkor; =T ebbdl i (cos (t —s) +isin(t —s)).

137.Han € N* ésw € C, irja fel a z" = w egyenlet ésszes megolddsdt.

Indukciéval |w| = |z|™. EbbSl w = 0 esetén z = 0. Egyébként, ha t = arg (w), akkor a

t + 2kn t+ 2kn
z = "JIwl <cos (T) + i sin (T)), k=01,..,n-1

kiilonb6z6 komplex szamok, és csak ezek azok, amelyek n-edik hatvanya w.

138. Irja fel az n-edik komplex eqyséqqyékéket. Mit értiink primitiv n-edik eqyséqqyék alatt?

Ha w = 1, akkor az €™ = 1 feltételnek az €, = cos (2"7”) +isin (2"7”) k=01,..,n—1 komplex

szamok tesznek eleget. Ezeket n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik. Bizonyos n-edik
egységgyokok hatvanyaiként az osszes tobbi eldall (példaul €, = €X, k =0,1,...,k — 1), ezeket n-edik
primitiv egységgyokoknek nevezziik.

139. Han € Nt ésw € C, irja fel a z" = w eqgyenlet dsszes megolddsdt az n-ediq eqyséqqyék segitségével.

Ezek zey, z€q, ..., ZEp_1.-

140. Fogalmazza megq az algebra alaptételét.

Ha n € N*, valamint Co,Cq, -, Cp komplex szdmok, c,, # 0, akkor van olyan z komplex szam, amelyre

Z:zo ckzX = 0.



Yéges halmazok

141. Definidlja halmazok ekvivalencidjat és sorolja fel tulajdonsdqait.

Az X és Y halmazokat ekvivalensnek nevezziik, ha létezik X-et Y-ra leképez6 kolcsondsen egyértelmd
leképezés. Jelolése: X~Y.

Legyenek X,Y és Z halmazok. Ekkor

(1) X~X (reflexivitds);
(2) ha X~Y, akkor Y~X (szimmetria);
(3) ha X~Y ésY~Z, akkor X~Z (tranzitivitas).

142. Ha az X és X' illetve Y és Y' halmazok ekvivalensek, milyen mds halmazok ekvivalencidjdra
kovetkeztethetiink méqg ebbél?

!
Hogy YX és Y’* ekvivalensek illetve X X Y és X' x Y is ekvivalnesek.

143. Definidlja a véges és a véqtelen halmazok fogalmadt.

Egy X halmazt végesnek neveziink, ha valamely n természetes szdmra ekvivalens a {1,2, ..., n} halmazzal,
egyébként végtelennek nevezziik.

144. Definidlja eqy véges halmaz elemeinek szamdt. Hoqyan jel6ljiik? Mit haszndlt fel a definiciohoz?

Azt az egyértlemlien meghatarozott természetes szamot, amelyre egy adott X véges halmaz ekvivalens
{1,2,...,n}-nel, az X halmaz elemei szdmdanak vagy szdmossaganak nevezziik, és card(A)-val jeldljik.

145. Fogalmazza meq a véges halmazok és elemszamuk tulajdonsdgait leird tételt.

Legyenek X és Y halmazok. Ekkor

(1) ha X véges ésY c X, akkor Y is véges, és card(Y) < card(X);

(2) ha X véges ésY < X, akkor card(Y) < card(X);

(3) ha X ésY végesek és diszjunktak, akkor X U Y is véges, és card(X UY) = card(X) +
card(Y);

(4) ha X ésY végesek, akkor card(X UY) + card(X nY) = card(X) + card(Y);

(5) ha X ésY végesek, akkor X X Y is véges, és card(X X Y) = card(X) - card(Y);

(6) ha X ésY végesek, akkor XY is véges, és card(XY) = card(X)c* ¢();

(7) ha X véges halmaz, akkor p(X) is véges, és card(p(X)) = pcard(x),

(8) ha X véges, és az f fuggvény X-et Y-ra képezi, akkor Y is véges, card(Y) < card(X), és ha
f nem koélcsondsen egyértelmd, akkor card(Y) < card(X).

146. Fogalmazza megq a skatulyaelvet.

Ha X és Y véges halmazok, és card(X) > card(Y), akkor egy f:X — Y leképezés nem lehet
kolcsondsen egyértelmdi.

147. Mit mondhatunk véges halmazban minimdlis és maximdlis elem létezésérél?

Részben rendezett halmaz barmely nem (ires véges részhalmazanak van maximalis és minimalis eleme.



Yombivatorika

148. Mit mondhatunk véges halmaz 6sszes permutdcioinak szamarol?

Ha egy A halmaz ekvivalens {1,2,..,n}-nel, akkor permutdcidinak halmaza ekvivalens {1,2,...,n}
permutacidinak halmazaval. Ha A={a;,a,,...,a,} és p1,Ps,...,Pn az {1,2,..n} egy permutacidja, akkor az A
megfelel6 permutdcidja az ai>ay,, leképezés. gy A permutacidinak szdma csak n=card(A)-tél fligg.

Jel6lje ezt a szamot P,=n!.

149. Mit értiink eqy véges halmaz varidcidin és mit mondhatunk az ésszes varidciok szamadrél?

Az A halmaz elemeibdl készithetd, kiilonboz6 tagokbdl allé al,a2,...,an sorozatokat, azaz {1,2,...,n}-t A-ba
képez6 kolcsonosen egyértelm(i leképezéseket az A halmaz k-ad osztalyd variacidinak nevezzik. Ha A
véges halmaz, card(A)=n, akkor ezek V' szama megegyezik az {1,2,..,n}-t {1,2,..,n}-be képzd,

n =nn—1)..n—k+1), hak <nés

kdlcsonosen egyértelmii leképezések szamaval. V' = m

nulla egyébként.

150. Definidalia az ismétléses varidciok fogalmdt. Mit mondhatunk eqy véges halmaz dsszes ismétléses

varidcioinak szamarol?

Az A halmaz elemeib8l készithet6 aq,a,,...,a, sorozatokat, azaz {1,2,..,k}-t A-ba képezé
leképezéseket az A halmaz k-ad osztalyl ismétléses variacidinak nevezzik. Ha A véges halmaz,

?7(A) = n, akkor ezek V¥ szamardl (a V;** jelélés is szokdsos) mar tudjuk, hogy n.

151. Mit értiink eqy véges halmaz kombindcidin, és mit mondhatunk az 6sszes kombindciok szamarol?

Ha k € N, akkor A halmaz k elem( részhalmazait az A halmaz k-ad oszalyl kombinacidinak nevezzik. Ha
n!

A vége halmaz, akkor card(A)=n, akkor ezek C,’f = T = (Z) , ha k <n, és nulla egyébként.

152. Mit értiink eqy véges halmaz ismétléses kombindcioin, és mit mondhatunk az Osszes ismétléses

kombindciok szamarol?

Ha k € N, akkor A halmazbdl k elemet kivalasztva, de ismétléseket is megengedve, tekintet nélkil a
sorrendre, az A halmaz k-ad osztalyl ismétléses kombindcidit kapjuk. Az ismétléses kombinaciéi az
{1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képezé monoton novekvs fliggvények kozott, igy ezek szdma az A ismétléses
n+k— 1)

kombinacidinak 'C)szama. 'C} = ( i

153. Mit értiink eqy véges halmaz ismétléses permutdcioin, és mit_mondhatunk az 6sszes ismétléses

permutdciok szamdrol?

Ha r,iy,i,,...iI.€ N, akkor az ai,ay,...,a, (kilénb6z6) elemek iy,iy,... i, ismétl6désl ismétléses permutacidi az
olyan n=i+iy+...+i, tagl sorozatok, amelyekben az aj elemei ij szer fordul el6. Az A={a,,a,,...,a,} jeloléssel ezek
olyan {1,2,...,n}-et A-ba képz6 leképzések, amelyeknél a; teljes inverz képei i; elem(. Ezek szdma: P,*"*""™"

n!

igligh iyl



Jsinomialis és polinomidlis tétel, szita formula

154. Fogalmazza meq a binomidlis tételt.

Legyenek x, y egy R kommutativ egységelemes gy(ril elemei, n € N. Ekkor

(x+y)" = Z:ZO(Z)xky"‘k )

155. irja fel a Pascal-hdromszdg elsé 8 sordt.

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

156. Mennyi a binomiadlis eqyiitthatok dsszege, illetve valtozo eldjellel vett 6sszege?

Mer s Y e

K=0 k=0

n

157. Fogalmazza meq a polinomidlis tételt.

Legyenr € N, X1, X3, ..., X, €8y R kommutativ egységelemes gy(r(i elemei, n € N. Ekkor

i,igir iy i i
(1 +x+ -+ x)" = Z Py x 7 Lx

i1+i2+"'+ir=n
iy,iz, iy €N

158. Fogalmazza megq a logikai szita formuldt.

Legyenek Xi,X,, ..., X, az X véges halmaz részhalmazai, f az X-en értelmezett, értékeket egy Abel-
csoportban felvevé fliggvény.

Hal<i; <iy <. <i, <k, akkor legyen
Yi =XilnXizﬂ...nXl-r.

Dl2enly

Legyen tovabba
S= erx f(x) .

Sy = 215i1<i2<--~<irsk ZXEXilﬂXizﬂ---ﬂXir fx),
és legyen
So = zxex\n{.‘zlxi f(x) .
Ekkor

SO:S_Sl+52_53+"'+(_1)k5k .



Szamelmélet

(Jszthatosdg

159. Definidlja a természetes szamok kérében az oszthatdsdgot és adja meg jelélését.

Az m természetes szdmot az n természetes szam osztéjanak, az n-et pedig m tébbszordsének nevezziik,
illetve azt mondjuk, hogy n oszthatd m-el, ha van olyan k természetes szam, hogy n = mk; jelolése
m|n.

160. Sorolja fel a természetes szamok kérében az oszthatosdq alaptulajdonsdgait.

A természetes szamok korében

(1) ham|n és m’|n’, akkor mm’|nn’;

(2) a nullanak minden természetes szam osztdja;

(3) anulla csak sajat maganak osztdja;

(4) az 1 minden természetes szdmnak az osztdja;

(5) ha m|n, akkor mk|nk minden k € N-re;

(6) hak € Nt és mk|nk, akkor m|n;

(7) ham|n; ésk; € N, (i = 1,2, ..., ), akkor m| ¥)_, kin;;

(8) barmely nem nulla természetes szam barmely osztdja kisebb vagy egyenld, mint a szam;
(9) az | relacié reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus, azaz részbenrendezés.

161. Definidlja a természetes szamok kérében a primszam és a torzsszam foqalmadt. Mi a kapcsolat a két

fogalom kézo6tt?

Ha egy n > 1 természetes szam csak 1 -n = n -1 alakban irhaté fel természetes szamok szorzataként,
akkor toérzsszamnak (vagy felbonthatatlannak, illetve irreducibilisnek) nevezziik. Ekkor n-nek nincs mas
osztéja, mint 1 és sajat maga. A p > 1 természetes szamot primszamnak nevezziik, ha p|km (k,m € N)

esetén p|k vagy p|m.

162. Definidlja eqységelemes integritdsi tartomdnyban az oszthatdsdqot és adja meq jel6lését.

Legyen R egységelemes integritasi tartomany. Ha a, b € R, azt mondjuk, hogy b az a osztdja, vagy a a b
tObbszorose, illetve hogy a oszthatd b-val, ha van olyan ¢ € R, hogy a = bc; jeldlése b|a.

163. Sorolja fel eqyséqelemes integritdsi tartomdnyban az oszthatdsdg alaptulajdonsdgait.

Egy egységelemes integritdsi tartomany elemei kdrében

(1) habla és b’|a’, akkor bb’|aa’;

(2) a nullanak minden természetes szam osztdja;

(3) anulla csak sajat maganak osztdja;

(4) az 1 minden elemnek az osztdja;

(5) ha b|a, akkor bc|ac minden ¢ € R-re;

(6) ha bclac ;s c # 0, akkor b|a;

(7) habla;ésc; ER,(i =1,2,...,)), akkor b| Zji=1 ciaj;
(8) az | relacié reflexiv és tranzitiv.



164. Definidlja az asszocidltak fogalmadt és sorolja fel ennek a kapcsolatnak a tulajdonsdqait.

Legyen R egységelmes integritasi tartomdany. Ha a|b és b|a, akkor azt mondjuk, hogy a és b asszocidltak.
Ez a relacid reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz ekvivalenciarelacid, tovabba kompatibilis a
szorzassal. A nulldnak nincs mas asszocialtja, csak sajat maga. Az | relacid kompatibilis ezzel az

ekvivalenciarelacidval, és az ekvivalenciaosztalyokon tekintve részbenrendezést kapunk.

165. Definidlja az eqyséqek fogalmat és sorolja fel az eqységek halmazdnak tulajdonsdgait.

Egy elem asszocidltjat leirhatjuk az 1 asszocidltjai segitségével, amelyek nem madsok, mint 1 osztéi,
hiszen 1 barminek osztdja; ezeket egységeknek nevezziik. Az egységek R azon elemei, amelyeknek van a
szorzdsra nézve inverzilk. Az egységek a szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak, a gydrd
egységcsoportjat. Az egységek barmely a € R-nak osztdi, mert 1a-nak osztoi.

166. Mi a kapcsolat az eqységek és az asszocidltak kétott?

Az a € R asszocidltjai az ea alaku elemek, ahol € egység.

167. Mi a kapcsolat a természetes szamok és az eqész szamok kérében vett oszthatdosdaq kézott?

Mivel ha k,m € Z, akkor |km|=|k||m|, az egész szamok kdrében m|n pontosan akkor teljesil, ha
[m]||n| az N-ben. Az egészek korében az egységek +1, az m egész szam asszicialtjai +m, tovabba
n € 7Z pontosan akkor felbonthatatlan az egész szamok korében, ha |n| torzsszdm N-ben, és p € Z
pontosan akkor primelem, ha |p| primszdam N-ben. Ennek alapjan az oszthatdsagra vonatkozé N-beli
allitdsokat atfogalmazhatjuk Z-beli allitdsokkd és viszont. A 2-vel oszthatd egészeket pdrosaknak, a
tobbit paratlannak hivjuk.
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168. Definidlja a Gauss-eqészek qydiriijét. lgaz-e, hogy két eqységelem van?

AG={n+im:n,m e Z} c C ugynevezett Gauss-egészek egységelemes gy(ir(it alkotnak. A
F1 és Fi egységek. Mivel |bc|? = |b|?|c|?, azt kapjuk, hogy b|a esetén |b|?||a|?, igy nincs is
mas egység.

169. Definidlja eqységelemes integritdsi tartomdnyban a primelem és az irreducibilis elem fogalmadt. Mi a

kapcsolat a két fogalom kézétt?

Legyen R egységelemes integritdsi tartomany. Egy 0 # a € R elemet felbonthatatlannak neveziink, ha
nem egység, és csak trividlis mdodon irhaté fel szorzatként, tehdt a = bc, b,c € R esetén b vagy c

egység.
A 0 # p € R elemet primelemnek nevezziik, ha nem egység és p|lab (a,b € R) esetén p|a vagy p|b.

Kapcsolat: minden primelem felbonthatatlan, mert ha p = xy, akkor p|x esetén x = pz = x(yz) miatt
yz = 1, ahonnan y és z egységek, x és p pedig asszocialtak, és hasonléan p|y esetén x egység, y és p
pedig asszocialtak.

170. Mit értiink egységelemes integritdsi tartomdnyban legnaqyobb kézds oszto alatt?

Azt mondjuk, hogy az R egységelmes integritdsi tartomanyban az a4, a,, ...,a,, € R elemeknek a b € R
elem legnagyobb kdzos osztdja, ha i = 1,2, ...,n esetén b|a;, és ha i = 1,2,...,n esetén b’|a;, akkor
b'|b.

171. Mikor mondjuk eqységelemes integritdsi tartomdny elemeire, hoqy relativ primek?

R egységelemes integritdsi tartomany, és az a4, a,, ..., a, € R. Ha az a4, a,, ..., a, elemek legnagyobb
koz0s osztoi egységek, akkor azt mondjuk, hogy a4, a,, ..., a,, relativ primek.



172. Mit értiink eqységelemes integritdsi tartomdnyban legkisebb kéz6s tébbszérds alatt?

R egységelemes integritasi tartomany. Azt mondjuk, hogy b € R az a4, a,, ..., a, € R elemek legkisebb
k6zds tébbszordse, hai = 1,2, ...,n esetén a;|b, éshai = 1,2, ...,n esetén a;|b’, akkor b|b’".

173. Eqyértelmii-e az eqész szamok kérében a legnagyobb k6z6s oszto? Ismertesse a kapcsolodo jelélést.

Ha létezik az a4, a,, ..., a, € Z szamoknak legnagyobb kdz6s osztdja, akkor a legnagyobb kdz6s osztok
kozul az egyik nemnegativ, ezt Inko(a4, as, ..., a,)-nel jeldljik.

174. Egyértelmii-e az eqgész szamok kérében a legkisebb k6z6s tébbszords? Ismertesse a kapcsolédo jelblést.

Ha létezik az a4, ay, ..., a, € Z szdmoknak legkisebb k6z6s tobbszordse, akkor a legkisebb kdz6s
t6bbszorozok kozil az egyik nemnegativ, jeldlje ezt lkkt(aq, a,, ..., a,)-nel jeldljuk.

yZas

175. Ismertesse a bévitett euklideszi algoritmust.

Ez az eljards meghatarozza az a, b € Z egészek egy d legnagyobb k6z0s osztdjat, valamint az x,y € Z
egész szamokat ugy, hogy d = ax + by teljesiiljon.

(1) [inicializalas] Legyenxg < 1,y < 0, 1y <« a,x; < 0, y; « 1, 1 « b, n « 0.
(2) [vége?lHar,,q =0, akkorx « x,, y « y,, d « 1, és az eljaras véget ért.
. T
(3) [ciklus] Legyen qn1 < lﬁJ ) Tnaz € T MOA Tniq = Ty = Tny1Qnits Xniz < X —

Xn+19n+1) Yn+2 < Yn — Yn+1qn+1, N < N+ 1 és menjink (2)-re.

176. Mely tétel alapjan szamolhatjuk ki véges sok eqész szadm legnagyobb k6z6s osztéjat primfelbontds

nélkiil?

Barmely a,ay,...,a, €Z szamoknak létezik legnagyobb kozos osztdja, és
Inko(ay,ay, ..., a,) = Inko(Inko(ay, a,), as, as, ..., a,).

177. Fogalmazza meq a szadmelmélet alaptételét.

Minden pozitiv természetes szdm a sorrendtél eltekintve egyértelmlen felbonthatd primszamok
szorzataként.

178. Definidlja primtényezds felbontdsndl a kanonikus alakot.

A szamelmélet alaptételében szerepl6 primtényez8s felbontdst gyakran n = pflpgz ...p,‘f" alakban irjuk,
ahol pq,py, ..., Pr kildnbdz8 primek, a kitevék pedig Nt elemei. Ezt nevezziik a szam kanonikus
alakjanak.

179. Hogqyan hatdrozhatok meq természetes szamok esetén az osztok, a legqnaqyobb kézés oszté és a

legkisebb kézds tébbszorés a primtényezds felbontds segitségével?

Ha mindnek adott a primtényezds felbontdsa, akkor k&zos osztdik, valamint hasonldéan kozos
tobbszoroseik is leolvashatdak. Ez a kanonikus alak: n = pflpgz ...p,f" ahol pq,p3, ..., px kulonboz6

primek, a kitev6k pedig N* elemei.

180. Mi a kapcsolat két eqgész szam legnagyobb kézés osztéja és legkisebb kézbs tébbszérbse kzott?

Tetsz6leges a, b € Z szamoknak létezik legkisebb k6zds tobbszorose, és Inko(a, b) - lkkt(a, b) = |ab]|.

181. Hogyan szamolhatjuk ki véges sok eqész szam legkisebb kézds tébbszérdsét primfelbontds nélkiil?

Tetsz6leges a,ay,..,a, €Z szamoknak létezik legkisebb koz6s tobbszorose, és
lkkt(aq,ay, ..., ay) = lkkt(lkkt(aq, a,), as, ay, ..., ay).



182. Ismertesse Eratoszthenész szitdjdt.

Ha egy adott n-ig az 6sszes primet meg akarjuk taldlni, a kovetkezs egyszerl( eljaras hatékony maodszert
ad: irjuk fel a szdmokat 2-t6l n-ig. Az els6 szam, a 2 prim, dsszes (valddi) tobbszérose dsszetett, ezeket

huzzuk ki. A megmaradd szamok koéziil az els a 3, ez prim, ennek minden (valddi) tébbszérdse dsszetett,

ezeket huzzuk ki stb. Az eljaras végén az n-nél nem nagyobb primek maradnak meg.

Lovgruepcisk

183. Definidlja eqész szamok kongruencidjdat és adja meq a kapcsolodo jeléléseket.

Ha a,b,m € Z és m osztdja a — b —nek, akkor azt mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m; ezt ugy
jeloljuk, hogy a = b (mod m).

184. Fogalmazza meq az eqész szamok kongruencidjanak eqyszerii tulajdonsdgait.

Ha a és b nem kongruensek modulo m, akkor azt mondjuk, hogy inkongruensek modulo m, és azt irjuk,
hogy a # b (mod m). Nyilvan, ha a = b (mod m) és d|m, akkor a = b (mod d) is teljesil. Ha
0 # d € Z, akkor a = b (mod m) ekivalens azzal, hogy ad = bd (mod md).

Az oszthatésag tulajdonsdgaibdl kovetkezik, hogy barmely adott m € Z-re a kongruencia

ekvivalenciarelacidé Z-ben. Az m és a - m szerinti kongruencia ugyanazt jelenti.

185. Definidlja a maradékosztaly, redukalt maradékosztaly, teljes és redukdlt maradékrendszer fogalmat.

Egy m € Z modulus szerinti kongruencia ekvivalenciaosztdlyait maradékosztalyoknak nevezziik. Ha egy
maradékosztaly valamelyik eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik, és ekkor a
maradékosztaly redukalt maradékosztalynak nevezziik. Paronként inkongruens egészek egy rendszerét
maradékrendszernek nevezzik. Ha egy maradékrendszer minden maradékosztalyabdl tartalmaz elemet,
akkor teljes maradékrendszernek nevezzilk. Ha egy maradékrendszer pontosan a redukdlt
maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor redukalt maradékrendszernek nevezziik.

186. Definidalja Z ,,-et. Milyen algebrai struktura Z,,?

Egy m € Z modulus szerinti kongruencia ekvivalenciaosztalyait maradékosztalyoknak nevezzik.

A kongruencia kompatibilis az Osszeadassal és a szorzassal. Az ekvivalenciaosztalyok kommutativ
egységelemes gy(ir(it alkotnak az 6sszeadassal és a szorzdssal. Ezt a gy(ir(t Z,,,-el jeldljik.

187. Ismertesse a komplemens dbrazoldsokat?

Negativ szdmok szamitdgépes abrazoldsdra elterjedt a komplemens 3abrazolds. Csak bindris gépek
esetével foglalkozunk. Egy n-bites szamitdgépen hasznalt lehetSségek 0<k<2"" esetén —k abrazolasa:

1. —k mod(2"-1) kettes szdmrendszerbeli alakjat tdroljuk. ezt Ugy kapjuk, hogy k kettes
szamrendszerbeli alakjat levonjuk 2"-1 kettes szdmrendszerbeli alakjabdl. Mivel ez utébbi csupa
egyesbdl dll, a kivonas sordn nincs atvitel, k kettes szdmrendszerbeli alakjat csak bitenként
komplementaljuk. (egyesekre komplentalas)

2. Kettes komplementélas: k mod 2" kettes szdmrendszerbeli alakjat taroljuk. Ezt Ugy kapjuk, hogy
k kettes szdmrendszerbeli alakjanak vessziik a bitenkénti komplementerét, majd hozzaadunk 1-
et.
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188. Fogalmazza megq a Z,, gyiirii tulajdonsdgait leird tételt.
Legyenm > 1 egész. Ha 1 < Inko(a, m) < m, akkor a maradékosztalya nulloszté Z,,-ben.

Ha Inko(a,m) = 1, akkor a maradékosztalyanak van multiplikativ inverze Z,,-ben. Specialisan, ham
primszam, akkor Z,, test.

189. Ismertesse a diszkrét logaritmus problémadt.

Zn-ben nem nehéz hatvanyozni. Azonban a tapasztalat szerint még ha m prim is, Z,,, invertalhat6
elemeinek multiplikativ csoportjaban egy a alap és egy a* hatvany ismeretében nehéz meghatarozni a k
kitev6t, legalabbis ha m-1-nek vannak nagy primtényezdi: ez a diszkrét logaritmus probléma. A
probléma szdmos mds csoport esetén is nehéznek tlinik.

190. Ismertesse a diszkrét logaritmus problémadt.

A felhaszndlék megallapodnak egy nagy Sophie Germain primben, azaz olyan p primben, amelyre q=2p+1 is
prim, valamint egy 1<g<p-1 alapban. Ha a két felhaszndalé valamely szokasos rejtjelezési rendszer, példaul az
AES felhasznalasdval titkositott lizenetet akar valtani, akkor sziikségiik van egy véletlenszer( kozos kulcsra.
Vélasztanak egy 1<a<p illetve 1<b<p véletlen kitevét, kiszamoljak, és kdzzéteszik a g° mod q illetve gb mod q
értékeket. Mindketten ki tudjék szamolni a g mod q értékét, ez lesz a titkos kulcs. Az eljaras biztonsaga
azon mulik, hogy a, g° mod q és gb mod q ismeretében sem latszik jobb megoldas gab mod q
meghatarozdsaban, mint az a és b megkeresése, ez viszont nehéz diszkrét logaritmus probléma. (Ezt a
kulcscsere médszert hasznalja az ssh, az SSL, és a TLS.)

191. Definidlja az Euler-féle @ fiiggvényt.

Legyen m > 0 egész szam, és jel6lje ¢ (m) a modulo m redukalt maradékosztalyok szamat; ¢ az Euler-
féle ¢ fliggvény.

192. Mit mondhatunk az aa+b szamokrdl, ha a; eqy maradékrendszer, illetve eqy redukalt maradékrendszer
elemeit futja be?

Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ha aj,a,,...,a, teljes maradékrendszer modulo m és b €
Z, akkor aait+b,aa,+b is teljes maradékrendszer modulo m. Ha aa,,.., Apm) s redukalt
maradékrendszer modulo m.

193. Fogalmazza megq az Euler Fermat-tételt.

Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ekkor a®?™ = 1 (mod m).

194. Fogalmazza meqg a Fermat-tételt.

Legyen p primszdm. Ha a € Z és p t a, akkor aP~! =1 (mod p). Ha a € Z tetsz6leges, akkor
a? = a (mod p).

195. Mit értiink diofantikus problémadn?

Ha egy egyenlet vagy egyenletrendszer egész megoldasait keressiik, akkor diofantikus problémardl
beszéliink.



196. Mondjon két példdt diofantikus problémdra.

Példaul az x? + y? = —4 problémanak valés megoldasa nincs, az x* — 4y* = 3 egyenlet egyik oldala
pedig modulo 4 kongruens 0-val vagy 1-el, a masik oldala pedig 3-mal, emiatt az egyenletnek nincs
egész megoldasa. Az x? + y? = z? egyenlet megoldasai a pitagoraszi szdamharmasok, mig ha n > 2
egész, akkor a Fermat-sejtés szerint az x™ + y™ = z™ egyenletnek nincsenek nem trivialis egész
megoldasai.

197. Fogalmazza megq a kinai maradéktételt.

Legyenek m, my, ..., m,, egynél nagyobb, paronként relativ prim természetes szamok, ¢y, c,, ..., ¢, € Z.

Az x = (mod mj), j=1,2,..,n kongruenciarendszer megoldhatd, és barmely két megoldasa

kongruens modulo mym, ... m,,.




