Jeizonyitasok

1. Fogalmazza meq a halmazok unidjadnak kommutativitdsdt, asszociativitdsdt és idempotencidjdt, és
bizonyitsa be.

Allitds:
(1) AcB=B (A (kommutativitds),
(2) (ALB)C=A(B (L) (asszociativitas),
(3) ALA=A (idempotencia).
Bizonyitds:
(1) xeALB < xeAvagy xeB < xeB vagy xeA & xeBLA
(2) xe(ALB)C <=xe(ALB) vagy xeC < (xeA vagy xeB) vagy xeC < XxeA vagy
(xeB
vagy XxeC) < xeA vagy Xxe(BC) < xeAU(BLC)
(3) xe(ALA) & xeAvagy XeA < XeA

2. Fogalmazza meq a halmazok metszetének kommutativitdsdt, asszociativitdsdt és idempotencidjat,

és bizonyitsa be.

Allitds:
(1) AnB=BA (kommutativitds),
(2) (AB)C=A(BNC) (asszociativitas),
(3) AnA=A (idempotencia).
Bizonyitas:
(1) xeAB & xeA és xeB < xeB és xeA < xeBNA
(2) xe(AB)C < xe(AB) és xeC < (XeA és xeB) és xeC < xeA és (xeB és
xeC) < xeA és xe(BNC) < xeA(BNC)
(3) Xe(ANA) <X eA és XxeA < xXeA

3. Fogalmazza meq és bizonyitsa be az unio és a metszet disztributivitdsdt.

Allitas:
(1) AUBNC)=(AB)(ALLC)
(2) A(BC)=(A"B)(AC)
Bizonyitads:
(1) xeAUUBNC) < xeA vagy xe(BC) < xeA vagy (xeB és xeC) < (xeA vagy
xeB) és (x €A vagy XeC) <> X e(ALB) és x e (ALC) < xe(ALB)(ALC).
(2) xeAN(BLC) < xeA és xe(BLC) <> xeA és (xeB vagy xeC) < (xeA és xeB)

vagy
(xeA és xeC) < xe(AB) vagy xe (ANC) < xe(AnB)(ANC).

4. Fogalmazza meq és bizonyitsa be a De Morgan azonossdgokat két halmazra.

Allitds:
(1) (ALB)'=A"B'
(2) (AHB)'=A' B
Bizonyitds:
(1) xe(ALB)' <> xg(ALB) <> XgA és xgB <> XeA' és xeB' <> xeA' B!
(2) xe(AB)' < x2(AMB) <> XA vagy X B < xeA' vagy xeB' < xeA'(B'



5. Bizonyitsa be, hogy a binér reldciok kompoziciéja asszociativ.

Allitas:
Legyenek A,B,C,D,E,F adott halmazok, fcAxB, gcCxD, hcEx F, ekkor f
o(goh)=(fog)o h fenndll.

Bizonyitds:
(x,y)efo (goh) < 7zeDgHRh-Df Og~-Rh ugy, hogy (x,z)eh és (z,y)ef o g
< FzeDgRh ugy,hogy (X,z) eh és FueDfHRg ugy, hogy (z,u)eg és (u,y)ef < ha
FueDf"RgoDfARgoh ugy, hogy (x,u) egoh és (u,y) ef < ha (x,y) e(fog) o h.

6. Fogalmazza megq a két binér reldcio kompoziciojanak inverzére vonatkozo dllitdst, és bizonyitsa be.

Allitas:
Legyenek A,B,C,D adott halmazok, fcAxB, gcCxD, ekkor (fog)-1=g-1of-1 fenndll.
Bizonyitas:
(x,y) e(fog)™ < (y,x) efog < FzeDfRg ugy, hogy (y,2) eg és (z,X) ef =FzeRf1Dg™
gy, hogy (z,y) €g-1 és (x,z) ef-1 < (x,y) eg™o ™.

7. Fogalmazza megq az ekvivalenciareldcio és az osztdlyozds kapcsolatdt és bizonyitsa be.

Allitas:
X egy halmaz ~ € X X X egy ekvivalenciareldcio. Ekkor O = { X | x € X} az X osztdlyozasat adjdk,
ahol ¥ ={y €X|y~x}. Forditva, ha O egy osztilyozas, akkor az U{Y X Y|y € O} egy
ekvivalenciarelacio. — Tovabba  egy  ekvivalenciaosztalyhoz — tartozo  osztalyhoz — tartozo
ekvivalenciarelacio az az eredeti ekvivalenciarelicio (¢és forditva).

Bizonyitas:
Legyen ~ egy X-beli ekvivalenciareldacio, és legyen ¥ ={y € X |y ~x} az X halmaz x eleme
segitségével definidalt részhalmaza. Megmutatjuk, hogy az X = %:x € X} halmaz az X egy
osztalyozasa.

Mivel ~ reflexiv, X €x, vagyis az X részhalmaz nem drés, és az X halmaz minden x eleme benne van a
X valamely elemében, példaul %-ban. Csak azt kell belatnunk, hogy a kiilonbézé ekvivalenciareldaciok
metszete irés. Ha XNj#4, akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z~x és z~y, amibdl a
szimmetria és a tranzitivitas miatt x~y. Ha most wex, akkor a tranzitivitds miatt wey. Hasonléan, a
szimmetria és a tranzitivitas miatt, ha wey, akkor wex. Azt kaptuk tehat, hogy ¥=y, azaz ha két
részhalmaznak van kozas eleme, akkor azonosak, vagyis kiilonbozé % részhalmazok diszjunktak, ezért
valoban az X eqy osztalyfelbontasdt kaptuk, és X az x-et tartalmazo osztdly.

Megforditva, legyen O az X egy osztdlyozdsa. Legyen RU {Y X Y:Y € O}. Nyilvan (x,y) € R pontosan
akkor teljesiil, ha x és y az O ugyanazon halmazanak elemei. Ez az R nyilvan reflexiv, szimmetrikus és
mivel az osztalyok paronként diszjunktak, tranzitiv is, tehat ekvivalenciarelacio. Az is nyilvanvalo,
hogy ha egy osztalyozasbol képezziik a hozza tartozo ekvivalenciareldaciot, majd ebbol a megfelelo
ekvivalenciaosztdlyokat, akkor az eredeti osztilyozast kapjuk vissza, és forditva, ha egy
ekvivalenciareldaciobol képezziik a fentiek szerint hozza tartozé osztdlyozast, majd abbol a hozza
tartozo ekvivalenciareldciot, akkor az eredeti reldaciot kapjuk vissza.



8. Fogalmazza meq a szigoru részbenrendezés kapcsolatdt a részbenrendezéssel és bizonyitsa be
allitdsat.

Allitds:
Ha R részbenrendezés és S szigori részbenrendezés az A halmazon, akkor:
(1) R\Ix szigoru részbenrendezés,
(2) SUIX részbenrendezés, és
(3) S=R\Ix pontosan akkor, ha SUX=R.

Bizonyitds:
(1) R\Ix nyilvan irreflexiv. Ha (a,b) eR\Ix, akkor a=b, amibdl a R antiszimmetridja
miatt (b,a)#R. Ezért (b,a) 2R\Ix, amibdl a szigori antiszimmetria adodik. Tegyik most fel,
hogy (a,b),(b,c)eR\Ix. Ekkor R tranzitivitasabdél (a,c)eR. Mivel R\Ix szigoruzan
antiszimmetrikus, ezért c=a, igy (a,c) eR\Ix. Ezzel R\Ix tranzitivitisat is bebizonyitottuk.
(2) SUix reflexivitasa a diagondlis relacié (Ix) definicisjabdl kovetkezik. Ha (a,b) €S, akkor
(b,a) £S. Vagyis (a,b),(b,a) eSUx csak akkor lehetséges, ha (a,b),(b,a)elx. Ez pedig Sulx
antiszimmetrigjat jelenti. Tegyik fel, hogy (a,b),(b,c)eSUx. Ha (a,b),(b,c)eS, akkor a
tranzitivitas miatt (a,c)eS. Ha egyikiik S-nek eleme, a mdsik pedig Ix-beli, akkor (a,c)
megegyezik (a,b) és (b,c) valamelyikével, és igy ugyancsak S-beli. Amennyiben pedig
(a,b),(b,c) €lx, akkor (a,c) is az. Vagyis mindig (a,c) eS Uix-nak, ami bizonyitja a tranzitivitdst.
(3) kovetkezik (1)-bdl és (2)-bdl.

9. Mi a kapcsolat a szigoriian monoton névekvé fiiggvények és a kblcsénésen eqyértelmii fiiggvények

kozott? A megfogalmazott dllitdst bizonyitsa be.

Allitas:
Ha XY rendezettek, akkor szigortian monoton novekedé (illetve csokkend) fiiggveny nyilvan
kélcsonosen egyértelmii. Megforditva, ha XY rendezettek, akkor egy f:X—Y kdlcsonése egyértelmii
monoton novekedo (illetve csokkend) leképezés szigoruan monoton névekedd (illetve csékkend) is, és
az inverze is monoton névekeda (illetve csokkend) f(X)-en.

Bizonyitas:
Ha x<y, akkor f(x)<f(y), de f(x)=f(y) nem lehetséges, és ha uyvef(X), u<v, x=f*(u), y=F*(v), akkor x>y
nem lehetséges, mert ebbdl f(x)>f(y), de f(X)#/(y), azaz u=f{x)>f(y)=v kovetkezne. A masik eset hasonléan
bizonyithato.

10. Mit dllithatunk a monoton névekedé fiiggvények inverz fiiggvényérédl? A meqfogalmazott dllitast
bizonyitsa be.

Allitas:
Ha XY rendezettek, akkor monoton niovekeds (illetve csokkend) fiiggvény nyilvan kélcsondsen
egyértelmii. Megforditva, ha XY rendezettek, akkor egy f:X—Y kélcsonose egyértelmii monoton
novekedo (illetve csokkend) leképezés monoton névekedo (illetve csékkend) is, és az inverze is
monoton noévekedo (illetve csékkend) f(X)-en.

Bizonyitas:
Ha x <y, akkor f(x) <f(y), de f{(x) = f{y) nem lehetséges, és ha u,v € f(X), u <v, x = f'(u), y = f-1(v),
akkor x > y nem lehetséges, mert ebbol x >y és x #y miatt  f(x) > f(y), de f(x) #f(), azaz u = f{x) >
1) = v kbvetkezne.



11. Fogalmazza meq a halmazcsalddokra vonatkozé De Morgan-szabdlyokat, és bizonyitsa be Gket.

Allitas:
Ha Xi, i€l az X halmaz részhalmazainak egy nem iires csaladja (azaz [#£0'), akkor az X-re vonatkozo
komplementert vesszovel jeldlve,
1. (UielXi)=nielXi,;
2. (NielXi)=vielXi'.
Bizonyitds:
1. xe(nielXi)' & x¢(nielXi) o Fiel:xeXi < dielxeXi' o xeuielXi';
2. xe(UielXi)' & xg(vielXi) < Viel:xgXi < Viel:xeXi' < xenielXi'.

12. Bizonyitsa be, hoqy a természetes szamok halmaza a < reldcioval rendezett.

Allitds:
A természetes szamok halmaza a < relacioval rendezett.

Bizonyitads:
Nyilvanvalo, hogy £ reflexiv és tranzitiv. Megmutatjuk, hogy antiszimmetrikus. Ha m£ n és nf m, akkor
n=m+x és m=n+y valamely x,y EIN-re. De ebbdl n+0=n=m+x=(n+y)+x=n+(y+x). Az egyszeriisitési
szabaly szerint y+x=0. Ha x' 0, az dsszeg definicioja szerint rakovetkezdje valaminek, igy nem lehet 0.
Tehat x=0. Innen m=n.
Meg kell meg mutatnunk, N bdrmely két eleme dsszehasonlithaté. Jelolje S(n) azon elemek halmazat,
amelyek egy adott neMN-nél sszehasonlithatok, S pedig azon n€IN-ek halmazat, amelyekre S(n)=/MN.
Azt kell megmutatnunk, hogy S=IN. Elészér megmutatjuk, hogy S(0)=IN, azaz 0&S. Valoban m=0+m,
igy 0<m minden N-re. Most feltéve, hogy S(n)=IN megmutatjuk, hogy S(n*)=/MN. Legyen meN, ha m<
n, akkor n=m+k, igy n*=m+k*, tehat m£ n*, azaz miS(n*). Ha m>n, akkor m=n+k valamely
egyértelmiisitési szabaly ~szerint meghatdrozott keN-re, amelyre k#0.Legyen k=j*, akkor
m=n+k=n+j"=n"+j, igy m>n". Ezzel beldattuk, hogy S(m™)=IN. igy ha n€&S, akkor n* &S. Indukciéval
kapjuk, hogy S=/MN.

13. Fogalmazza megq es bizonyitsa be a maradékos osztds tételét.

Allitas:
Legyen n>( természetes szam. Minden m természetes szam egyértelmiien felirhato m=gn+r alakban,
ahol g,reNes r<n.

Bizonyitas:
Mivel kn>k, van olyan k, amelyre kn>m, példaul k=m". Legyen k a legkisebb természetes szdm,
amelyre kn>m. Nyilvan k0, igy k=q+ valamely g €N-re. Mivel qn<m, van olyan r természetes szam,
amelyre m=qgn+r. Ha r>n lenne, akkor m>gn+n=kn>m adodna. Az egyértelmiiség bizonyitisihoz
tegyiik fel, hogy m=q'n+r', ahol r'<n. Ha példiul q">q, akkor m=q'n+r>q'n>(q+1)n>qgn+r=m,
ellentmondds, es hasonléan q'<I is ellentmonddsra vezet. Igy g=q', amib6l mar r=r' kovetkezik.

14. Fogalmazza megq es bizonyitsa be a szamrendszerekre vonatkozo tételt.

Allitas:
Legyen q>1 természetes szam. Minden m>( természetes szamhoz egy es csak egy olyan n természetes
szdm és ap,ay,...a,€[0,q[ CIN sorozat létezik, amelyre a0 esm =Y a; - q-.

Bizonyitads:
Teljes indukcioval bizonyitunk: feltessziik, hogy 0<m'<m eseten igaz az adllitas, és bebizonyitjuk, hogy
m-re is. Ebbol kovetkezik, hogy az dlltds minden pozitiv természetes szamra teljesiil. Osszuk
maradékosan m-et g-val, azaz irjuk fel m=m'+r alakban, ahol m',r €N és r<q. Ha m'=0, akkor n=0,
ao=r vdlasztassal készen is vagyunk (az egyértelmiiseg a maradékos osztds egyértelmiiségebol
kovetkezik). Ha m'£0, akkor m'<m, és az indukcios feltevés szerint egyértelmiien felirhato
m'=ay+a,q+...+an1q" alakban. A maradékos osztds egyértelmiiségébdl kovetkezik ay egyértelmiisége,
és teljes indukcioval az allitas.



15. Definidlja a bal es jobb oldali nulloszté es nullosztopdr fogalmat. Adjon meq két Iényegesen

kiilonb6zd, nullosztékkal kapcsolatos dllitdst, es bizonyitsa be 6ket.

Allitds:
Ha X,y egy R gyiiri nullatol kiilonbozé elemei, és xy=0, akkor azt mondjuk, hogy x és y egy
nullosztopar, x bal oldali nulloszto, y pedig jobb oldali nulloszto. (Egy legalabb kételemii gyiiriit
nullosztomentesnek neveziink, ha nincsenek benne nullosztoparok.)

(1) Nullosztomentes gytiriiben nem nulla elemmel valo szorzdsnal lehet balrdl is, jobbrol is
egyszeriisiteni.

(2) Ha a gytiriiben van a nullatol kiilonbozo egysegelem, es x-nek van multiplikativ inverze, akkor x
nem lehet sem bal, sem jobb oldali nulloszto.

Bizonyitds:
(1) Ha xy=xz és x#0. akkor x(y-2)=0, és ha x#0 igy y-z=0, tehdt y=z. Hasonloan adédik, hogy ha
yx=zx eés x#0, akkor y=z. Az nyilvanvalo, hogy ha van nullosztopar, akkor a bal oldali nullosztoval
balrol, ja jobb oldali nullosztoval jobbrol nem lehet egyszeriisiteni.

(2) Mivel xy=0-bdl illetve xy=0-bsl x *xy=y=0 illetve yxx*=y=0 kévetkezik.

16. Fogalmazzon megq sziikséges €s elégséqges feltételt arra vonatkozoan, hogy eqy integritdsi

tartomdny rendezett inteqritdsi tartomdny leqyen, és bizonyitsa be az dllitdst.

Allitds:
Segéd def-:
Definidlja a rendezett integritasi tartomany fogalmat. Az R-et rendezett integritdsi tartomanynak
nevezziik, ha rendezett halmaz, integritdsi tartomadny, és
(1) ha x,y,z€R és x<y, akkor Xx+z<y+z (az dsszeaddas monoton);
(2) ha x,y€R és x,y>0, akkor x-y>0 (a szorzds monoton).
Rendezett integritasi tartomanyban ha x>0, akkor x-et pozitivnak, ha x<0, akkor X-et negativnak
nevezziik. Az egész szamok tulajdonsdagait réviden ugy foglalhatjiuk dssze, hogy 7 rendezett
integritdsi tartomdny.

Egy rendezett halmaz, amely integritdsi tartomany, akkor és csak akkor rendezett integritdsi tartomdany, ha
az alabbi feltételek fennallnak:

(1’) ha X,y,Z€R es x<y, akkor x+z<y+z (az dsszeadds szigortian monoton);

(2°) ha x,y €R es x,y>0, akkor x-y>0 (a szorzds szigortian monoton).

Bizonyitas:

Ha a definiciobol (1) teljesiil, X<y, akkor X<y ¢és igy x+z<y+z, de egyenldség nem teljesiilhet, mert
akkor x=x+z-z=y+z-z=y kovetkezne, igy kapjuk (1°)-t. (1°)-b6l nyilvan kévetkezik (1), mert az
egyenlgség esete trividlis.
Ha a definiciobol (2) teljesiil és x,y>0, akkor x,y>0, igy xy>0. Ha xy=0 lenne, akkor x és y egy
nullosztépar lenne, ami lehetetlen, igy kapjuk (2°)-t. (2°)-b6l nyilvan kovetkezik (2), mert gyiiriiben
x0=0y=0.



17. Fogalmazza megq a rendezett integritdsi tartomdnyban az eqyenlétienségekkel valo szamolds
szabdlyait leird tételt és bizonyitsa be.

Allitas:
Legyen R rendezett integritasi tartomany. Ekkor teljesiilnek a szokdsos ,,egyenlotlenségekkel valo
szamolasi szabalyok”:
1. ha x>0, akkor -x<0, és ha x<0, akkor -x>0;
2. ha x<y és z>0, akkor xz<yz;
3. ha x<y és z<0, akkor xz>yz;
4. ha x #0, akkor x*>0; specidlisan, ha van egységelem, akkor az pozitiv;
5. ha 1 az egységelem, 0<x<y,és x-nek is, y-nak is van multiplikativ inverze, akkor 0<1/y<1/x.
Bizonyitds:
(1) Ha x>0, akkor 0=-x+x>-x+0=-x. Ha x<0, akkor 0=-x+x<-x+0=-X.
(2) Abbol kovetkezik, hogy y-x>x-x=0, igy (y-x)z>0, amibdl yz-xz>0, igy yz>xz.
(3) Megkapjuk (1)-bd! és (2)-bol, mert -((y-X)z)=(y-X)(-2)>0, igy (y-X)z<O0, tehdt yz<xz.
(4) Ha x>0, akkor x*>0, ha viszont x<0, akkor -x>0, gy X*=(-x)*>0. Specidlisan, 1°=1>0.
(5) Ha y=0 ¢s v<0, akkor yv<0. De y(1/y)=1>0 . Ezért 1/y>0, és hasonléan 1/x>0. Ha az x<y
egyenldtlenség mindkét oldalat megszorozzuk a pozitiv (1/x)(1/y)-nal, akkor azt kapjuk, hogy 1/y<1/x.

18. Van-e olyan raciondlis szam, amelynek néqyzete 2? Bizonyitsa be dllitdsdt.

Allitds:
Nincs olyan raciondlis szam, amelynek négyzete 2.
Bizonyitds:
Ha lenne, akkor (-m/n)2=(m/n)2 miatt lenne olyan is, amely felirhaté m/n alakban, ahol m, neIN'.
Vélasszuk azt a feli rast, amelyre a szamlalé miniméalis. Mivel m?=2n®, m péros kell legyen. Legyen
m=2k, keN'. Ekkor 4k’=2k? ahonnan 2k’=n’. Innen n is paros. Ez ellentmond annak, hogy a
szamlalo miniméalis.

19. Fogalmazza meq az Arkhimédészi tulajdonsdagot. Mi a kapcsolata a felsé hatdr tulajdonsdggal?
Bizonyitsa be dlltdsdt.

Allitds:
Arkhimédeszi tulajdonsag:
Eqy F rendezett testet arkhimédészi tulajdonsagunak neveziink, ha x,y €F, x>0 eseten van olyan
nelN, amelyre nx>y.
Egy felso hatar tulajdonsagu rendezett test mindig arkhimédészien rendezett.
Bizonyitds:
Egy fels6 hatar tulajdonsdgu test mindig arkhimédészi tulajdonsagu is, ellenkezo esetben
A={nx:nEN}-nek az y felsé korlatja lenne. Legyen z=sup A. Mivel z-X<z, a z-x mar nem felsé korlat,
igy van olyan nelN, amelyre nx>z-x. De ebbdl (n+1)x>z, ami ellentmondds.

20. Bizonyitsa be, hogy a raciondlis szamok rendezett teste nem felsé hatdr tulajdonsdgd.

Allitas:
A raciondlis szamok rendezett teste arkhimédészien rendezett, de nem felsé hatar tulajdonsdagui.
Bizonyitds:
Legyen x>0. Ha y<0, akkor n=0 vdlasztassal, ha pedig x=i/j, y=k/m, ijkmée&N’, akkor n>kj
valasztassal nx>y igy kapjuk, hogy Q arkhimédészien rendezett.

. . e , 2 , .
Legyen A az dsszes olyan r>0 racionalis szamok halmaza, amelyekre r*<2, és legyen B az osszes olyan
r2-2 _ 2r+2
re2 42’

Ha r € A, akkor s>r, de s’<2, azaz s € 4, igy A-nak nincs legnagyobb eleme.

r>0  raciondlis  szamok  halmaza,  amelyekre — 1*>2. Legyen s=r1—

2 o _ 2(r?-2)
Ekkor s© — 2 = i

Ha r €B, akkor s<r, de s>>2, azaz s € B, igy B-nek nincs legkisebb eleme. Innen kovetkezik, hogy A-
nak nincs Q-ban legkisebb felsé korldtja: ha lenne, nem lehetne A-ban, mert akkor A legnagyobb
eleme lenne, igy B-nek kellene lennie, de B-nek nincs legkisebb eleme. (Hasonloan adodik, hogy B-nek
nincs legnagyobb also korlatia Q-ban.)




21. Definidlja valos szam alsé, és felsé eqész részét, és bizonyitsa be ezek Iétezését.

Allitas:
Legyen | x|, az x also egész része a legnagyobb Z-nek, amely nem nagyobb, mint x, és legyen [x], az X
felsG egész része az a legkisebb eleme 7-nek, amely nem kisebb, mint x.

Bizonyitds:
Ha x=0, akkor nyilvanvalo, hogy ezek léteznek (ekkor mindkettd 0). Ha x>0, az arkhimédészi
rendezettségbdl és N jolrendezettségebdl kovetkezik, hogy van az x-nél nagyobb vagy egyenlo
természetes szamok kozott egy legkisebb n természetes szam, ez éppen [x|. Nyilvan n>0. Ha n=x,
akkor |x|=[x]=n, egyébként |x|=n-1. Végiil, ha x<0, akkor [x]= —|—x] és |x|= —[—x].

22. Definidlja a komplex szamok halmazdt a miiveletekkel és bizonyitsa be, hogy test.

Allitds:

Bizonyitds:

23. Fogalmazza meq komplex szamok abszolut értékének tulajdonsdqgait és bizonyitsa be.

Allitds:

Bizonyitds:

24. Bizonyitsa be, hogy eqyetlen n € N-re sem létezik ekvivalencia {1,2,...,n} és eqy valddi részhalmaza

kozott.

Allitas:
Ha n természetes szam, akkor nem létezik ekvivalencia {1,2,...,n} és egy valodi részhalmaza kozott.
Bizonyitds:
Indukcioval bizonyitiuk: 0-ra az dllitas vilagos, mert az tires halmaznak nincs valodi részhalmaza.
Tegyiik fel, hogy n-re teljesiil, de létezik egy f kolcsondsen egyértelmii leképezése {1,2,...,n+1}-nek egy
A valédi részhalmazara. Ha n+1 & A, akkor f megszoritasa {1,2,...,n}-re is kolcsondsen
egyertelmii leképezés, mégpedig {1,2,...,n}-nek egy valodi részhalmazara, mivel f(n+1) nem
lesz az értékkészletben, ami ellentmond az indukcios feltevésnek. Ha f(k)=n+1€ A, akkor
viszont ugy kapjuk {1,2,...,n} és A{n+1} egy ekvivalencidjat, hogy — hacsak nem k=n+1 — a
(kn+1) és az (n+1,1) parokat kihagyjuk a leképezésbodl, és helyettiik a (k,l) part vessziik be. Ez
megint ellentmond az indukcios feltevésnek.



25. Fogalmazza megq a véges halmazok és elemszamuk tulajdonsdqait leird tételt és bizonyitsa be.

Allitds:

Legyen X és Y halmazok. Ekkor:

(1) ha X véges és Y c X, akkor Y is véges, és card(Y)<card(X),

(2) ha X véges és Y& X, akkor card(Y) < card(X);

(3) ha X és Y végesek és diszjunktak, akkor X U'Y is véges, és card(X UY) = card(X)+card(Y);

(4) ha X és Y végesek, akkor card(X U'Y) + card (X 1Y) = card(X) + card(Y);

(5) ha X és Y végesek, akkor X x Y is véges, és card(X x X) = card(X)-card(Y);

(6) ha X és Y végesek, akkor X' is véges, és card(X") = card(X)=);

(7) ha X véges halmaz, akkor (X) is véges, és card((X))=2"%;

(8) ha X véges és az f fiiggvény X-et Y-ra képezi, akkor Y is véges, card(Y)<card(X), és ha f nem
kélcsonosen egyértelmii, akkor card(Y)<card(X).

Bizonyitds:

(1) nyilvanvalo, ha Y=X, ha viszont Y & X, akkor ekvivalens {1,2,...,card(X)} egy valodi
részhalmazaval, amirél tudjuk, hogy ekvivalens {1,2,...,m}-mel valamely m<n-re. Ezzel
belattuk (2)-tis.

(3) azon mulik, hogy {1,2,....,n} ekvivalens {m+1,m+2,....m+n}-nel. (3) szerint card(X U Y) =
card(X\Y)+card(X/Y)+card(Y\X), mindkét oldalhoz hozzdadva card(X/IY)-t, és ujra
felhasznalva (3)-mat kapjuk (4)-et.

(5) (6) az Y elemeinek szama szerinti indukcioval kovetkeznek, felhaszndlva a szorzdst, és a

(7) kovetkezik (6)-bol és go(X)-nek a karakterisztikus fliggvények halmazdval valo
ekvivalencidjabdl.

(8) bizonyitdsdhoz feltehetjiik, hogy X = {1,2,...,card(X)}. Minden y € Y-ra legyen g(y) az f*(y)
halmaz legkisebb eleme. Ekkor g az Y-t kdlcsondsen egyértelmiien képezi le X egy
részhalmazara, és ha f nem volt kélcsénosen egyértelmii, akkor ez a részhalmaz valodi.

26. Fogalmazza meq a skatulyaelvet és bizonyitsa be.

Allitas:
Ha X és Y véges halmazok, és card(X) > card(Y), akkor egy f: X — Y leképezés nem lehet kolcsondsen
egyértelmil.

Bizonyitdas:

Egy

ebként {1,2,...,card(Y)} egy részhalmaza azaz card(Y) < card(X) miatt {1,2,...,card(X)} egy valodi

részhalmaza ekvivalens lenne {1,2,...,card(X)}-el.

27. Mit mondhatunk véges halmazban minimadlis és maximadlis elem Iétezésérdl? Bizonyitsa be

dllitdsdt.

Allitas:
Részbenrendezett halmaz barmely nem tires véges részhalmazanak van maximalis és minimalis eleme.

Bizony

itds:

A részhalmaz elemeinek szama szerinti indukcioval: Ha card(A)=1, akkor nyilvanvalo. Ha card(A) =
n+1, legyen a€d és A’=A\{a}. Ha a nem nagyobb, mint A’ (egy adott) a’ maximalis eleme, akkor az a’
maximalis elem, egyebként a maximalis elem. Minimalis elemre a bizonyitas hasonlo.

28. Mit mondhatunk véges halaz 6sszes permutdcidinak szamdrol? Bizonyitsa be dllitdsdt.

Allitgs:
Egy A halmaz permutacidinak szama csak n=card(A)-dl fiigg. Ez a szdm a P,

Bizonyitds:
Meg akarjuk hatarozni véges halmazok permutacioinak szamat. Ha egy A halmaz ekvivalens
{1,2,....n}-nel, akkor tudjuk, hogy permutacidinak halmaza ekvivalens {1,2,...,n} permutdcioinak
halmazaval. Ha A={ay,a,,...,an} és p1,Pa,....pn az {1,2,...,n} egy permutdcioja, akkor az A megfeleld
permutdcidja az a; @y leképezés (az ai ~ i,i = P, j > @ leképezések Gsszetétele). Igy A
permutdcioinak szama csak n=card(A)-tol fiigg. Ez a szam a P,.



29. Mit értiink_eqy véges halmaz varidcidin és _mit_mondhatunk az Gsszes varidciok szamdrol?
Bizonyitsa be dllitasat.

Allitas:

Legyen A egy halmaz. Az A elemeibdl képezheté ay,8y,...,ax sorozatot (vagyis {1,2,...k} — A

fiiggvényeket) A k-ad osztalyu ismétléses varidcidinak hivjuk. Ha kikotjiik, hogy a sorozat elemei

kiilonbozok, akkor ismétlés nélkiili variacio. ({1,2, ...k} — A injektiv).

Ezek szama csak |A|-td! fiigg.

n!
Vnk = m:n(n—l)-...-(n—k+1)

Bizonyitds:

2 permutdciot tekintstink ekvivalensnek, ha {1,2,...,k}-n megegyeznek.

Ekvivalens osztalyok szama:V,¥

Ekvivalens osztalyok mérete: Py } V- Pp_x = By

Osszes osztdly mérete: P,

30. Mit értiink eqy véges halmaz kombindcidin és mit mondhatunk az dsszes ismétléses kombindcio
szamdrol? Bizonyitsa be dllitdsat.

Allitds:
A halmaz k-ad elemii részhalmazait az A k-ad osztalyu kombindcidinak hiviuk. Ha A n elemii, akkor
|A|=n, ezek szama Ck

C"=(n)= n! :n(n—l)-...-(n—k+1)
n k k!'(n—k)! k!
Bizonyitds:
Két variacié legyen ekvivalens, ha az értékkészletiik ugyanaz. (pl.: ACDF ~ FDCA)
Ekvivalens osztalyok szama:CF
Ekvivalens osztalyok mérete: k! } Vk=ck -k
Osszes osztaly mérete: V¥

31. Mit értiink eqy véges halmaz ismétléses kombindcidoin és mit mondhatunk az dsszes ismétléses

kombindciok szamdrdl? Bizonyitsa be dllitdsat.

Allitds:
A halmaz k-ad osztalyi ismétléses kombindcidja: f- A— N, melyre: Y ,caf(a) =k
C" legyen az n elem k-ad osztdlyii ismétléses kombindcidk szama.
ki K n+k—1
Cn” = Coyp—i = ( k )
Bizonyitds:
Az kell, hogy a g:{1,2,....k}—{1,2,...,n} monoton névekvé fiiggvények szama.
h:{1,2,.. k}—{1,2, ... .n+k-1} szigoruan monoton fiiggvények szama.
Megfeleltetés: Ha g adott. Legyen h(i)=g(i)+i-1 bijekcio a lehetséges g-k és k-k kézott.



32. Mit értiink eqy véges halmaz ismétiéses kombindcidin és mit mondhatunk az dsszes ismétléses
permutdciok szamdrél? Bizonyitsa be dllitdsat.

Allitds:
Legyen r,iy,i,,...,i€N. Ekkor az aj,ay, ...,a, elemek egy iy, ...,iy ismétlédésiti ismétléses permutdcioja
egy olyan n=iy+i,+... +i; hosszu sorozat, melyben a; pontosan ij-szer fordul eld. Szamuk: prtzt
Pll,lz,...lr —
n TN
Bizonyitds:
r szerinti indukcio. r=0, 1 konnyen lathato. r>2 esetén soroljuk most ekvivalencia osztalyokba azokat
az ismétléses permutaciokat, melyekbdl torolve ai-K ugyanazt az (n-iy) hosszu sorozatot kapjuk.

Ekvivalencia osztdlyok szama: Prfz_’gi’"'ir (indukcios feltevés).
Ekvivalencia osztalyok mérete: Hanyféleképpen lehet il db al-et beszurni n-il+1 helyre ismétléssel?

v _(n—i1+1+i1—1>_<n)

n—i;+1 i il
. , 1,02,
Osszméret: B2
1, izl 02,03, n , ,
Tehat K" = P22 - (i ) cee et e e e SZAMOLAS ...
1

33. Fogalmazza meq a binomidlis tételt és bizonyitsa be.

Allitas:
Legyenek x, y egy R kommutativ egységelemes gyiirii elemei, neN. Ekkor (x + y)"* = 2=0(2) xkynk,
Ha gyiirii nem egységelemes, akkor is igaz az allitas n€ N* esetén, ha a formailag szerepld, de nem
létezo nulladik hatvanyokat egyszeriien kihagyjuk.

Bizonyitds:
Indukcioval: n=0,1-re az allitas nyilvanvalo. Ha n-re teljesiil, akkor a disztributivitast felhasznalva:
(x + y)n+1 — (x +y) Z?:o(;ﬁ) xkyn—k — g=0(;(1) (xk+1yn—k + xkyn—k+1), l'gy csak azt  kell

belatnunk, hogy (2) + (kL) = (ZE) ha 0<k<n, ami a bal oldalt kozos nevezore hozva adodik.

34. Fogalmazza megq a polinomiadlis tételt és bizonyitsa be.

Allitds:
Legyen reN, xIx2,..xr egy R kommutativ egységelemes gyiirii elemei, n€N, Ekkor
(1 + x4+ ++x)" = Yi 4ip4tip=n piatet Tty iyl x, it Ha gyiirli nem egységelemes,
i1,iz,iy€N

akkor is igaz az dllitas n,r € N#, iy,i,,...,.iy EN esetén, ha a formailag szerepls, de nem létezé nulladik
hatvanyokat egyszeriien kihagyjuk.

Bizonyitds:
Indukcioval: r=0,1-re az allitas nyilvanvalo, az r=2 esetet mar lattuk. Ha r-1-re teljesiil, akkor

Y=Xo+...+x; jeloléssel a binomialis tételt és az indukcios feltevéest haszndalva,
n

n ) )
n __ n _— L n—iq1 —
(X +x,++x)" = +y)" = E (-)xll}’ =
y l1
11=0
n
_ ny plzeolr o i Ly i
= ; Xy Wli T X2y =
L L i+t h=n—iy
n .
n! . n—i)! . .
= —xlll —lez . =X lr =
il (n—iy)! , , Dyl i) "
[ 5% 12+---+lr=n—11
E : Qi ttie i g L ;
= P Tx a2 Lx a2 L x

i1+i2+"'+ir=n



35. Fogalmazza megq a logikai szita formuldt és bizonyitsa be.

Allitds:
Legyenek X;, X,, ..., X, az X véges halmaz részhalmazai, f az X-en értelmezett, értékeket egy
Abel-csoportban felvevé fiiggvény.
Hal<i; <i, <--<i, <k,akkor legyen

Yil,iz,...,l'r = Xil nXiz Nn..N Xir .
Legyen tovabba
$= 3,0 109
Sy = Z1si1<i2<---<irsk ZXEXilnXizn---nXir f(x)
¢és legyen
So = erX\n{-‘zlxi fC0) -
Ekkor
So=S8=8+5,— S5+ + (1S, .
Bizonyitds:

Hax € X|Ui-‘=1 X;, akkor f(x) mindkét oldalon egyszer szerepel, a jobb oldalon csak S-ben. Egyébként

legyenek X; , Xj,, ..., Xj,, azok a részhalmazok, amelyek tartalmazzdk x-et. A bal oldalon f(x) nem
szerepel. A jobb oldalon valamely ZxEXilﬂXizﬂ---ﬂXir f(x) osszegben f{x) pontosan akkor lép fel, ha
{ivis, ...ii} Hj1,jo, ....ji}- Ha r > t, akkor nincs ilyen {iy,i,, ...,ir}. Ha r <t, akkor pontosan (ﬁ) ilyen

{in,ip, ..., i} van, igy a jobb oldalon f(x) egyiitthatdja Zﬁzo(:)(—l)r =0.

36. Soroljia fel a természetes szamok kérében az oszthatésdq alaptulajdonsdgait és bizonyitsa be

ezeket.

Allitas:
Az oszthatosag tulajdonsagai N-ben. A természetes szamok korében
(1) ha m|n és m’|n’, akkor mm’|nn’;
(2) a nullanak minden természetes szam osztoja;
(3) a nulla csak sajat maganak az osztdja;
(4) az I minden természetes szamnak osztdja;
(5) ha m|n, akkor mk|nk minden keA-re;
(6) ha ke N+ és mk|nk, akkor m|n;
(7) hamin; és ki € N, (i=1,2,....j), akkor m|X7_, k;n;;
(8) bdarmely nem nulla természetes szam osztoja kisebb vagy egyenls, mint a szam;
(9) az | reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus, azaz részbenrendezés.
Bizonyitdas:
A bizonyitasok a definicio alapjan trivialisak.



37. Sorolja fel eqységelemes integritdsi tartomdnyban az oszthatdosdqg alaptulajdonsdqait és

bizonyitsa be ezeket.

Allitds:
Egy egységelemes integritasi tartomany elemei korében
(1) ha bla és b’|a’, akkor bb’laa’;
(2) a nullanak minden elem osztdja;
(3) a nulla csak sajat maganak osztéja,;
(4) az 1 egységelem minden elemnek osztdja;
(5) ha b|a, akkor bc|ac minden ceR-re;
(6) ha bclac és a0, akkor bla;
(7) habla; és ci €R, (i=1,2,...,j), akkor b|Y_, c;a;
(8) az | relacio reflexiv és tranzitiv
Bizonyitds:
A bizonyitdasok a definicio alapjan trividlisak.

38. Mi a kapcsolat az eqyséqek és az asszocidltak kézott? Bizonyitsa be dllitdsat.

Allitas:
Eqy elem asszocidltjait leirhatjuk az 1 asszocidltjai segitségével, amelyek nem masok, mint 1 0sztoi,
hiszen 1 barminek osztoja; ezeket egységeknek nevezziik. Az egységek R azon elemei, amelyeknek van
a szorzdsra nézve inverziik. (Igy egy egységelemes integritdsi tartomdny pontosan akkor test, ha
minden nem nulla eleme egység.)

Bizonyitds:
Az egységek a szorzatra nézve Abel-csoportot alkotnak, a gyiiri egységcsoportiat. Az egységek
barmely a € R-nek osztoi mert a =1a-nak osztoi. Megforditva nyilvanvalo: ha egy elem minden a € R-
nek osztdja, akkor egység. Az egységeket ezzel a tulajdonsdggal tetszéleges R # {0} integritdsi
tartomanyban is lehet definialni, de kénnyyen adodik, hogy ha van egység, akkor R egységelemes: ha &
egy egység, akkor &£ [ & igy valamely 0 #e € R-re e=ee&. Innen as= aesminden a € R-re. Mivel £#0,
lehet vele egyszeriisiteni. Az a € R asszocialtjai az &a alaku elemek, ahol & egység.
Egy elemnek az asszocialtjaitol kiilonbozo osztoit az elem valodi osztoinak nevezziik. Egy nem nulla
elemnek az asszocidltjai és az egységek a trivialis 0sztoi.
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39. Ismertesse a bévitett euklideszi algoritmust. Bizonyitsa be, hoqy miikddik.

Allitas:
A kévetkezd eljaras meghatarozza az a,b € Zegészek egy d legnagyobb kozds osztoja, valamint x, y € Z
egész szamokat ugy, hogy d=ax+by teljesiiljon. (Az eljards sordn végig axn+by,=r, n=0,1,...)
(1) [Inicializdlas.] Legyen xq«—1, yo<—0, r0 «— a, x; < 0, y, < 1, ri < b, n<0.
(2) [Vége?] Ha ry+1=0, akkor x < xn, y < yn, d < 1, és az eljards véget ér.
(3) [Ciklus.] Legyen On+1 <= |7/Tne1l JFnez <= 7 MOd Fois = My — Foaalnes, Xnaz <= Xn — Xns10nsd,
Yn+2 <= Yn — Yn+1Qn+1, 7 <— n+1 és menjiink (2)-re.
Bizonyitds:
Az |rl|, |r2|,... természetes szamok — mivel ., az ry.-gyel valo osztas maradéka — szigorian monoton
csokkend sorozatot alkotnak, igy az eljards véges sok lépésben véget ér, mert egyébként N nem lenne
jolrendezett. Indukcioval, ha ax,+by,=r, és axn+1+0Yn1=rn+1, akkor a mdsodik osszefiiggést szorozva
On+1-0Yel és kivonva az elsébdl, axnroH0Ynio=rn+a, igy végiil d=ax+by. Innen a és b kozos osztoi mind
osztoi d-nek. Kilépéskor r,.1=0, és két eset van: Ha n=0, akkor d=a és b=0. Ha n>0, akkor ro,ry,...,¥n1
mind tobbszorései ry=d-nek, mert ry1=0nrn, Mm2=0n-1M1tr,, és igy tovabb, specidlisan a=rq és b=ry IS
t6bbszorosei d-nek. Igy d egy legnagyobb kézis oszto.

>



40. Mi a kapcsolat Z-ben a primelemek és az irreducibilis elemek k6z6tt? Bizonyitsa dllitdsdt.

Allitds:
A Zegy eleme pontosan akkor felbonthatatlan, ha primelem.

Bizonyitds:
Azt mar belattuk, hogy primelem felbonthatatlan. Tegyiik fel, hogy p felbonthatatlan, és legyen p|mn.
Tegyiik fel, hogy pYm. Ekkor p és m relativ primek. A bovitett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan
X, y egészeket, hogy px + my =1. Innen pnx + mny = n. Mivel p osztdja a bal oldalnak, a jobb oldalnak
IS.

41. Fogalmazza megq és bizonyitsa be a szamelmélet alaptételét.

Allitas:
Minden pozitiv természetes szam a sorrendtol eltekintve egyszeriien felirhato primszamok
szorzataként.

Bizonyitds:
Ha n=1, a felbontds az iires sorozat. Egyébként ha n nem irreducibilis, akkor felirhato két, nadla
kisebb, de 1-nél nagyobb szdim szorzataként. Indukcioval folytatiuk ezt az eljarast: ha a kapott
szorzatnak van nem torzsszam tényezoje, akkor a legnagyobb ilyen tényezo minden eldfordulasat
helyettesitsiik két nala kisebb, de 1-nél nagyobb természetes szam szorzataval. Az eljards a természetes
szamok jolrendezettsége miatt véges sok lépésben csupa torzsszam tényezobol allo felbontashoz vezet.
A felbontds egyértelmiiségének bizonyitasdhoz tegyiik fel indirekt, hogy van olyan természetes szdam,
amely két lényegesen kiilonbozd modon bonthato fel, és legyen ne a legkisebb ilyen:

N=PiPz-... Pi=010z2"... Yk

42. Fogalmazza meq Eukleidész tételét, és bizonyitsa be.

Allitds:
Vegtelen sok primszam van.
Bizonyitds:
Mutatunk egy modszert ujabb és ujabb primek eldallitasara:
Ha ismeriink n kiilonbézé primet, p1,p,....pa-t, akkor legyen X=pip;-... Pn+1. X primfelbontdisiban
milyen primek vannak? Biztos nincs benne p1,pa, ...,pn, Mert ezekre pi|x-1 = p; #X.

43. Fogalmazza meq az eqgész szadmok kongruencidjdnak egyszerii tulajdonsdqgait és bizonyitsa be
azokat.

Allitas:
Ha a,b,me Z & m osztdja a-b-nek, akkor azt mondjuk, hogy a & b kongruensek modulo m; ezt gy
jeldljik, hogy a = b (mod m). Ha a & b nem kongruensek modulo m, akkor azt mondjuk, hogy
inkongruensek modulo m, és azt irjuk, hogy a Z b (mod m). Vagy révidebben: a=b (m), illetve
a Zb (m). Nyilvan, ha a =b (mod m) és d | m, akkor a = b (mod d) is teljesiil. Ha 0 # d € Z, akkor
a=Db (mod m) ekvivalens azzal, hogy ad =bd (mod md).

Bizonyitds:
Az oszthatdsdg tulajdonsdgabdl azonnal kovetkezik, hogy barmely adott m € Zre a kongruencia
ekvivalenciarelacio Zben. Az m & a -m szerinti kongruencia ugyanazt jelenti, @y legtobbszor
feltesszik, hogy m € N. Ha a € Z, akkor az ekvivalencia osztdlynak elemei az a+km, k € Z alaku
egészek; valdban, ezek nyilvan kongruensek a-val, & ha a’=a (mod m), akkor a’-a = km valamely k
€ Z-re. Az, hogy a’ = a (mod m), pontosan akkor teljesil, ha a’= a+ km, akkor |a'/m| = |a/m] + k,
ahonnan a’mod m = a mod m kdvetkezik, & megforditva, ha m”mod m = a mod m, akkor a’ -
a'—|a'/m|m = a — |a/m|m, ahonnan k = |a'/m| — |a/m]-szel a =a + km.
Megjegyezzik, hogy ha a’=a (mod m), akkor Inko(a,m) = Inko (a’;m), merta=a + km, illetvea =a’-
km miatt a’és m kdzds osztoi osztaoi a-nak is é megforditva, a & m kdzds osztdi osztdi a “nek is.
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44. Fogalmazza meq a Z, qyflirii tulajdonsdgqait leird tételt és bizonyitsa be.

Allitds:

Bizonyitdas:

45. Mit mondhatunk az aa#+b szdmokrdl, ha a; eqy maradékrendszer, illetve egy redukdlt

maradékrendszer elemeit futja be? Bizonyitsa be dllitasdt.

Allitds:

Legyen m>1 egész szdm, a relativ prim m-hez.
Ha a;,a,,....an teljes maradékrendszer modulo m és b€z, akkor aa;+b,aa,+b,...,aan+b is teljes
marad ékrendszer modulo m.

Ha ajay,..a,m redukdlt maradékrendszer modulo m, akkor aa;,aay,...,adym Iis redukdlt
maradékrendszer modulo m.

Bizonyitds:

Ha i #j esetén aai+b=aaj+b (mod m) teljesiilne, akkor ebbdl aai=aa; (mod m), és innen a multiplikativ
inverzével szorozva ai=a; (mod m) kovetkezne. Tehat az aai+b, i=1,2,...m szamok pdronként
inkongruensek, és — mivel szamuk m — teljes maradékrendszert alkotnak modulo m.

A masik dllits bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy ha Inko(aa;,m)>1, akkor Inko(a,m)>1. Igy az aa;,
i=1,2,...,¢p(m) szamuk paronként relativ primek, a modulushoz is relativ primek és szamuk g(m), tehat
redukalt maradékrendszert alkotnak.

46. Fogalmazza meq és bizonyitsa be az Euler-Fermat tétellt.

Allitds:

Legyen m>1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ekkor a#™ =1 (mod m).

Bizonyitds:

Legyen a;,ay,...,apm) egy redukdlt maradékrendszer modulo m. Ekkor aai,@@y,...,aaym) is redukalt
maradékrendszer modulo m. Innen

@(m) @(m) @(m)
a®(m 1_[ a; = 1_[ (aaj) = 1_[ a; (mod m)
j=1 j=1 j=1

Mivel H;{;(’ln) a; relativ prim m-hez, van inverze modulo m. Ezzel megszorozva mindkét oldalt, kapujuk

az allitast.

47. Fogalmazza meq és bizonyitsa be a Fermat-tételt.

Allitas:

Legyen p primszam. Ha a€Z & p fa, akkor a”* =1 (mod p). Ha a&Ztetszdleges, akkor a”=a (mod p).

Bizonyitds:

Nyilvan @(p) = p-1, igy az elsé alak kévetkezik az el6zd tételbol. A masodik alak a p + a esetben az
elsé alakbol kovetezik, ha pedig p | a, akkor mindkét oldal oszthaté p-vel.



48. Ismertesse a linedris kongruencidk megolddsdanak modszerét részletes indokldssal.

Allitas:
Legyen m>1 egész szam, a,b€Z adottak. Keressik az ax=b (mod m) kongruencia megolddsait. A
probléma nyilvdn azzal ekvivalens, hogy taldljunk olyan x egész szamot, amelyre valamely y egész
szammal ax+my = b teljesdl. (Ha x-et megtal4ljuk, y mdr adadik.)

Bizonyitds:
Legyen d=Inko(a,m). Mivel d osztoja ax+my-nak, osztoja kell legyen b-nek, egyébként nincs megoldas.
tegyiik fel, hogy a=a’d, b=b’d, m=m’d valamely a’,b’,m’€Z-re. Azt kapjuk, hogy az egyenletink az
ak+my=b illetve az a%k=b’ (mod m) egyenlettel ekvivalens, ahol a’ & m’ relat&/ primek. A
legnagyobb kdzds oszto kiszamAdsat a bdvAett euklideszi algoritmussal végezve, olyan Xo,Yo €9 észeket
is kapunk, amelyekre axq,+my,=yob’ Az 4dltalanos megoldashoz vonjuk ki ezt az egyenletet az
ak+my=Db egyenletekbdl: a{x-x;)=m{y;-y), ahonnan m’ | x-x;, azaz x=x;+km’ valamely k&Z-re.
Minden ilyen x ténylegesen megold4s, mert y=y;-ka “vel a x+m y=b"
Osszefoglalva, ha van megoldds, akkor az dsszes megold4s x=x; (mod m?) alakban adhatd meg. Ez a
halmaz x;,x;+m’,....x;+(d-1)m “szamok modulo m vett marad ékosztdlyainak egyesf ése.

49. Ismertesse a linedris kongruencia rendszerek megolddsdnak modszerét részletes indokldssal.

Allitas:
Ha két linearis kongruencia adott, akkor azokat (ha megoldhatoak) x = a (mod m), illetve x = b (mod
n) alakra hozhatjuk (a,b,m,n egészek, m,n >0).

Bizonyitds:
Mivel kézds megoldisokra x=atmy=b+nz valamely y,z€Z-re, az my-nz=b-a egyenlet egész
megoldadsait megkeresve, minden x megoldas megtaldlhato. Akkor és csak akkor van megold4s, ha
d=Inko(m,n) osztdja b-a-nak, & ekkor a megoldds x=x; (mod Ikkt(m,n)) alakban ihats valamely x;
egésszel. Ha tobb kongruencia van, az eljdr 4s folytathato.

50. Fogalmazza meq és bizonyitsa be a kinai maradéktételt.

Allitas:
Legyenek my,m,, ...,m, egynél nagyobb, pdronként relativ prim természetes szamok, c1,Cy, ...,cn€Z. AZ
x=t; (mod m;), j=1,2,...,n kongruenciarendszer megoldhatd, & bdrmely két megoldas kongruens
modulo mym;-... m,.

Bizonyitdas:
Legyen m=mym,. 4 bovitett euklideszi algoritmussal olyan x1,X; egész szamokat kaphatunk, amelyekre
m1X1+m2X2=1. Legyen C1,2 = M1X1Co+MyX5Co. Nyllle’l cl,Z—:Cj (mOd mj), ha J:1,2 Ha X=Cy2 (mOd m),
akkor x az elsé két kongruencia egy megoldasa, és megforditva, ha x az elsd két kongruencia egy
megoldasa, akkor x-Cy, oszthato my-el és my-vel, tehdt szorzatuk is. Az eredeti kongruenciarendszer
tehat ekvivalens az x=t1, (mod m), Xx=¢; (mod m;), j=3,4,...,n kongruenciarendszerrel. fgy n szerinti
indukcioval adodik a bizonyitas.
Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban érdemesebb c, helyett ¢, , (mod m)-et haszndlni, és mindig azt a
ket kongruenciat osszevonni, amelyek modulusa a legkisebb.

51. Ismertesse az RSA eljdrdst részletes indokldssal.

Allitds:

Bizonyitds:



