1.1 Halmazelméleti fogalmak, jelolések

Alapfogalmak (nem definiéljuk) Jelolések
Halmaz A,B,C,...
x eleme az A halmaznak x[JA
x nem eleme A halmaznak x[JA

Halmaz megadasa:

Elemeinek felsorolasaval: {a,b,c,...}
Tulajdonsag (predikdtum) megadasaval:  {x: P(x)} vagy
{x|P(x)}.

Ures halmaz: halmaz, melynek nincs eleme. O vagy {}

Példa: {x: ahol x az x’+1=0 egyenlet valds megoldasa}

A

paratlan
szamok

30A és 400A

B={1,2,3,6}
B= {x: x osztOja 6-nak} vagy

B= {x|x oszt6ja 6-nak}.
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1.2 Ismert szamhalmazok jelolései

» Természetes szamok (0-t beleértve) halmaza N

» Pozitiv természetes szamok halmaza N*

» Egész szamok halmaza, (pozitivak ill. negativak) Z,(2',7)
» Racionalis szamok halmaza (pozitivak ill. negativak) Q (Q, Q)
» Val6s szamok halmaza (pozitivak ill. negativak) R, (R*, R)
» Komplex szamok halmaza C

1.3 Halmazokon értelmezett relaciok

AB A halmaz részhalmaza B-nek, ha az A halmaz minden eleme,

eleme a B halmaznak. (Az [J legyen minden halmaznak
részhalmazal) diszjunkt

halmazok
AB A halmaz valédi részhalmaza B-nek, ha A[IB és van olyan bIB,

melyre bJA.

A=B A ¢s B halmaz egyenld, ha ALIB és BLA.

A ¢és B halmazok diszjunktak (elemidegenek), ha nincs k6zos
elemiik.
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1.4 Miveletek halmazokon

Legyenek A, B halmazok egy rogzitett U un. univerzalis halmaz
tetszOleges részhalmazai!

Komplementer halmaz: Az A halmaz (U-beli) komplementere U
azon elemei, amelyek A-nak nem elemei.

A ={x: xOA és x(U }

Hatvanyhalmaz: A hatvanyhalmaza, P(A) az A halmaz
részhalmazainak halmaza.

P(A)={X: XOA}

U={1,2,3,4,5,6}

A

A={1,2,3}
K = {4)576}

{1}OP(A)
{1,2}0P(A)

P(A)=10, {1}, 12}, {3}, 11,2},
11,3}, 12,3}, {1,2,3}}
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A={1,2,3}
B=1{2,3,5,6}

Egyesités (unid): ALJB az A és B halmazok elemeibdl 4ll6 halmaz.
AOB={x: xUA vagy x[IB}

AOB={1,2,3,5,6}
Metszet (kozos rész): AnB elemei A azon elemei, amelyek B-nek is
elemei.

AnB={x: xOA és x[OB} AnB={23}

Kiilonbség: A\B elemei A azon elemei, amelyek B-nek nem elemei.
A\B ={x: xOA és x(OB}

A\B={1}

Szimmetrikus kiilonbség : AAB elemei olyan A-beli elemek, melyek
B-nek nem elemei valamint az olyan
B-beli elemek, amelyek A-nak nem elemei.

AAB=( A\B)J(B\A)

AAB={1,5,6}
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Descartes-szorzat (direkt szorzat): AxB elemei A és B halmaz B. AxB
elemeibdl (a megadott sorrendben) képzett o A ={123}
rendezett parok halmaza. 6 - R B = {2356}
AxB={(a,b): aJA és bB} e
,,,,, L 3,2) DAXB
AxB={ (1,2), (1,3),...,(1,6), (2,2), (2,3),...,(2,6), (3,2), 4 P / (3:2)
(3,3),...,(3,6) } 3L .
n-tényezds Descartes szorzat: A, A, ... A halmaz direkt 2 T"T”T
szorzatanak elemei mindazok az (a,, a,, ... ,a ) il L AxB=1{(12), (1.3),...,(1,6),
rendezett elem n-esek, melyeknek elemei I (2,2), (2,3),...,(2,6),
(a megadott sorrendben) az A, A,, ..., A, T . 3 A (3:2), 3,3),...,(3,0)}
halmazokbdl valok. A
AxAx..xA ={(a,a, ...,a) a0A A3

a,lA,...,a A}

Halmaz n-dik hatvanya: n -tényez0s Descartes szorzat,

melynek tényezdi megegyeznek.

A" = AxAX.. XA A={a:0<a<l,alR}

1

»
L
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Miuiveleti tulajdonsagok

Tétel: TetszOleges A,B,C U U halmazokra igazak az alabbi azonossagok:

@ T=a 0=U

(b) AOB=BOA AnB=BnA Az [0 és n miveletek kommutativak.
(¢) (AOB)OC= AO(BOC) (AnB) nC= An(BnC) Az O és n miiveletek asszociativak.
(d) AOA=A AnA=A Az [0 és n miiveletek idempotensek.
(e) A =A AnU=A Az O miiveletre az O nullelem,

(f) AOU=U AnO=0 a n miveletre az U egységelem.

(&) (AOB)nA=A (AnB)OA= A Elnyelési (abszorpcid) tulajdonsag

(h) (AOB)nC= (AnC)J (BNnC)  (AnB)IC= (AOC)n (BOC) Disztributivitds

(1) ATB=AnE ANB=AOB De Morgan azonossagok
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N és [1 disztributivitasa

An(BOC) = (AnB) 0 (AnC)

<«

AO(BNC) = (AOB) n (AOC)
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2. Relaciok

Az A, A, ... A halmazokon értelmezett R relacion az ROA xA x...xA_ halmaz valamely részhalmazat
értjik.

Bindris a relacio, ha a direkt szorzat két tényezdbdl all, homogén, ha a direkt szorzat tényezdi megegyeznek.

2.1 Binaris relaciok

A binaris relaciot az (A,B,R) rendezett halmazharmas hatarozza Példa: A= {1,2,3,4}, B={p,q,1,s},
meg, melyekre ROAXB.

(Megjegyzés: ha A, B rogzitett, akkor a relaciora R-ként
hivatkozunk.)

Ertelmezési tartomanya:

D, ={a: alJA, melyhez létezik b[IB, hogy (a,b)lR }
Ertékiészlete:

R,={b: bB, melyhez létezik alJA , hogy (a,b)[IR }

Jelolés: ha (a,b)UR, akkor aRb.

Két relacio R ,00 A xB, és R[] A xB, egyenlo, R ={(1,p), (2,9), (2,1), (3.p), (3.8)}
ha A=A, B,=B,és R,=R.
D . =1{1,2,3} R ., ={p,q.1,s}
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Példak binaris relaciora

1. ,, Termék” relacio: (A,B,T):
A={ tojas, tej, kukorica}, B= {kecske, marha, csirke}, T={(a,b): ha a terméke b-nek.}
T={(tojas,csirke), (tej, marha), (tej, kukorica)}

2. ,Szomszédsag” relacio: (E,E,S): E={e: e eurdpai orszag}, S={(s,r): ha s és r szomszédos orszagok}
(Olaszorszag, Svajc)IS, (Magyarorszag, Svajc)US

Néhany ismert matematikai relacio és jelei

Neve Megadasa Ismert jelek
v (AB,R) aRb
,Egyenldség” relacio: (R,R,R)) R,={(a,b): a=b} a=b
,,Kisebb” relacio: (R,R,R) R,={(a,b): a<b} a<b
,,Oszthatosagi” relacio: (Z,7,R)) R,={(a,b): a oszthat6 b-vel} by
,mod n” relacioé (Z,7,R)) R,={(a,b): ng ,} a=b (mod n)
2 2 14, (A7 P(A)’ RS)’ — .
,,Eleme” relacio: A tetsz6leges halmaz. R,={a,b: ha az allb} allb
2 2 2 4. (P(A)’ P(A)’ R())’ —_ .
,,Részhalmaz” relacio: A tetszéleges halmaz. R,={(a,b): allb} allb
,Diszjunkt” relacio (P(A), P(A), R)), A tetsz. R.={(ab): anb=0}

TEMPUS JEP-12435-98 9 Matematika/Halmazok, relaciok, fiiggvények




Binaris relaciok lehetséges abrazolasi modjai

Példa: Oszthatésagi relacio az A={1,2,3,4} halmazon.

AA | | |

4 fffffffffff : 111 2 3 4

RN 7T 0 0 0
- | 201100

2 " 310 10

S ! 4011 0 1
12 3 4 A

Homogén relacio (A,A,R) esetén szokdsos abrazolasi mod: Iranyitott graffal, ahol a graf csicsai az A halmaz

elemei, valamint, a pontosan akkor van dsszekotve a-bol b-be mutaté iranyitott éllel, ha (a,b)0R.
Példa: A={1,2,3,4}

L 2 1 2

) (44
(14 2 Z * £ 3 (14 2 Z * £ . 4 [14 2 Z s £
=" relacid <” relacid mod 3” relacio
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2.2 Binaris relaciok kompozicidja és inverze

S és R relaciok kompozicidja

Adottak az R és S relaciok : (A,B,R) és (B,C,S) aRb bSc
halmazharmasokkal. A relaciok kompoziciojan SoR,
az (A,C, SoR)-sel megadott relaciot értjiik, melyre

SoR={(a,c): (a,b)R és (b,c)IS}

Példa: (Z,Z,R) és (Z,4,S) halmazokkal definidlt R és S relaciok legyenek: R={(a,b): b=2a}, S={(b,c): c=3b}
SoR={(a,c): c=6a}

R relacio inverze.

Az (A,B,R)-rel adott R rel4cio inverze a (B,A,R")
halmazharmassal adott R relacié , melyre

R'={(b,a): (a,b) OR}.

Példa: (Z,Z,R), ahol R={(a,b): a<b } R"={(b,a): a<b }
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2.3 Homogén binaris relaciok (A,A,R) tulajdonsagai

(a) Reflexivitds: minden xA-ra teljesiil, Példa: A = {2,3,4,8}
hogy xRx X

(b) Szimmetria: minden x,y[JA-ra teljesiil, ./\ @
ha xRy, akkor yRx. X

(c) Tranzitivitdas: minden x,y,z [1A-ra teljestil, .y/\ z @' @
ha xRy €s yRz, akkor xRz. ‘Q/' SR
Az oszthatOsagi relacio
reflexiv, antiszimmetrikus

¢s tranzitiv
(d) Antiszimmetria: minden x,y(JA-ra ./\’

teljestil, ha xRy és yRx, akkor x=y. x ¥~ -
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2.4 Ekvivalencia-relaciok

Ekvivalencia-relacio: M felett értelmezett E homogén, binaris relacio ekvivalencia-relacio, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

Ekvivalenciaosztaly: M felett értelmezett E ekvivalencia-relacio esetén valamely xLIM-mel relacioban allo
elemek halmazit M(x) ekvivalencia-osztalynak nevezziik.

Allitas:
1. Barmely x,y[IM esetén két eset lehetséges:
M(x)=M(y) pontosan akkor, ha (x,y)UE, M M

M(x) és M(y) diszjunktak, ha (x,y)UE.

2. Minden x[IM pontosan egy ekvivalencia-
osztalyba tartozik. E

Kovetkezmény:

Az E relacio M halmazt paronként diszjunkt

halmazokra (ekvivalencia-osztalyokra)
bontja. ekvivalencia

Megforditdsa: relacio
M minden osztalydhoz tartozik egy
ekvivalenciarelacio: minden x,y[IM esetén

xEy pontosan akkor igaz, haxésy Faktorhalmaz: M [E ={M ,M,,....}
M azonos osztalyanak elemei.
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Példa: Legyen n>1 tetszéleges rogzitett egész. A Z-n értelmezett mod n relacio: E={(x,y): xSy mod n}.
Az E relacio ekvivalencia-relacio:
1. reflexivitas: x=x mod n, x[Z.
2.szimmetria: Ha x=y mod n, akkor y=x mod n, x,y[1Z.

3. tranzitivitas: Ha xSy mod n és y=z mod n, akkor x=z mod n, x,y,z[1Z.

Ekvivalencia-osztalyok:
M,={x: x=0 mod n}, M,={x: x=1 mod n}, M,={x: x=2 mod n}..., M_,={x: x=n-1 mod n}

. Mg(-2)
o YA
z JRA 2 7 i i i /// i i 0 MR(O)
Példa: Legyen R relacié Z'-n értelmezve: R e e
(X17YL)R(X27YZ)7 hax +y,=x, +y,. ,,i,,,,:L,,,27,/:,,:L,,,;:,{,,%i/,MR('])
| o b0 7
Ll : Ll : : , | v e
A relaci6 ekvivalencia-relacio, végtelen sok ekvivalencia-osztalya van: Y A YA
| s/ | 7 s | |
oo 0 0 L
allZ-hez tartozé ekvivalencia-osztaly: M, (a)={(x,y): x-y=a, x,ylIZ}. SR 12 3 x
I S
[ | | |
NV I
A o
S \ \ \
(v | | | |
7 | | |
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2.5 Parcialis (részben) rendezési relacio

M felett értelmezett R relaciot parcidlis rendezési reldcionak neveziink,
ha R reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.

R jele: <. Az (M; <X)-t rendezett halmaznak nevezziik.

Példa: A halmaz részhalmazainak halmazan
értelmezett részhalmaz relacio: (P(A); )

Szigorii (parcialis) rendezés, ha R antiszimmetrikus és
tranzitiv.
Példa: A valés szamok halmazan értelmezett

,»,kisebb” relacio: (R;<)

A (parcialis) rendezés teljes, ha M barmely két eleme
relacioban van egymassal. (Lanc)

Példa: (R;<) és (R;<) teljes rendezések

{2,3}

(P(A); O) rendezett halmaz, ha A={1,2,3}.
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Hasse-diagramm
(Parcialisan rendezett halmaz egy lehetséges abrazolasi modja)

(P(A); O) rendezett halmaz, ha A={1,2,3}.

Abrazolas (korabban definialt médon) (P(A); O) Hasse diagrammja

{1,3} {1,2,3}

{2,3}

A Hasse diagrammban, ha x<y, akkor y az x felett van. (Ezzel a nyilak elhagyhatdk).

Megallapodunk abban, ha x<y és x 0ssze van kotve pontokon keresztiil y-nal, akkor x-et €s y-t nem kotjiik
0ssze ujabb éllel.
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(M; <) rendezett halmaz néhany nevezetes eleme

M legnagyobb eleme  m[IM, ha minden xUM-re teljesiil, hogy x<m.
M legkisebb eleme m[IM, ha minden x[OM-re teljesiil, hogy m<x.

M maximadlis eleme  b[IM, ha nincs olyan x'IM, hogy bxx.
M minimdlis eleme  b[IM, ha nincs olyan x'IM, hogy x<b.

Tétel: Ha az (M; <) halmazban van legnagyobb (legkisebb) elem,
akkor az egyértelmd.

M={2,3,4,5,6,7,12,25},
X<y, ha x osztdja y-nak.

12
/.\ \ . PN
M maximalis
elemei
4 6 257
2 \ /3 5 7
' %
1
T M legkisebb
eleme
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Szuprémum és infimum

Az (M; <) halmaz m ,m,,...,m_elemek szuprémuma 'S4 ms My
sup(m,,m,,...,m )[IM, ha
> m < sup(m,m,....m),i=12,...,n
» minden olyan m-re, amelyikre m. <m, i=1,2,...,n
igaz, hogy sup(m,,m,,...,m ) <m. ° m my
m; m, mg
sup (m,,m,)=m, sup (m,,m,) nincs,
sup (m,,m,, m,)=m, sup (m,,m,)=m,
Az (M; <) halmaz m ,m,,....m_elemek infimuma M4 ms my
inf(m,m,,...,m )OM, ha
> m <inf(m,m,....m),i=12,...,n M3 m
» minden olyan m-re, amelyikre m <m, 1=1,2,...,n 2
. . m, my
igaz, hogy m<inf(m,m,,...,m ). m;,
inf(m,,m,)=m, inf (m,,m,) nincs,
inf (m,,m,, m,)=m, inf (m,m,)=m,

Tétel: Ha az (M; <) halmaz m ,m,,...,m_elemének van szuprémuma (infimuma), akkor az egyértelm?.
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2.6 Struktirak parcialisan rendezett halmazokon

Fa gyokér
Az (F; <) halmazt, amelyre az alabbiak teljesiilnek fanak
nevezzik:

» F-nek van legnagyobb eleme,

» UxOF-re az {y: x<y, yUF} véges,
linearisan rendezett halmaz.

A legnagyobb elemet a fa gyékerének nevezziik,
a minimalisakat pedig a fa leveleinek. levél levél levél levél

Félhalo
Ha (M; <) rendezett halmazban barmely a, bl]M-nek van szuprémuma (infimuma),
akkor M a szuprémum(infimum) mtvelettel félhalot alkot.

SEEA B

<M, sup> <M, inf>
félhalé félhale
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Halo

Tegyiik fel, hogy a (H; <) rendezett halmaz barmely két elemének van szuprémuma €s infimuma.
alb=inf(a,b)  alb=sup(a,b)
Ekkor azt mondjuk, hogy a <H, [1[0> kétmtiveletes struktira hdlét alkot.

Példa: ({172)39436712}7 <) ’

Tétel: Haloban igazak az alabbi miveleti tulajdonsagok: ahol axb, ha al] halo.
alla=a allh=a 12
alb=Dblh alb=Dblh 4 6
al(blk)= al(b(k)= (alb)c allb=sup(a,b)=lkkt(a,b)
(alb) [k al(alb)=a , , alb=inf(a,b)=Inko(a,b)
all(alb)=a

1

Disztributiv halénak nevezziik a halot, ha a két mtveletre Példa: nem disztributiv halora

......

y
al)(b(kc)= (alb)0(alk) ali(bLlc)# (alb)L (alk)
_ alk#yLly
ali(blk)= (alb)U (alk) a c ay
X
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Boole-algebra

Legyenek (B; <) rendezett legalabb két elemii halmazra igazak
az alabbiak:

» B-nek van legkisebb eleme €s legnagyobb eleme: O és [.

<B,inf,sup> disztributiv halo. {a,b}
minden b[IB-hez van olyan (-b) elem, hogy {a,b,c}
inf(b,(-b))= O (a) .

sup(b,(-0))= 1. V~A
(b.c)

Ekkor azt mondjuk, hogy a <B, inf,sup,-> struktara

YV V V VY

Boole algebra. 2
{c}

Példa: A (P(A);0J) rendezett halmaz (P(A) az Az0 inf(X,Y)=XnY (-X)=X,
hatvianyhalmaza) Boole-algebrat alkot az unio, sup(X,Y)=X0Y, ahol ahol XA
metszet €s komplementer miiveletekkel: X.YOA.

0O=0,1=A
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3. Fuggvényrelaciok (fiiggvények)

Az (A,B,F) binaris relaciot A-t B-be képez0 parcidlis Jelolések:
leképezésnek (fiiggvénynek) nevezziik, ha minden alJA-hoz (A,B,F) parcialis leképezés: F: A - B.
legfeljebb egy bl1B (a,b)UF: F(a)=b vagy F:a b

1étezik, melyre (a,b)US.

Azt mondjuk, hogy “b” az “a” képe, “a” pedig “b” dse.
A B A B

Parcialis leképezés Nem parcidlis leképezés.
(minden aJA-bdl legfeljebb egy nyil indul ki.)

Azt mondjuk, hogy az F: A - B parcialis leképezés fiiggvény, ha a leképezés értelmezési tartomanya az A halmaz.
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3.1 Fiiggvények (leképezések) tulajdonsagai

Sziirjekcio (raképezés) Injekcid (kolcsOnosen egyértelmli  Bijekeid (kolcsondsen egyértelmi
leképezés) raképezés)

A A

Minden b[IB-nek van 0Ose. Kiilonboz6 alJA elemek képei Sziirjektiv és injektiv.
kiilonbozoek:

Minden b[IB-nek legfeljebb egy
Jse van.
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3.2 Specialis leképezések

Konstans leképezés: Azonos leképezés:
f: A - B, ahol f(x)=f(y) minden x,yLJA 1,: A=A, ahol 1,(x)=x mindenx A
A B A B

Lesziikités, kiterjesztés: Legyenek az f: A - B és g: M - B fiiggvényekre igazak,

hogy MO A és g(x)=1(x), ha x IM.
A B
A g fiiggvény f lesziikitése,

‘— az f fliggvény g kiterjesztése.
) = f(x)
1 Jelés: g=1M

g=f|M
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3.3 Leképezések kompozicidja és inverze

g: A- B és f: B C kompozicidja fog: A - C, ahol (fog)(x)=1(g(x)).
Megjegyzés: a definicio a relaciok kompoziciojaval analog.

A kompozicio tulajdonsagai

» A sziirjekcio, injekcio, bijekcio tulajdonsagok éroklddnek:
f és g sziirjektiv (injektiv, bijektiv) [ fog is sziirjektiv (injektiv, bijektiv).

> tA-B O fol,=fésl,of="1.
» A kompozicidé miivelete asszociativ.

Cgof

ho(gof) = (hog) of
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