Diszkrét matematika 1. feladatok

1. Teljes indukcio

1.1. Konnyebb

Teljes indukcioval bizonyitsd be az alabbi Gsszefliggéseket:

1
1. 1+2+3+...+n:@.
2 12+22+32+...+n2:”(”+1)(2n+1)
. ! .
1 2
3. 1'2+2'3+'~+n(n+1):%_

n(n+1)~-~(n+m).

4.1-2---m+2-3---(m+1)+--+nn+1)---(n+m-1) = 1

5. 13422433+ 40P =(142+3+---+n)
1 1 1 n—1

2 23 T e T T

720428+ 224 g2 =2l

Adj zart formulédt a kovetkezo Osszegekre:
8 1+3+5+---+(2n—1).
9.1-2:342-3-44---4+n-(n+1)-(n+2).
10. 12 -22 +3%2... + (=1)""1n2

1.2. Nehezebb

Adj zart formulat a kévetkezd Gsszegre:

1. 144240+ +nt.

2. Halmazok

2.1. Konnyebb

1. Milyen 0Osszefiiggés van az aldbbi hdrom halmaz ko6zott?
N = {természetes szdmok}
N’ = {a természetes szdmok halmaza}
N” = {N}
2. Az A halmazt definidljuk a kévetkezd médon: A = {1978-ban Budapesten sziiletett ikerparok}.
Kati és Jancsi ikrek, akik 1978-ban sziilettek Budapesten. Igaz-e, hogy
a) Jancsi € A; b) {Kati, Jancsi} € A; c) {Kati, Jancsi} C A; d) {(Kati, Jancsi)} C A?

3. Igaz-e, hogy © = {0}?

4. Legyenek x és y halmazok. Az alabbi halmazok koziil melyekre igaz, hogy x eleme, x részhalmaza, x se nem eleme, se

nem részhalmaza: {{z},y},z, 0Nz, {z} \ {{z}},{z} Uz, {z} U{OD}.



5. Keresstunk olyan A, B, C' halmazokat, melyekre
ANB#Q, ANC =0, (ANnB)\C =0Q.

6. Legyen A = {p(x) polinom gyokei}, B = {gq(x) polinom gyokei} és r(x) = p(x)q(z). Hogyan fejezhetjiik ki az r(x)
polinom gyokeit A-val és B-vel?

7. Melyik az az s(z) polinom, melynek gyokei D halmazira D = ANB, ahol A és B az eléz6 feladatban szerepld halmazok?

8. Allapitsd meg, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak tetszéleges A, B, C' halmazokra:
(AUB)\ A= B; (AuB)\C =AU (B\C); (A\B)NC=(ANnC)\B=(AnC)\ (BNC(O).

9. Bizonyitsd be, hogy ANBCC < AC BUC.
10. Igazoljuk, hogy A A O = A, ANA=0, AA(BAC)=(AAB)AC, AN (AAB) = B.
11. Fejezziik ki a A és N segitségével a kovetkezSket: AU B és A\ B.
12. Hozzuk egyszer(ibb alakra a kovetkezd kifejezést: (AU (ANB)U(ANBNC))N(AUuBUCQC).

13. Bizonyitsuk be, hogy
a) ANB = AUB; b) A\ B = ANB; c) A\(BNC) = (A\B)U(A\(C); d) A\(BuUC) = (A\B)\C.

14. Bizonyitsd be a kivetkezd osszefiiggést: (ANBUC)NAUBUC = AUBUC.

2.2. Nehezebb

1. Bizonyitsd be, hogy ha Aj,... A, halmazok, akkor x pontosan akkor eleme az A; A --- A A, halmaznak, ha x az
Aq,... A, halmazok koziil paratlan soknak eleme.

3. Relaciok, fiiggvények

3.1. Fogalmak

Rendezett par Az (z,y) rendezett pdr fogalmat gy szeretnénk definidlni, hogy (z,y) = (u,v) akkor és csak akkor tel-
jesiiljon, ha x = u és y = v. (ezt formdlisan igy jeloljik: (z,y) = {{z},{z,y}}). Az (x,y) rendezett pér els6 koordinitédja x,
a masodik y.
Descartes-szorzat Az XY halmazok Descartes-szorzatéan az aldbbi halmazt értjiik:

XxY ={(z,y):z e X,yeY}.
Binér relaciék Egy halmazt binér reldcionak neveziink (vagy kétvaltozos reldcidnak), ha minden eleme rendezett par. Ha
R egy binér relacid, akkor (z,y) € R helyett gyakran ezt {rjuk: xRy, szavakkal x és y kozott fenndll az R reldcio.

Legyen most X =Y, valamint R egy binér reldcié X x X-en. Azt mondjuk, hogy R

-tranzitiv, ha minden z,y, z-re xRy és yRz esetén xRz teljesiil (pl. <, <);

-szimmetrikus, ha minden z, y-ra xRy esetén yRx teljesiil (pl. <);

-antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra xRy és yRx esetén z = y (pl. <);

-reflexiv, ha minden z-re zRx teljesiil (pl. =);

-trichotom, ha minden z,y esetén x = y, xRy és yRx kozll pontosan egy teljesiil (pl. <).

R részben rendezés, ha tranzitiv, antiszimmetrikus és reflexiv.
Fiiggvény A fiiggvény (vagy leképezés) egy olyan f reldcid, melyre, ha (x,y) € f és (z,y’) € f, akkor y = y/. Magyarul
minden z-hez legfeljebb egy olyan y 1étezik, melyre (z,y) € f. Az y elemet az f fliggvény x helyen felvett értékének nevezziik
és a szokdsos médon jeldljiik: f(x) =y (esetleg f: z — y).

Az f fuggvényt injektivnek (magyarul kélesoénosen egyértelmiinek) nevezziik, ha f(z) = y és f(z') = y esetén z = 2'.
Ezt gy is fogalmazhatjuk, hogy kiilonb6z6 elemek képe kiilonb6zo.

Egy f: X — Y fiiggvényt sziirjektivnek neveziink, ha minden y € Y elemhez létezik egy = € X, hogy f(x) = y, magyarul
az egész Y el6éll az [ képeként.

Ha f injektiv és sziirjektiv is, akkor bijektivnek mondjuk.
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4.1.

Konnyebb

. Keressiink olyan relaciét, amely

a) reflexiv, de nem tranzitiv; b) antiszimmetrikus és reflex{v; c) antiszimmetrikus és nem tranzitiv;
d) nem reflexiv, nem tranzitiv; e) reflexiv, nem tranzitiv, szimmetrikus; f) nem tranzitiv, de trichotém;
g) semmi (nem reflex{v, nem tranzitiv, nem szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, nem trichotém).

. N x N-en definidljunk egy R reldciét a kovetkezéképpen: (mq,n1)R(ma,ng), ha my < mgy és ny < ny. Mutassuk meg,

hogy R részbenrendezés.

. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban az R relaciéval az NxN részben rendezett halmaz minden nemiires részhalmazanak

van minimalis eleme. Hogyan kereshetjiik meg?

Mutasd meg, hogy ha p és o szimmetrikus relacidk S-en akkor a kévetkezék ekvivalensek:
a) poo szimmetrikus b)) poo =009

. Legyen az R C N x N reldcié olyan, hogy nRm(n,m € N) igaz, ha n és m kozos primosztéinak a szdma péros.

Vizsgéljuk meg R tulajdonsdgait (ti. fenndlnak-e a kovetkezdk: reflexiv, tranzitiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus,
trichotém).

. Legyen R C A x A: Vizsgaljuk R™! o R (reldciészorzat jeloléssel), illetve R o R™! (fiiggvényszorzat jeloléssel) tulaj-

donsagait (ti. fenndlnak-e a kovetkezdk: reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv).

Legyen R binér reldcid, tovdbbd dg = {z : van y, amire (z,y) € R}; or = {y: van z, amire (z,y) € R}.
Adjuk meg a dg,or, R, RoR,R"' o R,Ro R~ halmazokat, ha
a) R={(z,y) : 2,y € N és z osztdja y-nak}; b) R={(z,y):z,y € R és 2z > 3y}.

. Legyenek f: X —Y,g:Y — Z leképezések. Mutasd meg, hogy

a) ha f, g injektiv, akkor fog injektiv; b) ha f, g sziirjektiv, akkor f o g sziirjektiv;  c) ha f, g bijektiv, akkor fog
bijektfv.

. Legyen A = {a nem negativ egészek}, B = {pédros szdmok}. Konstrudlj bijektiv leképezést az A és B halmazok kozott.

Konstrualjunk bijektiv leképezést két tetszbleges sikbeli szakasz kozott.

Definidljunk Z-n két relaciét az aldbbi mddon, és vizsgéljuk Ry és Ro tulajdonsdgait (ti. fenndlnak-e a kovetkezék:
reflexiv, tranzitiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, trichotém).
a) zRqy, ha 22 + y? oszthaté 2-vel;  b) 2Ryy, ha 22 — y? oszthatd 2-vel.

Fliggvény-e a kovetkezd reldacié? R C A x A, ahol A = { a sikbeli egyenesek}; aRb, ha a és b egyenesek &ltal
bezart (a kisebb) szog 60°: Vizsgdljuk a fenti reldci6 tulajdonsdgait (ti. fenndlnak-e a kovetkezok: reflexiv, tranzitiv,
szimmetrikus).

Legyen A = {olyan egyenldszari hdromszogek, amelyeknek az alaphoz tartozé magassdguk egyenld egy rogzitett m > 0
szdmmal}, B = {y : y > 0,y valés}. Definidljuk az R C A x B reldciét a kovetkezOképpen: aRb,a € A,b € B, ha
az a hdromszog teriilete b. Mutassuk meg, hogy R fliggvény, és vizsgdljuk ennek a fliggvénynek a tulajdonsdgait (ti.
fennalnak-e a kovetkezdk: sziirjektiv, injektiv, bijektiv).

Nehezebb

Elemi kombinatorika

Konnyebb

. Az 6sszes lehetséges médon kitoltiink TOTO—Szelvényeket. Hény szelvényt toltottiink ki?

. Egy dobozban 10 piros, 20 fehér és 40 zo6ld golyd van, ezekbdl hiizunk. Héanyat kell hiznunk ahhoz, hogy

a) fehér;  b) 3 kiilonboz6 szinll;  ¢) 3 azonos szinfl;  d) 5 azonos szinfi;  e) 15 azonos szinli; ) két egymés
utani zold huzas legyen?

. Egy futdéversenyen 25-en indulnak. Hényféle sorrendben érhetnek célba (ha mondjuk nincs holtverseny és mindenki

célbaér)?

Hanyféleképpen lehet a MISSISSIPPI sz6 betiiit leirni gy, hogy a négy S betli ne keriiljon egymads mellé?
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. Mekkora az a minimalis osztalylétszam, ahol teljesiil, hogy

a) van négy didk, aki ugyanabban a hénapban sziiletett; b) minden hénapban van 3-3 sziiletésnap?

. Legfeljebb hany természetes szam adhaté meg ugy, hogy semelyik ketté kiillonbsége ne legyen oszthatd nyolccal?

Hény T OTO-t kell kitélteniink ahhoz, hogy legyen olyan szelvényiink, amin legalabb 5 taldlatunk van?

. Hany részhalmaza van az {1, 2, ..,20} halmaznak? Hény részhalmazdra teljesiil, hogy

a) az 1 benne van;  b) 1 és 2 is benne van;  ¢) 1, vagy 2 benne van?

. Hany hatjegyli szamra igaz, hogy

a) a szomszédos szamjegyei kiilonboznek;  b) minden jegye kiilonb6z8;  ¢) pontosan egy jegye 0, d) van 0 a jegyei
kozott?
Hény olyan sorrendje van az 1,2, ...,n szdmoknak, melyben az 1 és a 2 nem lehetnek szomszédosak?

Az (a + b)?? kifejtésében mi az egyiitthatéja az a'*b®-nak, valamint az a'7b®-nek?

Héany Ut vezet a 3 x 10-es sakktabla bal als6 sarkabdl a jobb felsObe, ha csak fel, jobbra, vagy jobbra-fel atlésan
léphetiink?

Adott a sikon két parhuzamos egyenes, az egyiken p, a masikon ¢ pont. Hany olyan haromszdg van, melynek csicsai
az adott pontok koziil valok?

Jeloljitk C}'-val az 2" Fyk egyiitthatéjat az (z+y)" kifejezésben! Ezen szdmokbdl késziil a Pascal-hdromszég. Adjuk

Ossze a Pascal-haromszog n-edik sordnak elemeit! Mit kapunk? Adjuk Gssze a Pascal-haromszog n-edik sordnak elemeit
most valtakozé elGjellel! Most mit kapunk?

Mutasd meg, hogy megadhaté két kiilonbozé természetes szam, n és k gy, hogy 2" — 2% oszthaté legyen 711-gyel!

Egy bolha ugral az egyenes egész pontjain jobbra-balra, masodpercenként egyet. Ha az origébdl indul és egy percig
ugral, hanyféleképpen tud eljutni a 424 pontba?

Hényféleképpen lehet felbontani, ha a sorrend szamit
a) a 100-at 7 pozitiv egész szdm Osszegére; b) a 200-at 12 természetes szam Osszegére; c) a 12-t olyan Osszegre,
melyben csak 1 és 2 szerepel?

Hény olyan szam van sszesen (akarhanyjegyti lehet), melyben a szdmjegyek balrdl jobbra olvasva a) szigorian monoton
novekedve; b) szigorian monoton csékkenve kovetik egymadst?

Egy osztdly 30 tanuldja koziil a matekot 12, a matekot és a fizikdt 5, a fizikat 14, a matekot és a kémiat 4, a kémiat
13, a fizikat és a kémiat 7, mindharmat 3 szereti. Hanyan vannak, akik semelyiket nem kedvelik?

Bizonyitsd be, hogy a)) (;11) = () + (1) B) () + () +---+ (1) = ("3").

Egy 25 £6s osztalyban kiilldottséget valasztanak, mely 6 fobdl all, majd ezen hat emberbél egy-egy igazgatdt és titkart
valasztanak. Hanyféleképpen torténhet ez, ha egy ember csak egy tisztséget viselhet?

Hozd minél egyszertibb alakra az alabbi kifejezést: 1(7) +2(5) +n(7) =?

Hényféleképpen lehet n darab egyforintos érmét szétosztani k ember kozott szétosztani? Es ha mindenki kap biztosan
legalabb egy forintot?

A cukraszdaban Gtféle siteményt arulnak: ludlabat, gesztenyés kockat, dobostortat, minyont és fatorzset. Mindegyikbdl
van még legalabb 20. Hanyféleképpen ehetiink meg hérmat, ha a) szamit a sorrend, b) nem?

Hény 100-nél kisebb természetes szam van, mely 2,3 és 5 egyikével sem oszthato? Es hény olyan 1000-nél kisebb, mely
2,3,5 és 7 egyikével sem oszthatd?

Szita formula: adott egy A halmaz és annak n részhalmaza: A, As, ..., A,. Ekkor A azon elemeinek szdama, melyek
egyik A;-ben sincsenek benne, |A| — > [Ai| + > |AiN A = > JANA NA| +---+ (-1)"A1N---NA,L

Hényféleképpen lehet 100 rekeszben 30 golyodt elhelyezni gy, hogy minden rekeszben, amelyikben van golyd, pontosan
6 darab van és a) a golydk egyformdk;  b) a golyok kiilonbozbek, és minden rekeszben figyelembe vessziik a golydk
sorrendjét;  c¢) a golyok kiilonbozbek, de a rekeszben nem vessziik figyelembe a golydk sorrendjét?

Egy 2x12-es sakktabla hanyféleképpen fedheté le 2x1-es domindkkal (melyeket vizszintesen és fliggélegesen tehetlink
le)?



28. Az 52 lapos francia kartydban négy szin mindegyikébél 13-13 darab van, minden szinbél egy asz van. Négy jatékosnak
osztunk 13-13 lapot. Héany kilonb6zo leosztas van? Hény olyan, amikor mindenkinek van dsza? Hany olyan, amikor
minden asz egyvalakinél van?

29. Hanyféleképpen lehet sorbarendezni n nullat és k egyest gy, hogy két egyes ne keriiljon egymas mellé?

30. Artir kirdly Kerekasztalanal 12 lovag iil. Mindegyikiik haragban van a kozvetleniil mellette iil8kkel. Ot lovagot kell
kivdlasztani, akik kiszabaditjék a kirdlylanyt. Hanyféleképpen tehetjiik meg ezt ugy, hogy ne legyenek ellenségek a
lovagok kozott? Es ha n lovagbdl kell k-t kivalasztani?

4.2. Nehezebb
1. ..

5. Komplex szamok

5.1. Fogalmak

Uj jel: i, amire igaz: i2 = —1.

Minden z komplex szam a kovetkez6 alakba irhatd: z = a + 4 - b, ezt nevezziik 2z algebrai alakjanak. a-t a komplex szam
valos részének, b-t pedig a képzetes részének nevezziik. A z konjugdltja a Z = a — i - b komplex szdm. Egy z komplex szam
abszoliit értéke a |z| = (a® 4 b?)'/? szém.

Komplex szamok trigonometrikus alakja: z = |z| - (cosa + i - sina)). Ha 0 # z € C, akkor a —7w < a < 7 sziget z
argumentuméanak nevezziik.

Komplex szadmok szorzdsa. Legyen z = |z| - (cosa + i - sina) és w = |w| - (cosf + i - sinf3). Ekkor kénnyen belathatd, hogy
z-w=|z-w|- (cos(a+ B)+i-sin(a+ B)). Ebbdl kovetkezik, hogy minden nem nulla z komplex és minden n természetes
szémra 2" = |z|™ - (cos(na) + i - sin(na)).

5.2. Konnyebb

1. Fejezd ki algebrai alakban a kovetkezd szamokat:
a) (3+i)(2+3i); b) (1-2))(5+4); c) (2-5i)%; d) (1—1i).
2. Ird a lehetd legegyszeriibb alakba a kévetkezd kifejezéseket:
1 1 1
3- b)) 5 8 d) —- Z-f) —.
3. A kovetkez6 szamokat fejezd ki algebrai alakban:

3+4i V3 —i 1 1 1 1 1 1
. b . . d . . f .
Vi DA Ym0 Yeooare) Yire 2o Daimitirw
4. Add meg az a és b valés szdmok értékét, ha:
a) (a+bi)(2—1i)=a+3i; b) (a+)(1+bi)=3b+ ai.
L2
T+yi | 1+ 3

5. Legyen =1, ahol x és y valds szamok. Add meg z és y értékét!

6. Add meg a kovetkezo szdmokat trigonometrikus alakban:

1 2 )
a) V3+i; b)l—i; c)4i; d) —3; e) \/30 - f) +3i,
—i

544

g) 3—4i; h) —2+i.

24
1 . 9 -
7. Szémitsd ki a kovetkezd kifejezéseket a trigonometrikus alak felhasznaldsaval: a) H; b) (1 — \/32 Z) .
— 1

8. Add meg a —7 — 247 komplex szdm négyzetgyokeit algebrai alakban.

9. Vonjunk négyzetgyokot a kovetkezd szdmokbdl: a) 3 — 4i;  b) 2i; ¢) 8 + 6i.
10. Oldd meg a kovetkezd masodfoki egyenletet: (2 +i)z? — (5 —i)x + (2 — 2i) = 0.
11. Szamold ki a z = —16 - /3 + 167 szam 6todik gydkeit!

12. Vonj harmadik gyokot a) 1- b6l;  b) 2 + 2i-bél.

—4
(2414)3°

13. Vonj negyedik gyokot a kovetkezo szambol:



14.

15.

16.

17.

18.

6.

Bizonyitsd be a komplex szamok segitségével, hogy egy paralelogramma &atléinak négyzetosszege egyenld az oldalak
négyzetosszegével.

Abrézoljuk a z = 2+ ¢ komplex szamot a Gauss-szamsikon vektorral. Adjuk meg algebrai alakban és abrazoljuk
ugyanezen az dbran a kovetkezbket:  —z; Z;  —Z; iz, —iz.

Mi a geometriai jelentése a kovetkezdknek:
, . ) 1 3. . ) 2r . 2m . )
a) |z1 — 2z2];  b) i-vel val6 szorzds ; c) 3 + gz—vel valé szorzds; d) cos — + sin —-nel valé szorzés.
n n

Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfelelé komplex szamokra

z—31
2) |ol =2Re(); b) [E2°

1
;o )z==; d)z=—=3; e)lz] =iz
z

N

_ 9
A z = z + yi komplex szamnak a Gauss szamsikon feleltessiik meg a Z pontot. Tudjuk, hogy a : n 4Z
z

komplex szam

valés része zérus. Bizonyitsuk be, hogy Z mértani helye egy koron van rajta. Keressiik meg a kor kozéppontjat, és
mutassuk meg, hogy a sugara /5.

Nehezebb
1. Mivel egyenld a kovetkezo kifejezés, ha n € N: (1 4+ cosa + isina)™?
. . . sin ”T'Hx sin ¢
. Mutasd meg, hogy sinz + sin2x + --- +sinnr = —=—7—=-.
sin £
2
) , 9 5 9 n  cos(n+ 1)xzsinx
. Bizonyitsd be, hogy cos“x + cos*2x +---+cos“nx = — + ———————
2 2sinx
Szamelmélet
Konnyebb

6.1.

. Allapitsd meg, milyen maradékot adnak a természetes szamok négyzetei 3-mal és 5-tel osztva.

N gk @

10.

11.

12.

13.

Igaz-e, hogy minden 3-nal nagyobb p primnek van 6-tal oszthat6 szomszédja?

Bizonyitsd be, hogy n® — 5n3 + 4n oszthaté 120-szal. (n tetszdleges egész szam.)

Bizonyitsd be, hogy 665|36" — 26n,

Bizonyitsd be, hogy 6t egymast kovetd egész szam négyzetének az Osszege nem négyzetszam.
4

Bizonyitsuk be, hogy 30 osztéja az mn(m?* — n*) szdmnak, barmilyen m, n egész szdm esetén.

A szultdn 100 celljaban szaz rab raboskodik. A szultéan lekiildi egymés utdn 100 emberét. A k-adik alkalommal
lekiildott ember minden k-adik cella zarjan allit egyet, ha nyitva volt, bezarja, ha zarva volt, akkor kinyitja. Kezdetben
minden cella zarva volt. Mely sorszamu celldk lesznek a végén nyitva?

. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy n természetes szamnak ugyanannyi paros osztéja legyen, mint

ahany paratlan?

. Az euklideszi algoritmussal szamitsd ki az aldbbi szampérok legnagyobb ko6zos osztdjat, és add meg a legkisebb kozos

tobbszorostiket is.
a) a=86,b=31; b)a=139,b=102; c)a=255b=111; d) a=332,b=88.

Oldd meg az alabbi diofantikus egyenleteket:
a) 172z + 62y = 38; b) 82z + 22y = 34; c¢) 450z + 86y = 100; d) 125z + 45y = —20.

Oldd meg az aldbbi kongruencidkat:
a) 21z = 14 (mod 35); b) 1722 =6 (mod 62); c¢) 3z =8 (mod 13); d) 12z =9 (mod 18).

Keresd meg a kovetkez6 egyenletek egész megolddsait kongruencidk felhasznalasaval: a) 84x+37y = 2; b) 41x+30y =
3.

Bontsd fel 463-at két természetes szam Osszegére Ugy, hogy az egyik szam oszthatd legyen 14-gyel, a masik 23-mal.
Oldjuk meg a feladatot kongruencidk segitségével.



14.

15.

16.

6.2.

Oldd meg a kévetkezo kongruencia-rendszert:
52 =3 (mod 7)
3z =7 (mod 8).

Oldd meg a kovetkezo kongruencia-rendszert:
x =2 (mod 3)
x =3 (mod 4)
z =1 (mod 5).

Oldd meg a kovetkez6 kongruencia-rendszert:
4z =2 (mod 3)

3x =2 (mod 7)

92 =7 (mod 11).

Nehezebb

1. ..



