5. óra
Pluszminusz
Az "injektív" fogalma volt.
A továbbiakban tételezzük fel ezt a 4 állítást
X és Y ≠∅
f: X→Y
A,B⊆ X C,D⊆ Y
ABCD lehet üres is.
(∅ képe és ősképe ∅.)
Bizonyítsuk be, hogy
(Kép) f[A] ∪ F[B] = f[A ∪ B]
Ebben és a következő két feladatban egyenlőségeket kell bizonyítanunk, vagyis kétirányú tartamlazást. (⊆ és ⊇)
y∈ f[A] ⇒ ∃x∈A: y=f(x)
x∈ f[B] ⇒ x∈A∪B ⇒ y=f(x) =f[A∪B] Ezzel beláttuk a ⊆ irányú tartalmazást
y∈ f[A∪B] ⇒ ∃ x∈ a∪B : y=f(x)
x∈A ⇒ y∈ f[A] ∪ f[B] Ezzel beláttuk a ⊇ irányú tartalmazást.
(Őskép) f-1[C] ∪ f-1[D] = f-1[C ∪ D]
x∈f-1[C∪D] ⇒ f(x)∈C∪D ⇒ f(x)∈C ∨ f(x)∈D ⇒ x∈ f-1[C] ∨ x∈ f-1[D] ⇒ x∈ bal oldal
Jobb oldalra ugyanez, csak megfordítjuk az implikációkat.
f-1[C] ∩ f-1[D] = f-1[C ∩ D]
Előző feladat alapján, csak fejre állítjuk a műveleti jeleket. (∪ →∩) (∨ → ∧)
f[A ∩ B] ⊆ f[A] ∩ f[B]
y∈f[A∩B] vagyis ∃x∈A∩B: f(x)=y
x∈A ⇒  y∈f[A]
x∈B ⇒ y∈f[B]
x∈A és x∈B ⇒ y∈f[A]∩f[B]
Miért nem f[A ∩ B] ⊋ f[A] ∩ f[B]
Olyan y-t keresek, ami a jobb oldali kifejezések valamelyikében benne van, de bal oldaliban nincs. Véges halmazon lehet értelmezni ilyen függvényt.
Ha a=B vagy A⊆B vagy B⊆A akkor egyenlőség áll fenn.
f=négyzetfüggvény vagy abszolútértékfüggvény is lehet.
A={-1}
B={1}
Bal oldali metszet ∅, aminek f szerinti képe ∅, Jobb oldalt metszet 1…
f bijektív ⇔ ∀B⊆X: f[X\B]=Y\f[B]
Ha f nem bijektív (vagy nem szürjektív vagy nem injektív), akkor melyik halmaz sérti meg a feltételt?
Nem szürjektívre cáfolás: Ha B=∅ akkor f[X]=Y de (???)
TFH f szürjektív: Y helyett írhatom, hogy f[X]: jobb oldal: f[X\B]=f[X]\f[B]
Ez pont a legutolsó feladat, annyi módosítással, hogy A=X.
f injektív ⇔ ∀A,B⊆X: f[AΔB] =f[A]Δf[B]
y∈f[A]Δf[B]
y∈f[A]∧ y∉f[B]
∃ x y=(x)
∀ x': y≠f(x')
Tehát X∉B ⇒ X∈AΔB y=f(x)∈ f[AΔB] Ezzel ⊇ bizonyítva.
Most a másik irányba: Cáfoljuk, ha f nem injektív: ∃a,a'∈X: a≠a' ∧ f(a)=f(a')
A={a} B={a'} Ilyenkor a két halmaz Δ-ja a két halmaz ∪-ja, és a képek külön-külön (???)
A={a,a'} B={a'} AΔB={a} még így is sérül az állítás.
Fordított irányú tartalmazás: f injektív
y∈f[AΔB]
∃x∈AΔB:y=f(x)
x∈A ∧ x∉B
f(x)∈f[A], ∀x'∈B: f(x')≠y ⇒ y∉f[B] Tehát y∈f[A]Δf[B]
f injektív ⇔ ∀B⊆A⊆X: f[A\B] =f[A]\f[B]
B⊆A⇒AΔB Ezután az előző feladat mása.
Bizonyítsuk be, hogy f∘g∘f-1 involúció, ha g: A→A involúció és f: A→B bijektív
Involúció = f inverze önmaga.
Bizonyítsuk be, hogy (f∘g∘f-1)-1= f∘g∘f-1
Relációk kompozícióját úgy invertáljuk, hogy f-1-1∘g-1∘f-1
Inverz inverze az eredeti: f∘g-1∘f-1 . Tudjuk, hogy g involúció: f∘g∘f-1
f: √x: x∈ [0;1]
g(x)=1-x: x∈ [0;1]
h(x)=√(1-x2) x∈ [0;1]
y=√(1-x2)
y2=1-x2
x2+y2=1
Egységkör első síknegyedbe eső része.
Geometriai involúció
Grafikonja szimmetrikus az y↦x tengelyre.
Alsó egészrész ⌊x⌋/x
g(x) = ⌊x⌋/x x∈ ℝ\{0}
Alsó egészrész = ⌊x⌋ = lefelé kerekítem egészre. π=3 ; -π=-4
f: (0;1) → ℝ
domain(f∘g)=?
0<⌊x⌋/x<1
Mely számok nincsenek bene a domain-ben?
x nem lehet ℤ (egész), mert akkor g(x)=1
x nem lehet negatív, mert akkor g(x)>1 0>⌊x⌋>x
x nem lehet kisebb 1-nél, mert akkor g(x)=0 0<⌊x⌋<x
domain(f∘g)=(1;\8)\ℕ
Következő órán konzultáció, majd új anyag; kombinatorika.
Kombinatorika
Hányféle, hányféleképp.
Ismétlés nélküli permutáció
Van n elemem, hányféleképpen állíthatom sorrendbe őket.
n * (n-1) … 2*1 = n! (faktoriális)
(???) mintavétel, ahol (???) a sorrendre.
Bizonyítás teljes indukcióval:
n=1	1 (1)
n=2	12, 21 (2)
n=3	123, 132, 213, 231, 312, 321 (6)
n→n+10
Indukciós lépés: (kétféleképpen) 
aRb: a és b (n+1)-ik tagja azonos. ekvrel, osztályfelbontás az összes lehetséges sorbarendezések halmazán. (n! féleképpen tudom rendezni.) n!+n!...n! (n+1)n!=(n+1)!
{a1..an}[1..n]
a1, a2, a3, … an-1, a1
n-1 osztásköz van.
n+1 -et betehetem n+1 helyre
n!(n+1)=(n+1)!
Ismétlés nélküli variáció
30 ember közül kiválasztok elnököt, titkárt, jegyzőt.
30*29*28=
n*(n-1)…(n+1-k)=
n elem k-adosztályú ismétlés nélküli variációja.
Visszatevés nélküli mintavétel ahol tekintettel vagyunk a sorrendre.
Ismétlés nélküli kombináció
Nincs tekintettel a kiválasztás sorrendjére.


n elem k-adosztályú ismétlés nélküli kombinációja.
Visszatevés nélküli mintavétel ahol nem vagyunk tekintettel a sorrendre.
Példák
Hagyományos póker: 
Ötös lottó egy szelvényét ennyiféleképpen tudom kitölteni: 
Ismétléses permutáció
Van r-féle tárgy, i1..ir darab mindegyikből. (Pl.: 10 zöld golyó, 3 piros golyó, 7 kék golyó)

(???) mintavétel, ahol (???) a sorrendre.
Speciális esetek
r=1 esetén: 1
i1=…=ir=1 esetén: ismétlés nélküli permutáció

Ismétléses variáció
7 jegyű telefonszámok. Hányféle? 
n elemű halmaz k hosszú sorozat n*n*…n (k-szor) = 
n elem k-adosztályú ismétléses variációi.
Visszatevéses mintavétel tekintettel a sorrendre.
Ismétléses kombináció
111 112 122 222
113 133 333
222 223 233 (10 db)
n elemből kiválaszthatok k darabot (sorrendre nincs tekintettel, ismétlést megengedem)
a1..ak∈[1..n] sorozatból monoton növekvő sorozatok kiválasztása.
a1≤a2≤…ak TODO
b1=a1 b2=a2+1
bi=bi+i-1
bk=ak+k-1≤n+k-1

Visszatevéses mintavétel ahol nem számít a mintavétel sorrendje.
Egyszerű példa: Termék i db r féle jellemzővel hány féle lehet maximum?
r féle jellemző
i1…ir féle lehetséges értéke
egymástól függetlenül
i1*…ir féleképpen tudjuk a terméket legyártani.
Pl.: Ásó. 3 féle nyélhossz, 5 féle fej alak, 2 féle (görbe vagy egyenes) nyél: 3*5*2=30 féle ásó.
(Tanár példája magzatot kikaparó "küret kanál" 3 féle lyukméret, 5 féle hossz, 2 féle (merev vagy hajlítható) nyél: 3*5*2=30 féle küret kanál.)
Binomiális tétel

Zárójelpárok kiválasztása.
Speciális esetek a=1 esetén:
b=1 2^n=∑k=0→n (n|k) ("Vagy beleteszem vagy nem." 2^n lehetőség.) TODO
[bookmark: _GoBack]b=-1 ∑k=0→n (-1)^k(n|k)=0, ha n≥1 TODO
Polinomiális tétel
[image: (a_1 + a_2 + ... + a_k)^n = \sum_{i_1 + i_2 + ... + i_k = n} \frac{n!}{i_1! i_2! ... i_k!} \cdot a_1^{i_1} a_2^{i_2} ... a_k^{i_k}]TODO 
TODO
Van n darab zárójelpárom, kiválasztok zárójelpárokat arra, hogy x1-et x2-t… xr-t vegyek belőle.
Ismétléses permutációval dolgozunk.
Speciális esetek:
x1…xr=1 és n prím
Ha i1…ir közül egyik n, többi 0, akkor a tört = 1
Ha i1…ir <n ⇒ összeg faktoriálisa/faktoriálisok szorzata (számláló osztható n-nel, nevező egyik faktoriálisa sem osztható n-nel.) ⇒ a tört osztható lesz n-nel.
Tehát ha n prím, akkor r^n ugyanannyi maradékot ad n-nel osztva, mint r. Pl.: r=3 n=7 esetén: 3^7 mod 7=3; 3 mod 7=3.
Polinomiális tétel alkalmazása
(a + b + c + d + f)9 esetén az a3bc2d2f tag együtthatója:

|A|=n; |B|=m; Hányféleképpen létesíthetek függvényt és injektív függvényt A és B között?
Függvényt
Speciális eset, ha m=1. A minden elemét ehhez az egy elemhez rendelem.
Ha m=2. Hányféleképpen írhatok fel n hosszú bitsorozatot? 2^n
Általánosítsunk! A megoldás m^n, mert: Felsorolom az A elemeit, m féleképpen rendelhetek minden eleméhez.
B^A={f függvények: domain f=A range f⊆B} |B^A|=|B||A|
Injektív függvényt
m<n: 0 féleképpen.
m≥n: A elemit felsorolva, elsőhöz hozzárendelek valamit, a másodikhoz valamit, de legyen különböző az összes előzőtől.
Általánosítsunk! Váltanunk kell ismétlésesről ismétlés nélküli variációra. m*(m-1)…(m+1-n)=
Egyiket a másikba n! féleképpen tudom bijektív módon leképezni.
HF lehetséges megoldásai
f(x)=1-|x| x∈{-1,0,1}
f(x)=|1/x| x∈ℝ\{0}
f(x)=-signum x x∈ℝ
x↦2x mod 6
HF
A, B, C ≠ ∅ 
f: B→C g: A→B
f szüfjektív ∧ g szürjektív ? f°g szürjektív
Melyik irányba igaz az involúció?
Update: Nem írtam meg (, azt hittem nincs HF).
HF ponthatárok
1: 0-5
2: 5-8
3: 8-10
4: 10-13
5: 13-max
Jövő hét csütörtökön nem lesz óra, pénteken nem lesz pluszminusz.
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