4. óra
Új jelölések:
R0=Identitás. Minden elem önmagával és csakis önmagával van relációban. {(a,a):a∈A}
Rn=reláció önmagával vett kompozíciója n-szer R∘R…∘R n-szer.
Bizonyítsuk be, hogy…
R reláció akkor és csak akkor tranzitív, ha R∘R⊆R
Tranzitivitás fogalma: xRy és yRz ⇒ xRz
R∘R=(???)
Könnyebb bizonyítani, hogy: Ha nem tranzitív, akkor nem áll fenn az R∘R⊆R tartalamzás.
∃a, b, c: aRb  ∧ bRc ∧ ¬aRc
aRb  ∧ bRc ⇒ (a,c)∈R∘R
¬aRc ⇒ (a,c)∉R
Ellentmondás!
Ez balra bizonyítja az implikációt.
Most jobbról:
∀a,b,c aRb ∧ bRc ⇒ aRc
aRb ∧ bRc ⇒ (a,c)∈R∘R
aRc ⇒ ∈R
Mindkét irányt bizonyítottuk.
(Q∘R)-1=R-1∘Q-1
R-1∘Q-1={(c,a) ∃b (c,b) ∈ Q-1 ∧ (b,a) ∈ E-1} → bQc aRb → (a,c) ∈ Q∘R → (c,a) ∈ (Q∘R)-1
Tranzitív relációk metszete tranzitív (2 tagú metszetre)
Konvex halmazok metszete (???) alapján:
(a,b)∈R∩Q és (b,c)∈R∩Q ⇒ (a,c)∈R∩Q
Miért?
Benne van a metszetben:
(a,b)∈R∩Q  = (a,b)∈R ∧ (a,b)∈Q
(b,c)∈R∩Q = (b,c)∈R ∧ (b,c)∈Q
(a,c)∈Q ∧ (a,c)∈R ⇒ (a,c)∈R∩Q



Mondjunk ellenpéldát a tranzitív relációk uniójának tranzitivitására. (2 reláció önmagában tranzitív, de ketten együtt nem azok.)
Tranzitivitás tagadása: van olyan a, b, c hármas, amelyben aRb, bRc, de ¬aRc.
Kételemű halmazon vizsgáljuk a nem üres relációkat:
A={1,2} ">"={(2,1)} "<"={(1,2)} "<"∪">"={}
(a,b)∪(b,c)≠(a,c)
R antiszimmetrikus, mi lehet az R∩R-1 reláció?
Identitás. Csak egyenlőket tartalmaz.
R szimmetrikus akkor Rn (R∘R∘…∘R) is szimmetrikus.
Ha n=0, akkor identitás.
Ha n=1, akkor önmaga.
Ha n=2, akkor (a,c)∈R2=∃b (a,b), (b,c)∈R Szimmetrikus, ezért (b,a), (c,b)∈R 
Szimmetrikus reláció inverze önmaga.
Ha n, akkor a halmazokat felrajzolom n+1-szer. Ha n lépésben eljutok a-ból b-be, akkor n lépésben eljutok b-ből a-ba. Tehát az Rn szintén szimmetrikus lesz.
c0=a, cn=b ∀i∈[1..n]: ci-1Rci ⇒ aRnb Mivel szimmetrikus, ciRci-1 bRna
Ha R⊆R-1 akkor fordítva is igaz. R⊆R-1 ⇒ R-1⊆R⇔?
Kimaradt, holnap pótoljuk.
Keressük Q, R szimmetrikus, Q∘R nem szimmetrikus
R={(a,b),(b,a)}
Q={(b,c),(c,b)}
Q∘R={(a,c)} (c,a) nincs benne.
Napi vicc
∃A⊆𝕂
Tranzitív lezárt
Tranzitív relációk metszete tranzitív.
Tranzitív lezárt.

aR+b ∧ bR+c
∃k,n∈ℕ: aRkb∧bRnc⇒aRk+mc
a-ból k lépésben eljutok b-be
b-ből n lépésben eljutok c-be,
ezért a-ból k+n lépésben eljutok c-be.
Ha a=N R="rákövetkezés relációja" Ekkor R+-ból nem vehetünk el.
Megengedem a nullát.
Reflexív tranzitív lezárt

Kényszerítem a reflexivitást.
(???)
R+-ból akkor nem vehetünk el, ha R={(i,i+1) | 1≤i≤n-1}∪{(n,1)}
R*-ból nem vehetünk el, ha R={(i,i+1) | 1≤i≤n-1}


Szakmai kihívás
Készíts programot, amelyben a felhasználó definiál egy relációt és a program igény szerint a tranzitív vagy reflexív tranzitív lezártját kiszámolja.
(Kiszámolom a kompozícióját, hozzáveszem. Kiszámolom a 3szoros kompozícióját, hozzáveszem… kiszámolom az n-szeres kompozícióját, hozzáveszem.)
Bizonyítsuk be, hogy A≠∅ R⊆A×A esetén (R∪R-1)* ekvrel! És mikor ekvrel (R∪R-1)+?
Biztosan reflexív és tranzitív, hiszen a * kényszeríti a reflexivitást. (*=reflexív tranzitív lezárt)
Szimmetrikus relációk (???)-e is szimmetrikus.
R∪R-1 mindenképpen: Ha a,b benne van R-ben, akkor R inverz miatt hozzá veszem a (b,a)-t is. Tehát szimmetrikus.
Hogy fog ebből következni a * szimmetriája? Reláció önmagával vett akárhányszoros kompozíciója szimmetrikus.
Kitérő
A={a, b, c}
Q=∅
R={(a,b)}
Q∪Q-1=∅
(Q∪Q-1)+=∅
R-1={(b,a)}
(R∪R-1)+={ (a,b),(b,a),(a,a),(b,b)} 
Kitérő vége
Tehát ahhoz, hogy szimmetrikus legyen, minden elemnek benne kell lennie vagy a domain-ben vagy a range-ben. És ezek uniója ki kell adja az alaphalmazt: dom(R) ∪ rng(R) = A
HF megoldása
1: 0Rx ∧ (x≠0 ⇒ ¬xR0)
2: Nem reflexív. 0=1*0=2*0 Létezni fog olyan r szám, amelyre ez fennáll, de ez nem egyértelmű. Márpedig az egyértelműséget mi megköveteltük.
3: ekvrel. Minden sorozat véges sok helyen tér el önmagától, egyik irányba 100 helyen tér el akkor másik irányba is 100 helyen fog eltérni. a-b-c esetén legfeljebb max(n,k) helyen fog eltérni a c-től
4: Nem tranzitív.
Ha R⊆R-1 akkor fordítva is igaz. R⊆R-1 ⇒ R-1⊆R⇔?
Inverz része az eredeti relációnak, akkor legyen része…(???)
(a,b) benne van az inverzben, akkor tudjuk, hogy az eredetiben is benne van. Ebből következik, hogy… (???)
Q⊆R ⇒ Q-1⊆R-1
TFH Q=R-1
R-1⊆R⇒(R-1)-1⊆R-1
R⊆R-1 Szimmetrikus.
Tranzitív lezárás inverze = inverz tranzitív lezártja
R rákövetkezés relációja
tr lez < jel
inverz megelőz
utóbbi tr lez > jel
Szülője őse gyereke
TODO lapról copy here, fentit értelmezni.
Reláció leszűkítése
R⊆A×B
C⊆dom(R)
R leszűkítése C-re R|C=R∩(C×B)
Relációból kidobjuk azokat a relációkat, amelyeknek a bal oldala nincs c-ben.
Legyen R∩(C×B)=Q
Q-nak R egy lehetséges kiterjesztése A-ra.
"a" vs "egy"
A=B=ℝ
C=ℝ+
R=identitás
S={(x,|x|): x∈ℝ}
Mind az S, mind pedig az R leszűkítése a C-re ugyan az.
S|C=R|C=Q
S egy lehetséges kiterjesztés, R pedig egy másik lehetséges kiterjesztés.
Ezt általában függvényekre fogjuk alkalmazni.
Függvény
f⊆ A×B
f függvény, ha ∀a∈A b,b'∈B (a,b)∈f ∧ (a,b')∈f ⇒ b=b'
alaphalmaz minden egyes eleme max 1x forduljon elö bal oldalon.
A minden eleme legfeljebb 1-szer legyen bal oldalt.
Ha rng a teljes A, legfeljebb → pontosan.
Függvény-e?
R={(n,k):1<k<n ∧ k|n}
Q={(n,k): 1<k<n ∧ k|n ∧ k prím}
Mind a két reláció csak az összetett számokra van értelmezve.
Az első összetett szám a 4. (4,2)
Mi a helyzet a 6-tal: (6,2) (6,3) Ezért egyik sem függvény.
Melyik legbővebb rng a
C={p2:p prím} (Prímek négyzetei.)
R|C függvény.
[bookmark: _GoBack]H={pk: p prím, 2≤k∈ℕ}
Q|H függvény.
Ha n-nek van két prímosztója, akkor Q már nem függvény.
Függvények tulajdonságai
y=f(x)
f: A→B (f képez a-ból b-be függvényt)
Injektív (injekció)
∀ a,a'∈ A a!=a'⇒f(a)!=f(a')
Ha inverz relációja szintén függvény.
Szürjektív (szuperjektív) (ráképezés) (szuperjekció)
rng f = B
Bijektív (Bijekció)
injektív és szürjektív
Példák (4 eset van)
f(x)=x2 x∈A
A=B=ℝ
Nem injektív (f(-1) helyen) nem szürjektív
A=ℝ+ B=ℝ 
injektív, de nem szürjektív (-1 kilóg az értékkészletből)
A=ℝ B=ℝ+
Nem injektív, de szürjektív
A=B=ℝ+
Bijektív
Oszthatóság: tranzitív, antiszimmetrikus, nem trichoton. Nem lehet rá alkalmazni a fentieket. Függvényre lehet.
Involúció
A≠∅
f: A→A (A-t önmagára leképező függvény)
involúció, ha inverze önmaga. f=f-1
A negáció negálása involúció. A komplementer komplementere involúció. Tükrözés tükrözése involúció. A={a monogám házasságban élő személyek} f(x)="x házastársa" is involúció. 180°-kal való elforgatás.
Önelnyelő függvény
f: A→A
f önelnyelő, ha f∘f=f
Kétszer végrehajtom ugyanazt a műveletet egy számra, és ugyanazt kapom, mint ha csak egyszer hajtottam volna végre.
Az abszolút érték önelnyelő függvény. Konstans függvények önelnyelőek, pl.: 0-val, 1-gyel való szorzás. B↦A∪B önelnyelő. Egészrész függvény önelnyelő. Kerekítés önelnyelő. Törtrész függvény önelnyelő. Szignum (előjel) függvény önelnyelő.
Adott egy sík a térben, a tér minden pontjához rendeljük hozzá a merőleges vetületét arra a síkra. Ez önelnyelő.
Identitás
Egyszerre önelnyelő és involúció. Ráadásul injektív is.
Karakterisztikus függvény
H alaphalmaz
B⊆H
B karakterisztikus függvénye az a "khí"… (???)
ΧB:H→{0,1}
ΧB(x)={1, ha χ∈A; 0, ha χ∉A}
Feladatok
H=ℝ A=ℚ
Χℚ (ℚ karakterisztikus függvénye) a Dirichlet-függvény. Zérushelye, minimuma, maximuma van, határértéke, folytonossága, differenciálhatósága, primitív függvénye, integrálhatósága nincs.
H alaphalmaz. A, B⊆H, f=ΧA g=ΧB
ΧAc = 1-f
ΧA∩B = fg
ΧA∪B = f + g - fg
ΧAΔB = f + g - 2fg
ΧA\B = f(1-g)
Függvény által létesített kép illetve őskép
f: A→B
C⊆A
C-nek f által létesített képe f[C]:={f(x):x∈C}=range(f|C)
f: A→B
D⊆range(f)
D-nek f szerinti ősképe  f-1[D]={x∈ A: f(x)∈D} (Olyan elemekből áll, ahonnan a függvény a D-be visz.)
f(x)=x2 x∈ℝ D=[4;9] f-1[D]=[-3;-2]∪[2;3]
Tanmese
Mi a pünkösd eredeti jelentése? 50. Legyen ön is milliomosban a szavazáskor mégis az kapta a legkevesebb szavazatot. A következő feladatban is ilyesmire számíthatunk.
Mi a tartalmazás iránya?
f: A→B
C⊆A
C ? f-1[f[C]]
⊆, vagy ⊇, vagy =, vagy ≠ 
f visz valahova a C-ból, 
Részhalmaz definíciója:
x∈C f(x) ∈ f[C]
f-1[f[C]]={x': f(x')∈ f[C]}
x∈ f-1[f[C]] tehát ⊆ igazolva.
⊇ ellenpélda: C={1} f[C]={1} f-1[{1}]={±1}
HF
(írott F)={f: range(f)⊆domain(f)}
f∘f∘f=f
Ennek megoldása az összes involúció és az összes önelnyelő függvény. Van-e más megoldás?
Tipp: Ha 2 elemű halmazt képezünk le önmagába, akkor azok a függvények mindenképpen vagy involúciók vagy önelnyelőek.
Tehát legalább 3 elemű halmazokon keressünk megoldást! (Ha nincs megoldás, akkor indokoljuk miért nincs.)
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