12. óra
Gyakorlás
Csekkes feladat
30$-nál többről szóló csak akkor érvényes, ha alá van írva, az alatti érvényes aláírás nélkül is.
Előttünk van 4 csekk, az első kettőnek az eleje, másik kettőnek a hátlapja néz felénk.
Hány csekket kell megfordítani, hogy az érvényességet ellenőrizhessük:
25$, 50$, _aláíratlan_ _aláírt_
A középső kettőt kell megfordítani.
b=meghaladja a 30$-t
b=alá van írva
Ez az implikáció: b→a másképp: = ¬b∨a
Egyenletek megoldása bithármasok halmazán (a, b, c)

Diszjunktív normálformában van mindkét oldal.
jobb oldal a=igaz ⇒ b=c=tetszőleges. bal oldal: =igaz ⇒ b=igaz c=hamis
Ha a=hamis: 
(…) (ellentmondás)

a=c=igaz, b tetszőleges.
Ha c hamis lenne, akkor  (ellentmondás)
Ha c igaz, akkor bal oldal hamis, jobb oldal=, ez dobja a megoldást. a=igaz.
R reláció reflexív R=R-1=R∘R Bizonyítsd be, hogy R ekvrel!
reflexív, tranzitív, szimmetrikus.
Reflexív: adott a feladatból.
Szimmetrikus: R=R-1 aRb ⇒ bR-1a ⇒ bRa
Tranzitív: Láttuk, hogy tranzitivitás ⇔ R⊆R∘R Ez a feladat szövegében benne van (egyenlőséggel)
Bizonyítsd be, hogy R szigorúan antiszimmetrikus ⇔ R∩R-1=∅! Mi lehet R∩R-1, ha az antiszimmetria nem szigorú?
szigorúan antiszimmetrikus: ∀a,b∈A: ¬aRb ∨ ¬bRa Pl.: "<"
antiszimmetrikus: ∀a,b∈A a≠b⇒ ¬aRb ∨ ¬bRa Legfeljebb egy irányba lehetnek relációban egymással. Pl.: "≤" (inverze a "≥", metszete az "=".)
aRb ⇒ ¬bRa ⇒ ¬aR-1b
aRb ⇒ ¬aR-1b
(a,b)∉R∩R-1
R∈ℕ="oszthatóság" aRa∈R∩R-1
R∩R-1⊆ Identitás.
Írjunk fel olyan A, B, C nemüres halmazokat és olyan f: B→C és g: A→B függvényeket, melyek külön-külön nem bijektívek, de f∘g bijektív!
g: nem injektív de szürjektív
f: injektív de nem szürjektív
A=C=ℝ0+
B=ℝ
g(x)=√x nem szürjektív, hiszen az összes negatív szám kilóg.
f=x^2 nem lesz injektív, hiszen -1 és 1 helyen ugyanazt az értéket veszi fel
f∘g(x)=x minden x∈ℝ0+ esetén.
A=C={1}
B={1;2}
g(1)=1 nem szürjektív
f(1)=f(2)=1 nem injektív
f∘g(1)=1 bijektív
Helyes-e? f: A→B f bijektív, ha szürjektív de ∀C⊊A: f|C nem az (f önmagában szürjektív, de semelyik valódi leszűkítése nem az).
TFH f szürjektív de nem injektív!
∃a,b∈A: a≠b ∧ f(a)=f(b)
C:=A\{a}
f[C]=B (Hiszen a kiütött értéket másik helyen is fölveszi)
TFH f bijektív! TFH van valódi leszűkítése
∃C⊊A: f[C]=B
a∈A\C
f[C]=B ⇒ ∃ c∈C: f(c)=f(a) ⇒ a=c ellentmondás
Telefontársaságnál 50 előfizető. Jelenleg 3 kapcsolás van érvényben, vagyis 6 előfizető beszélget egymással. Hányféleképp lehetséges ez?
Hibás megoldás: 
Ezt még fel kell szorozni valamivel.
Túl sok: 
AB|CD|EF
CD|AB|EF
Fenti típusú esetek között nem kívánok különbséget tenni.

ℂ egyenlet: 
Egyik megoldás a 0. Többi?
Minden egységnyi abszolút értékű komplex szám NEM megoldás. (De használható.)
Algebrai trigonometrikus alakban is megoldható.

z abszolút értéke 1 kell legyen, mert ha több, akkor a köb abszolút értéke túl sok lesz, ha kevesebb, akkor a köb abszolút értéke túl kevés lesz.
r=1; °=?
180° jó. 
Konjugálásnál abszolút érték helyben marad, a szög negálódik. (*-1)
Hatványozásnál szorzódik. (*n)
Azonos sugarú komplex számok egyenlők, ha szögük k2π-vel tér el egymástól.
fi=-kπ/2
Gauss egész megoldások (5 db): 0 ±1 ±i
Számelmélet
Régi, hibás feladat
Vészen egynémely 5-nél nem kisebb oszthatatlan számot. = 5-nél nagyobb vagy egyenlő prím.
negyedik halmazati szorzamányát = hatvány
Ekkor oly numerandushoz érkezél vala (…)  = 120 osztja
Matekul
p≥5 prím

Javítás
p>5 prím

Sőt, 
Megoldás



-t osztja 3, 5, 16. Miért?
3-mal osztható: Mindhárom eset itt van: 2 maradék: , 1 maradék: , 0 maradék:  osztható
 5-tel osztható, ha p 5-tel osztva 2 vagy 3 maradékot ad. Többivel mi a helyzet? 1 maradékot ad:  osztható, 4 maradékot ad:  osztható 5-tel.
16-tal osztható: 8-cal osztható, mert a 3 tag:  mind páros. 16-tal miért osztható? Mert két egymást követő páros szám közül az egyik biztosan osztható 4-gyel.
p alapú számrendszer, fejtsük p-adikus törtbe  számot. Bizonyítsuk be, hogy az ismétlődő szakasz hossza legfeljebb n-1

"Nincs annyi maradékosztály."
(Ez kevés megoldásnak.)
Öt egymást követő pozitív egész szám közül a negyedik prím. Bizonyítsd be, hogy szorzatuk osztható 240-nel!
240|
 Van közte 3.
 Öttel biztosan osztható
 Két szomszédos páros szám is van közte.
Előző feladat, de megengedjük a ℤ-t, hol a hiba?
 nem osztható.
-nél föllép a 0, mint szorzótényező, ezért jó.
HF megoldása
Relatív prímek kell legyenek!
z=a+bi
1: a=0 ∨ b=0 Ekkor a másik ±1 De ezek egységek.
2: a=±b Ekkor mindkettő csak ±1±1 lehet, amik prímek.
3: 1+2i prím, 2+2i nem relatív prímek, 1+3i jó. Felbontása: (1+i)(2+i)
Tehát: 1±3i és egységszereseik. (8 db) √10 az abszolút értékük)
RSA
Mivel e páratlan
x≡0 ∨ x≡±1 ⇒ x^e ≡ x (p)
x≡0 ∨ x≡±1 ⇒ x^e ≡ x (q)
⇒ Kínai maradéktétel értelmében összehangolható. 9 eset:
p=7 és q=11: 0, 1, 76, 21, 22, 34, 43, 55, 56
4 maradékosztály van.
Fix pontok száma: (1+lnko(e-1,p-1))(1+lnko(e-1,q-1))
Ez 9.
MatAlap ZH-ra gyakorlás (2009-es feladatlap)
1
2|x-2|+1<x x∈ℝ
Negatív x-ek biztos nem jók.
Túl nagy x-ek sem jók.
1: x≤2
2(2-x)+1<x
4-2x+1<x
5<3x
x>5/3
2≥x>5/3
2: x≥2
2(x-2)+1<x
2x-4+1<x
x<3
2≤x<3
Megoldás: 5/3<x<3
Előzetes becslésünknek megfelel.
2

Kikötések:
x≤5; x≤-5; -4≤x ⇒ -4≤x≤5
Négyzetre emelhetünk, mivel nincs negatív tag.

10+(…) Egyszerűsítsünk 2-vel


Újabb kikötés: x≥1


Végigosztom

x=4 jó (másik gyök -3 nem felel meg a megoldás során talált új kikötésnek)
3

x>2
Gyöknél ≥, logaritmusnál csak >! Gyök alá tehetek 0-t, logaritmusba nem.

Mivel szigorúan növekvő, log elhagyható

x-től függő mennyiséggel csak azért szorozhatok be, mert x biztosan pozitív (Különben elrontaná az egyenlőtlenséget!)





4

Nevezetes azonosság. -re vezethető vissza: Addíciós tételek: cos^2(a)-sin^2(a)=
Trigonometrikus Pitagorasz-tétel



≠1 (egyszerűsíthetek vele)






 a periódusok
5




Oldjuk meg x-re!




y=1.5 ⇒  ellentmondás (Nullával nincs osztás!)
Ha nem 1.5, akkor -mal leoszthatunk

Invertálás során ÉT, ÉK szerepet cserélnek.







6
160 cm kötelet kettévágunk
1-1 négyzetet alakítunk a 2 darabból
Hol kell kettévágni a kötelet ahhoz, hogy a négyzetek területösszege minimális legyen?

Vágás helye: x
Ekkor:
Egyik négyzet: ; 
Másik négyzet: ; 
T2=1600-20x+x^2/16
T1+T2=1600-20x+x^2/8
Ez egy másodfokú kifejezés pozitív főegyütthatóval. Lesz szélsőértéke, ez minimum.


Hasonló feladat: Gyémánt ára arányos a tömegének négyzetével. Elvágjuk, minimális lesz az összege. Hogyan? Ha pontosan félbevágom. Ha ettől eltérek, többet fogok kapni érte. (Legtöbbet akkor ér, ha egy darabban van.)
[bookmark: _GoBack]7 monotonitás, korlátosság
Képezzük az xn sorozatot







Tehát a sorozat szigorúan növekvő.
Tagjaira alsó becslés a sorozat első tagja.

(Másik alsókorlát a 0, de az nem a legélesebb.)
Felülről való korlátosság:

Lehetséges felsőkorlátja az 1:

2010-es feladatlap

Végig kell menni a három lehetőségen:




Ez megfelel a kitételnek.





Ellentmond a kitételnek, nem megoldás.




Megfelel a kitételnek, megoldás.
2


Négyzetre emelhetünk, mert nincs negatív tag.
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y≤-1 vagy y≥1/2
Megengedő egyenlőség miatt -est is meg kell néznünk.
x1=π+2kπ



5


Rf=? (Értékkészlet)





Másik eset:




0, 1 részintervallumot a függvény a -3 -2 intervallumra képezte le
1,3 részintervallum f szerinti képe a -3 +1
E két számhalmaz uniója: Rf=[-1; 1]
6
 (hiperbola)
Melyik pontja van legközelebb a (2; 0) ponthoz?



Minimuma: 

; 
7







Szigorúan fogyó sorozat.
Tagjaira felsőbecslés a sorozat első tagja: 
()
Alsóbecslés:

Számlálónál nagyobbat, nevezőnél kisebbet keresek.
Vagy: Számlálóra NRF, nevezőre NRA.
HF
Bizonyítsd be, hogy  (Van két olyan prím, melynek utolsó 1000 számjegye azonos.)
Bizonyítsd be, hogy  (Kiválasztható olyan végtelen részhalmaz hogy mindenki relatív prím mindenkihez vagy senki nem relatív prím senkihez.)
Pontjaim
3.45+6.55 (még jön erre egy 2 pontos HF)
Jövő héten már nincs Pluszminusz
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